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第 一 章 排列 与 组 合 


本 意 介 绍 最 简单 、 最 基本 的 组 合 论 课 题 , 即 通 常 的 “排列 “组 
Ba). 汰 虚 问 题 的 因 临 和 和 解决 问题 的 方法 ,都 力求 多 样 , 以 利于 
JERE EE RAS HR A ETT Pe ae A 
合 论 问题 的 能 力 . 

硼 丙 个 简单 易 明 的 计数 甘 则 今后 将 经 常用 到 , 芯 放 在 本 章 之 兽 
来 介绍 $1.1). 接著 ， 便 讨论 儿 个 常见 的 组 合 问 题 和 组 合 数 的 
一 些 初 等 性 质 (§ 1.2), 及 其 必要 的 扩充 和 推广 (3 1.3)。 此 外 ,还 
介绍 了 研究 排列 数组 合 数 的 母 攻 数 方法 《8 1.4* § 1.50, —75 m8 
此 可 得 出 更 多 的 结 乐 ， 另 一 方面 文 为 过 渡 到 母 函数 的 一 般 理论 {第 
二 章 ) 提 供 一 些 必 要 的 感性 材料 ,最 后 介绍 几 个 应 用 的 例子 ($1.6). 


SLI S. 计数 的 和 、 积 法 则 


为 了 恒 于 引用 ,这 里 列 出 集 论 的 一 些 简 单 概 念 和 符号 ,并 不 这 
小数 学 基础 中 的 深奥 问题 和 集 论 的 专门 知识 。 关 于 自然 数 的 常用 
性 质 , 则 假定 读 老 已 经 熟知 . 

人 们 把 所 研究 的 对 象 岂 做 元 素 ,或 元 ,把 某 些 元 的 总 体 叫做 集 
合 ,或 集 , 并 说 这 集 由 这 些 元 组 成 ， 本 书 中 , 着 不 特别 声明 集中 某 
些 苑 是 相同 的 , 则 认为 所 有 元 都 是 豆 异 的 .一般 情 况 下 ,用 大 写 的 
拉丁 字母 囊 示 集 , 用 小 写 的 拉丁 字母 表示 元 . 元 “在 集 4 中 ,或 者 
说 集 4 含有 元 e， 记 为 


ze, 或 了 3a. 
JG 4 KER AP MAUR ARGAT 2.1028 

ag d He df Ba, 
如 果 集 4 tea SERERE P cb BL RE UTR e E 
4 WEIN 


ACB 或 BDA, 
如 果 集 4 与 B 之 同 腻 合 ACB, XA BDA, RHEA SBS, 
记 为 
A=B, 
否则 记 为 
A à B, 
如 果 ACK [B 4 疡 8， 则 说 4 为 B 的 真子 集 ， 或 者 说 B 为 4 的 
真 包 集 , 记 为 
ACB 或 BDA, 
易 知 ，4 一 8B 的 充 要 条 件 是 集 4 与 B 由 同样 一 些 元 素 组 成 。 AT 
方便 和 统一 起 见 ， 对 没有 任何 元 的 情形 也 说 存在 一 个 集 ， 叫 做 空 
集 ， 记 为 8。 KEBABS, 易 知 ， 对 任意 集 4， 有 
$C: 对 任意 非 空 案 8, 有 SCH, 
为 了 确定 一 个 集 ,常用 以 下 几 种 方法 . 
第 一 , 列 出 集 4 中 的 全 部 元 。 例 如 ， 
A: € {3, 6,9, 12,15, 18} {1.1.13 
表示 集 4 是 由 3, 6, 9, 12,15,18 这 六 个 数组 成 的 总 体 ， 这 里 , 符 
号 “: 一 "表示 由 右 节 来 定义 左 节 的 定义 式 . 
第 二 ， 给 出 集 4 中 元 的 特征 性 质 P 一 一 合 于 性 质 * 的 元 全 在 
4 中 ,不 合 性 质 P 的 元 则 不 在 4 中 , 记 为 
dA: - {x |x & TFP}. 
这 样 ,C1.1.1) 中 的 4 又 可 写 为 
4e(x(1l Sx 20, REà3lx], 
RE, FRAG SS | BR SHE RK x 是 3 UI 
第 三 ， 用 集 之 则 的 运算 来 表 出 。 最 基本 的 运算 有 : 并 、 交 、 
差 。 
WREDE A,B,C ZARE 
A={x|xeB 5X rec}, 
则 说 集 4 是 集 B,C 的 并 , 记 为 
A= BUC, 


如 果 这 三 个 集 符合 

A={rlrEB H rec}, 
则 说 集 4 是 集 B.C 的 交 , 记 为 

ADPBNC, 

如 果 这 三 个 集 符 合 

A= {x[r€B B x&C), 
则 说 集 4 FEAR BM C 的 差 , 记 为 

4 一 8NC。 

并 与 交 的 定义 和 记号 容易 推广 到 多 个 力 至 无 穷 多 个 业 的 情形 ， 它 
Haaa 


A: = Ua: ={x]ré A, ( ser} 


4: = ()4; ={xl2¢ 4, C-9 i€D}, 
rel 


REI AERE. 
如 果 按 照 某 一 确定 的 规则 mp， 集 4 的 每 一 元 。 MU NTR B 
的 玲 一 一 个 确定 的 元 a , 则 称 这 个 对 应 规则 为 映射 或 对 应 ,并 说 2 
AE o 在 映射 ?9 之 下 的 像 , 记 为 
a, a = ipla) BR tara, 
XB S = “表示 由 左 节 来 定义 右 节 的 定义 式 ， 如 果 
B2Íe(a)]a € A}, 
则 说 映射 9 是 4 S BAAR HR 4A 为 的 定义 域 , 集 8 为 
的 值 域 ”如果 
B= iple)lae A}, 
WH? 24 SBA, 如 果 P 是 4 到 B 内 的 映射 , 且 合 条 件 
A) glad, A a a, (1.1.2) 
Wit e I4 S| BARICI—D IRE. Inde Ea SB LORS 
条 件 11.2), 则 说 是 4 到 8B 上 的 OLDA, (EROS. (iD 
By. DUN UL RAS BRU-D 对 应 的 ， 如果 集 4 与 了 之 间 


t j’ 


B—-PO—-D RFE, BR 45 BER IA 
dcc Bs 
对 于 等 势 的 集 ,又 说 它们 上 其 有 相同 的 势 。 势 就 是 等 势 请 集 的 公共 
性 质 . 
FRZ 表示 爹 体 整 数 所 组 成 的 集 , 用 N 束 示 全 体 自 然 数 所 组 成 
的 集 , 且 记 N= NU10}。 称 集 
Iix]m Six Qnyx Ee Zh 
为 Z dU mE n ABLE 
[ms n]. 
ibid 
[m, 9): — Íx|m x «co, xezZ), 
(—, ml: = |r| cram, «+t Z}, 
im, n): = im, n]a}, 
(m, n]: = [m, aimn}, 
Cm, 00): =[m, co)\{m}, 
(—00, n): e i—oo, najde. 
dS 453 [1, 51 SO, SEULA JE — CR AA = 个 元 - 
空 集 和 元 集 Cn EN) 统称 为 有 限 集 . KEA IRR AURA ACEI 
T. QM, 4,8 ERRER, 4 ~ 如 的 充 要 条 件 是 4,B RA 
样 多 的 元 , 获 此 时 .4 的 势 就 是 4 的 元 的 个 数 ,简称 为 元 数 。 对 于 无 
RSE, 势 的 作用 类 僻 于 有 限 集 的 元 数 的 作用 。 无 论 4 是 有 限 集 还 
AORE HESS 14] 记 之 . 


下 面 介 绍 有 关 计 数 问 题 的 两 个 基本 法 则 . 
MLA CA). BAAR 4,8 符合 ANB = p, W 
LAUB] = |4| + IB]. (1.1.3) 


TH MA, BA-TRSRN, Bib (1.1.3) 是 平凡 的 . 
Sik Axe, Be, 记 
A= {attt sat. Bib bs n ZR, mz i, 
因为 
a, e b; (1 Ss xn; l] SV; Sm), 


ART 
p: aye (I Sin), 
b,— nb Cl Sim) 
是 AUB BEY, m+ al FAY C1—1) BRA A 1.1.3). TERE, 
和 则 还 可 舰 述 为 : 如果 某 物 ,有 吉 种 方法 (这 些 方 法 押 组 成 
的 集 记 为 4) iw, A-WO, 有 另外 # 种 方 菠 (这 些 方法 所 组 成 
的 集 记 为 B) 选 出 , 则 定理 1.2.1 断 圭 ， 选 出 物 ARa mon 
种 方法 . 
设 4, B 是 任意 二 集 , 则 称 集 
(Ca, blae A, bE Bj 
ARAB Descartes $4, 记 为 4 X B. 同样 可 以 定义 任意 多 
《有 限 或 无 限 ) 个 集 的 Descartes R. ER, 4x 8 中 二 元 相等 ， 
BN (2,6) = (ai, 2) 的 充 要 条 人 忻 是 
amg, H b= hy, 
万 名 中 的 元 Ca, 6) HA 4 EG 2 53 BERG a RRR. Zl. 
AX4—4X4-—60, 

DLA, AB, aai a) = (Ca, bla € A, 5€ B,, HIB! = 2}, 
这 里 {Bhe 表示 由 随 而 定 的 集 Ba 所 组 成 的 集 族 ,如 果 对 任意 
的 a€ AMA B,- B, Wid 

DCA, Bsn): = DCA, {Belse ss 7). 
HA, |B] 一 上 时 ,有 
DCA, By n) =A X B, 
定理 1.1.2( 积 则 )。 WẸ [4i =m, |B.) =n (@€ A), 
meN’, xe MN, nj 
IDCA, {BYeeas 2) | = mn, (1.1.4) 
证 明 . Xm ome — 0, 则 (1.1.4) 的 两 节 同 时 为 零 . 设 
m 20,520, Hid l 
A = [dis dast samt» 
By ™ {bn bm t ‘bn Cl Sim), 


«5 e 


TBR 3j 
QU Cay, Bu) — GU — (om +7 Cl Si milis) 
ER DCA, [Baha 2) 到 L1, ms] 上 的 : CODES, [4 
(1.1.4) 上 成立， 证 毕 ， 

积 则 还 可 叙述 为 ， 如 果 革 物 二 Am —— 
的 集 记 为 Ace, EOE o EMO. 之 后 ,都 有 = 种 方 
法 ‘这些 方法 所 组 成 的 集 记 为 BRL A—D O WER 12.2 W 
言 ,依次 选 出 物 6, AO. 有 ms 种 方法 . 

上 述 两 个 定理 均 可 推广 到 有 限 多 个 集 的 情形 . 

定理 1.1.3 设 诸 集 4,(1 <i an) 全 于 

A, A; =o US's mn), 
则 


2 lAl. (1.1.5) 
leran 


定理 1.1.4. BRA Rimom EN, FER ACL SIS 
D 逐次 确定 为 
A, = 4, 
4d; = D Aia, (CB aee a tn (287 bs 
JE CBO, 人 di 中 的 元 # E, B14) = m, [CBD = 
niat Ajai, 21 Sk) MR, 
| 44] = nyt t ega (1.1.6) 
上 述 两 个 定理 的 证 明 可 由 数学 轨 钠 法 得 出 . 


§1.2 排列 与 组 会 


为 了 便于 引用 和 比较 ， 首 先 给 出 各 种 常见 的 排列 、 组 合 的 定 
X. 

EXLLL RAMEE TAR. E 
RAL HE AACA ER, T SX FE GO HEIDI Me R- 排 列 ; dn R KIR 
EK, US S HER, FUR EUR R, BUHL dO REIR R 是 “排列 


ġġ” 


3680-380 *”, 这 种 R- 排 列 就 简称 为 +- 排列 ,又 说 r 是 该 排列 
的 长 ， 如 果 姓 质 尺 是 “在 排列 中 不 允许 任何 元 重复 出 现 ”, 则 这 种 
R- 排列 简称 为 玫 重 排列 ;如 果 性 质 尽 是 “在 排列 中 允许 元 重复 出 
现 ”， 则 这 种 R- 排 列 简 称 为 可 重 排列 。 全 部 R- 排 列 的 个 数 叫做 
R- 排列 数 ， 若 14| 为 有 限 数 , 则 称 4 的 无 重 141- 排 列 为 4 的 全 
排列 . 

定义 1.2.2.。 集 4 的 一 个 组 合 是 4 中 元 的 一 个 无 序 选 出 。 若 
2 是 对 组 合 的 限制 条 件 , 则 这 样 的 组 合 叫 0- 组合 ; 如 果 0 的 叙述 
较 长 ,又 写 为 “组 合 ,具有 性 质 0， 特别 地 ,如 果 性 质 2 是 “组 合 中 

元 的 个 数 为 >”, 则 这 种 9 组合 简称 为 -组合 ， 如 果 性 质 8 是 “在 
组 含 中 不 允许 任 局 元 重复 出 更", 则 这 种 -组 合 简称 为 无 重组 合 ; 
如 果 儿 质 是 “在 组 合 中 允许 元 重复 出 现 ”, 则 这 种 89- 组 合 简称 为 
RAS. 全 部 -组合 的 个 数 岂 做 9- 组 合 数 . 

例如 , 设 集 


A = {a,b,c}, 
HA, 4 AY 27 8T HERE JU: 
ai, AÈ, acy ba, bb, be, ca, cb, ces 
2- 示 重 排列 共有 六 个 : 
ab.ac, ba, be, ca, eb 
2- 可 重组 合共 有 六 个 : 
aå, 66, ce, ab, ac, bet 
2- 无 重组 合共 有 三 个 : 
ab, at, bc, 
4 141 一 *。 那 末 , 在 讨论 排列 数 和 组 台数 时 ,不 失 一 般 , 可 
设 4 为 [1, 今后 常用 下 列 符号 ; 
Pr: ABS 一 无 重 排列 全 体 扩 组 成 的 集 ， 
P? =a [Pr]; 
Cr: 集 4 的 +- 无 重组 合 全 体 所 组 成 的 集 ， 
Crem Cr]; 
Ur; 集 4 的 +- 可 重 排列 全 体 所 组 成 的 集 ， 


Ur = jU7|; 
Fr, 集 工 的 *- 可 重组 合 全 体 所 组 成 的 集 ， 
F? FI. 
此 外 ,还 用 到 一 些 缩写 符号 ; 
rj rr Go) 01 =], 

(n), = stg — nr 二 1), (lr) On), = 1, 
Clare 
wf ri 

于 是 ,上 述 几 种 排列 .组 合 数 可 由 下 面 的 定理 确定 ， 
室 理 12.1， #l&rs r, iil 


Pr = (n),, (1.243 
5 

C? -( ) (1.22) 
f 

Ur = a, (1.28) 

+r 一 1 
F? 一 人 小 (243 
rf 


证 明 . 

(1.2.1) 的 第 一 个 证 明 .。 在 一 个 无 重 排列 a antra B, a 
HUR. 个 元 中 的 任何 一 个 , 改 有 = 种 取 法 ; o 取 定 之 后 ,a 可 以 
RER” 一 1 个 元 的 任何 一 全 , 故 有 = 一 1 种 取 法 : …; Xa 
41,7**,2, PRUE IA, ana YARR PR 0 — i f 26 RJ £E fap — 


取 剩 下 的 ”一 ?十 工 个 元 的 任何 一 个 。 故 有 ”一 上 十 T 种 取 法 . 
由 积 则 ,总 的 取 法 数 为 
s(n — 1)*--(n nr 二 + l), 

这 就 是 (1.2.1). 

(1.2.10 的 第 二 个 证 明 。 在 4 的 * 个 元 中 , 任何 一 个 都 可 届 
无 重 排列 的 首位 , 改 首 元 有 有 a 个 取 法 . 当 首 元 取 定 后 ,其 他 位 的 
元 只 能 从 4 中 另外 = 一 1 SCHEER, CR. PP 种 取 法 ， 因 此 由 
积 则 ， 


. 8». 


P? = Pri, 【Tt .2.5 
由 此 递归 关系 和 初始 值 Pr? 一 5 一 * 士 [， 用 数学 归纳 法 即 得 
(1.2.1), 

(1.22) 的 证 明 ， ” 集 4 的 一 个 *- 无 重组 合 就 是 4 的 一 个 > 
元 于 集 . 任意 一 个 + CTR, BO, {aaa h BSS A 
的 71! 个 排列, 即 集 {m, az ,er 的 全 部 +- 无 重 排列 ,反之 ， 
集 (asas) 的 全 部 EER, 仅 导 出 4 的 一 个 *- 无 重组 
f. 4 的-- 无 重 排列 数 为 (n),, 故 4 的 rf- 开 重组 台数 为 

Ce 
r! 

(112433) 的 证 明 。 ”在 4 的 +- 可 重 排 列 中 ,任意 位 置 可 以 取 4 
HERI. RESORT s 种 取 元 的 方法 ， 由 积 则 ,，(1.2.3) 成 
x. 
(L24) 的 证 明 . ”与 无 重组 合 的 情形 不 一 样 , 集 4 的 +- 可 重 
组 合 不 能 简单 地 用 某 一 个 因子 来 除 无 重 排列 的 个 数 ?来 得 出 ， 
因为 不 同 的 可 重组 合 可 以 给 出 不 同 个 数 的 可 重 排列 ， 例如 ， 当 
4 — (a,b, csadej 时 ，4 的 3- 可 重组 合 {a, b, e) 可 给 出 六 个 
可 重 排列 : 

abc, ach, bac, bca, cab, chag 
AA {e, a,b} 可 给 出 三 个 可 重 排列 ， 

aab, aba, baa; a 
MAS fa, 0, a} 只 给 出 一 个 可 重 排列 esae, WA, RHAI 
的 办 法 . i 

(1.2.4) 的 第 一 个 证 明 . 把 4 — [1,21 的 每 一 个 *- 可 重 

组 合 依 其 自然 顺 序号 出 : 
EER Ca Cp SS re Vey, 
> 
dece tiel (sir) 
EEIE c; rap SE E WAM, Bid d, DEBET TE BD A add 
HM Bi 一 [1;# 十 + 一 1] 的 一 个 +- 无 重组 侣 。 反 之 ,对 BB 的 任 


= 9 « 


一 依 自然 顺序 号 出 的 一 无 重组 合 add, BH 

ce; dj—id-l(1s&sisrn) 
所 定 出 的 庶 c; 的 组 合 就 是 4 的 一 个 +- 可 重组 合 ， 因为 这 种 对 应 
关系 是 (1 一 1 的 ,所 以 这 两 种 组 合 的 个 数 相同 ,而 前 者 的 个 数 为 


n--r-—1: 
| UI p 
He (1.2.4) BET. 
(L2.4) 的 第 二 个 证 明 . CS 4 一 [1 n1 的 任 一 个 依 自然 
IRFF St -TERA don. BLAS BI, BKB RIE 
Sii: 


1:280 — Ereet eosin + Dren, (1.2.6) 
所 以 ,对 每 一 可 重组 合 yee i, 有 形 如 (1.2.6) 的 唯一 
序列 与 之 对 应 ， 且 反之 亦 然 。 在 序列 (1.2.6) 中 ， 于 相同 的 数码 
KI xi«s— 1) HRB ORAM RK, WBA 
那个 ”就 是 它 自身 ) 之 后 画 一 条 竖 线 ,于 是 (1.2.6) 成 为 
elfere2] seen — [ee | (1.2.67 
这 样 一 来 ， 序 列 〈1.2.6) 与 图 (1.2.6) 是 (1 一 1) 对 应 的 ， 所 以 
TRA. Plan, A = {1, 2,3,4,5} 时 , 4 的 3- 可 重组 
€ 224 所 对 应 的 序列 (1.2.6) 为 
12223445, 
HARARE HA 
1122 21314 415, 
E (12.6) th, HOT ERO HUS — 28 BR, Aa + 了 一 工 个 空 
BR. Rezi = —1 +3 DR, 所 以 形 如 (1.2.6) 的 图 


形 的 个 数 为 
afr n # — 
( MESE B 


这 就 是 所 要 证 的 . 
(1.2.4) 的 第 三 个 证 明 当 + 之 2 时 ,把 4 的 全 部 :- 可 重组 合 
分 为 两 类 ,第 一 类 的 每 一 个 组 合 都 含有 4 中 某 个 定 元 4, 第 二 类 的 


* 10 = 


—TmOBSOREIUe 第 一 类 的 每 一 组 合 删 去 一 个 元 IE 
下 者 为 4 的 一 个 (+ 一 1)- 可 重组 合 ， 且 反之 亦 然 ， 故 其 个 数 为 
FEr-1。 第 二 类 的 每 一 组 合 是 集 Aa } 的 一 个 *- 可 重组 台 . HEZ 
亦 然 : 故 其 个 数 为 太一 因此， 


Fë 二 (1.2.7) 
如 果 > = 1.998 PIBE ER , 故 
F7 mp, 
Re = 1, 则 无 论 * 为 何 正 整数 ,者 只 有 一 个 r- IER RI 
Fried, 
由 (1.2.7) 得 


F} = Pet Fo oo Pp + FD FI -— 
= Fi Fp Gee + Fi+ Fi 
=nrt(n—l)+t--- +241 


EE CRM Í” +i 
ee (^j ). (1,8) 


H3, 
F? = Fi + Fl = Fia Fat F} 
= Fit Flt s+) + Fat F 
S=2+(r-—l=rt+l 
= (* + T t). (12.9) 
É (1.2.8) 1 1.2.9) 的 基础 上 作 归 纳 假设 
(4+ $ =+) Esdr, k EE, 


k om " 
P Hn e FER, 


FHC1.2.75, 
F? = Pr + Fa! 
a (PUT DTN (@ OD Fray 


r 


(1.2.10) 


£F 


r— i 


(ndr 


“as 7) (n, v > 2), 


LSU 


再 由 Fri, Fl= 1 (a,r 21) yi (1.2.4), 

(1.2.4) 的 第 四 个 证 明 . 设 集 4 一 [1, 51 89 c- n1 EE f 
Sheth A, BERT ni, WUA 

rx tan tee t ox, y B0 (bomi ma), (12.1) 

反之 ,ti2.117 BO fE—SE fASERE (m. ox. xo) 都 对 应 于 工 的 叭 
一 一 个 -可 重组 合 ， 上 内 此 ,FE 为 512.17 的 非 负 整 解 的 个 数 ， 

为 求 C12. 10 的 解数 , 令 

y; x; +1 Cl in), 

Wi 1.2.15 的 解数 与 ' 

rer =y tb y o ok yas yS (1.2.12) 
的 解数 相同 .方程 

m yide ya cor tye yy, LCL Se Sn) m Bw (1.2.13) 
的 一 个 解 Cris 和 my S FALE (1.2.14 ) 之 间 有 一 个 《1 一 
1) 对 应 关系 : 将 如 个 点 


rr EE 
m^ 


AAR BH m 一 工人 个 空 陆 中 的 某 = — 31^ EIER, 第 一 条 
坚 线 之 前 与 第 ”一 1 条 竖 线 之 后 的 点 数 分 别 记 为 y Aly. Bi — 
LAER SE i RRC ARID y, (2 这 ?所 # 一 门 ， 如 


E 
n—l kt 
一 一 一 一 
* 玉米 。 -水 | .| 水 * 
vta y, ta Ya 十 点 (1.2.14) 
UU mt 


这 样 一 来 ,方程 (1.2.13) 的 解数 与 图 (1.2.14) 的 可 能 的 个 数 相同 。 
而 后 者 为 


(人 l \. (1.2.15) 


5 —1 


把 mscr RA (1.2.15), 得 0.2.12) 的 解数 
ntr— jy (a+r) 
( 29" —1] ) 一 r )， 


= 42.4 


这 就 是 (1.2.47?. 
至 此 ,定理 1.2.1 已 全 部 证 华 ， 
(Ae TEE, CIR F? 的 表达 式 很 相 象 ; 
Ct aw the 一 10---(n— r7 t D 
ri 


Fr 一 the t 19--*(n +r — 1) 
Li r! LI 


二 者 的 分 母 相 同 , 而 分 子 都 是 以 ”开始 的 n ESE, EURO 


一 个 是 递减 的 数 串 ,而 另 一 个 却 是 递增 的 ， 


下 面 讨 论 有 关 排 列 数 与 组 合 数 的 一 些 初等 而 重要 的 性 质 . 


定理 1.2.2. P= nape, goer oe, 


PP e PR + PO nee el, 
C? = C! + Ctl, sie: 22, 


Foes F”, + FTU. ny rp 2, 
Cm cr, nor el, 
Che. On ed, 


Choa CPI cenam 


cp, 
Hip RB Me || | Osise, 


A +e Is ‘aber 
m ee ) = ( ) n=l 之 


Lakar 08 


证 明 . (1.2.16) B] C1.2.55, (1.2.19) BH (1.2.75, 


(1.2.16) 
(1.2.17) 
(1.2.18) 
(1.2.19) 
(1.2.20) 
(1.2.21) 


1, (1.2.22) 


(1.2.23) 


i, (1.2.24) 


(12.17) 的 第 一 个 证 明 . rakt, EA [llle 
部 +- 无 重 排 列 分 为 两 类 ， 一 类 含有 4 中 某 定 元 a， 另 一 类 不 含 此 
a, 对 前 一 类 中 的 排列 , a 有 > 个 位 置 可 供 占 取 ,去 掉 4 后 , 剩 下 的 
是 集 AN aT 的 (x — 1)- 无 重 排列 , 改 第 一 类 排列 数 为 nPILL. 后 


一 类 排列 就 是 集 ANTA) I c -无 重 排 列 , 故 其 个 数 为 Pr 


Pr æ PPT) 十 PP ll n LEO IR, 
a (1.2.17) 成 立 . 
(1.2.17) 的 第 二 个 证 明 . — F3 (12.1), 


因此 ， 


+ 139 


P? == (n), = n(n — Du 
= r(n — l)a + Ce ln Com) 
= pCa = lja t (ne — 1), nzrIl, (1.2.25) 
HERE 1.2.17), 

(1.218) 的 第 一 个 证 明 . — 26 SON. 把 4 的 ERAS 
分 为 本 类 , 一 类 含 4 OREL a, 一 类 不 含 比 a。 在 第 一 类 组 合 的 
fE—-T PEF = 后 ,就 是 集 AN G) 的 一 个 《r 一 1)- 无 重组 合 . 反 
Zs Aaj 的 一 个 (7 一 1)- 无 重组 合 , 添上 4。 后 就 是 4 的 一 个 
包含 = 的 一 无 重组 合 , 者 二 者 之 癌 有 (1 一 上 对 应 关系 ， 而 4 Maj 
的 (+ 一 1)- 无 重组 合 数 为 《也 ， 故 第 一 类 组 合 数 也 为 Or, 第 
工 燃 组合 数 就 是 ANGST Wr CRASS BPR CoE, 

C? = C + CH s >r, 
d C12.18) R. 
(1.2.18) 的 第 二 个 证 明 。 rh (1.2.2) 40 (1.225), 
l C! = Cde a (0 — Wnt £n — 1» 
r! (r — 1) ry 
= Cr+ C20, nmr 22, 


Jd BI C2.2.18), 
(1.220) S99 — EBA, 由 (1.2.2)， 


cm (Ga 


n! 


GN — (2— DI 


=ù 5 Secon, 


HUN / 
WEBB (1.2.20). 

(1.220) 的 第 二 个 证 明 . Æ e i 为 集 4 的 一 个 r- 无 重 
组 合 , 则 AN As taste} 就 是 4 的 一 个 (4 一 +)- 无 重组 合 , 这 样 
一 来 ，4 的 +- 无 重组 合 与 o 一 r)- 下 重组 合 之 | 同 有 (1 一 1) 对 应 
关系 ; 故 二 者 的 个 数 相同 ， 


IPLE 


(1.2.21) 的 证 明 。 Si i So, A a <n + dum 
2s 一 上 二 1， 因此 


1 i 
20 —: +1 i’ 
由 是 
GD a 0t | 
G — 1)1(28 — i+ 1) 7 Qai (sige), 


这 就 是 (1.2.21). 
(1.2.22) Bum. Minit, (2n — d, X 


<4, Linn, 


ia — i 
由 是 
Qu —Dt e Gan 19 


G — 125 — i: i1(28 — 1 — £M 
这 就 是 (1.2.22) 的 不 等 式 部 分 ,而 最 后 的 等 式 是 显然 的 . 
(1.2.23) WE. 因 1 所 i 之 pp 一 1, Re Si BK, 从 而 
Q, i=l, 


然而 ,由 数 ( ，) 的 组 合意 义 知 其 为 整数 , 妈 


sin, 


itle — Dua. 
Wt 

it Co — Di 
从 而 
| p |p Dim 2 mac 


(1.224) 的 第 一 个 证 明 . (1.2.24) 的 左 节 就 是 方程 
Kex deco] oan, ncm CL Si en) (1.2.26) 
X4 RH O BRE r 时 的 解 (x1,…… ,xs) 的 个 数 的 总 和 和 , 即 不 等 式 
plea bees tx, num Cl Sin) (1.2.27) 
的 解数 , 亦 即 方程 
rænt od xb raus X RO b xisascrixX1228) 
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的 解数 . 已 知 (1.2,28) 的 解数 为 
reise tijh ren 
( (aa 二 1) 一 1i )-( a ). 
这 就 得 到 C1.2.24) GS. 
(1.2.24) 的 第 二 个 证 明 . 不等式 1.2.27) 的 任 一 解 


(x,,44577* s ti G gin) (1.2.29) 
可 与 [l,e + >] Me EEA ARAE S IRR 
L&p y o y, nar (1.2.30) 


之 间 有 {1 一 1) 对 应 ， 因 为 由 变换 
parn bere bee, ti Cl Sian), 
M (12.29) 可 得 出 唯一 的 (1.2.30); AA, RT dE 
I = yl, 
Re = Y; Ya TT 
M.Cr2.30) THEA (4.2.29). FERL, (12.27) 的 解数 为 [1， 
n+ r] Br DBASE, 
(1.2.24) 的 第 三 个 证 明 。 ”对 7 TRA. Br 一 1 氏 ， 
《1.2.24) 是 平凡 的 . Sik 《1.2.2 和 对 rlr 2 1) RC. SUI 
até—l A (p+k—il atr 
1 十 > ( ; jelt x i + 人 CC 


AxkxrI i«kxr 
Sock ors ntr 
=a 1) 
“ “rr 十 1 
a+r a+r 
=O) 
r rtl 

("TT 
rtl 


ake & 1 
UU) 


这 就 是 说 , (1.2.24) Xj r + 1 也 成 立 ， 
285,2] B8 1.2.2 已 爹 部 证 毕 。 
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定理 1.2.1 中 的 证 明 方 法 S RIHIGESERERDAh. - 些 组 合 问 题 . 

定理 1.2.3. phali r- EENE RNE RREA 
Wi, ti Ugie D AERAR 

(° 一 了 十 

TER. RR BARRIS 1, 2.… ,xz， 对 应 于 一 个 符合 
RRAS fp. tts, RRM, VR A RhE xu. 
tt bi HA 1,2,- ^, n 中 的 pi ERS SAS 
惨 线 ,就 有 一 个 且 只 有 一 个 如 下 藤 辕 形 与 这 个 组 合 相 对 应 : 


re 
lue * ,i | tUttpttt i.]ttt.m 
ay he a, Mt rQ4É xpt (1.2.31) 
l HAR 


z ld, x; 292.950, 22 2, xa, 0, 
反之 ,对 应 于 (1.2.31) 形 的 一 个 图 ,由 每 条 竖 线 前 面 的 那个 数 所 组 
成 的 组 合 符合 定理 中 的 要 求 , 它 与 (12.317 相对 应 ,这 样 的 组 合 恰 
有 一 个 .因此 二 者 之 闻 的 对 应 是 (1 一 1 的 . (1.2.31) 形 的 图 的 
个 数 是 方程 
nt 
ty otis Ma, c 
的 解数 , 亦 即 方程 He, 44 7 Ker sier, MK 
nrt leyt o tea, 9 LG irn 
ADARRE. EH (1.2.15), 知 其 为 
(Cure Worst ) 
(r+ lj—l ? . r . 
证 毕 . 
在 $9.6 中 ,还 将 给 这 个 定理 以 努 一 个 证 明 、 


$13 一 些 注 记 


这 里 对 前 节 的 内 容 帮 些 必要 的 注 记 。 


= i 


在 Pr, C7, UF, FP 的 定义 中 , 由 于 它们 的 实际 组 合意 义 , 要 
3 n, rey 
nz rl. 
为 了 便于 今后 应 用 和 统一 处 理 一 些 问题 , 现在 对 e. + 的 取 值 范围 
进行 扩充 ， 为 此 ,引进 以 下 定义 式 ， 
pi" E n >r eÂ, 
0, X oxn-r 
[xix — l)e- — r +1), Bret, 
x), = 
l, r=, 


C 


x 为 不 定 元 或 任意 实数 ; 
l, 车 yee D, 
0, Ziüsnmnecruwr-oxn, 
n alr iy [十 = 一 全 
(一 cz 1y( ， p Ba<oHr>o, 
nr Iri -i 
{-1) "om 
里 自然 就 发 生 一 个 问题 ， 如 上 扩充 =: r 的 藻 围 以 后 , 原来 
的 基本 关系 是否 仍然 保持 ?下面 的 定理 回答 了 这 一 间 题 . 


) econ r <0, 


定理 1.3.1. 
(x), = r(x — l).a, P? = nP" i, n.r md; (1.3.1) 
(x, = r(x — Dt  — D, Pr rPIT PIT, 
nrl; (1.3.2) 
C? = C)+ crt, Hr EPR, Gar) (0, 0); (1.3 3) 
Chi = Ci, 2, r EBs (1.3.4) 
Cre Cle 1, n€Z, (1.3.5) 
证 明 ， 


(1.3.1) 的 证 明 . BEX, 
(xr). = x(x — l) elr =r + 1) 
(xx — 1-1, E: rie, 
Ue at le 1), direi, 


司 [he 


— x(x — 1),, Ert, 
CBN (1.3.1) 的 第 一 式 . FC x 一 二 人 内 则 得 第 二 式 . 
(1.3.2) 的 证 明 ， $ (1.3.1), 
(x), = rla — 1), m ie — r) + rd — 1) 
e rlz 一 上) 十 (xz 一 DANE — r} 
= rx — l)i + (rc 1),, 
WERI C1.3.22 的 第 一 式 ， 代 x* 一 ”人 内 则 得 第 二 式 . 
(1.3.3) 的 证 明 ， Merzit, (1.3.3) 就 是 (1.2.18). 
XPnz0,r 20 的 其 他 清 形 ,C1,3.3) 的 正确 性 可 由 下 表 得 出 : 


E C? WD SEX, 
C=0 (+ = 0}, 
dk 
n rl 
Cy( t ) Brae, 
in Iri — 1 
Cape (Bam ome, 


这 就 是 说 ,在 C? 的 扩充 定义 下 ,= 二 0 MAR S 0 也 成 立 : 


(1.3.6) 


C? = 
liem (l7. a enr 


男 一 方面 , 当 # x < rif, 


* 19 « 


C[n] 十 日 十 一 ") _ cay (I+ 小， 


Fr 


Cr E -1> ( 


cz} =n 0! + DHC 一 1 一 H 
p- jz | 十 rr- 
一 (1 ( r-1 ) 


因为 此 时 有 E +r >00, r> a, AEB (1.3.6) 和 上 二 式 ， 
Cr + CH = (-1) [^T 7) a (7 十 了 一 5] 


Y —1 
n r—l 
=a ca( | u )- Cr. 
RH, Bnd, + 二 0 时， 


Coie CD 小 


dr] 
CE = (1Y . 
r= (1) In ) 


因为 此 时 有 Ir} > 0, In] =D, “eee 
cni ente cem (T yo cn | 
一 Do 人 n _ jac. 
£x EAT 4 (1.3.3). 


(1.344) BERR, o er ey, (1.3.4) BB (1.2.20), 3f 
nO, rZ 0 的 其 他 情形 ,(1.3.4) BERE: oh PR: 


n r Cr Ch 
Qnae or 0 0 
nop oor 1 1. 


M glmgorkb, 
Ci = = Cipe Ci. 
S6 anco, r«0 Heart, 


. 20 5 


cre (Der 人 一 人 -人 着 "< 


lef — v 1, ner 
c Coe (Fr rim m ge T ner. 
Ld jul — 1 ] i, E nr, 


Mn<0, r<0 Ba>rit, 

irj — 1s 

IET La) 

IET MD 


ÁT—r 


rl 一 r}— 
moo (1). 


Bx EATE, S (1.3.4). 
(1.3.55 的 证 明 . — C; — 1 RE XR, Cz d Keo 
是 平凡 的 . 当 = 一 0 时 ， 


Cis cay (I i je l, 


C? = cay ( 


Ci- = cd 


In| — 1 
BA 135). 至 此 定理 已 全 部 证 华 . 
FH (1.2.18) Al (1.3.3) HAB GE BASE ME.: 


| 
E 
i 


9 1 
IN 
i i 1 
ISIN 
2 1 2 1 
ININ IN 
à 1 3 3 上 
INUNINUIN 
+j 1 4 6 + 1 
INININININ 
5 H 5 10 lð 5 1 


rp Bi gr 3C 538 R8) A As RAR DS FR, HEMI AM 
数 和 被 加 数 , WISKRPUNAQUOASTL 于 是 标号 为 ”的 行 与 标号 为 ” 的 
列 之 变 口 处 的 数值 则 5C?. 

现在 转 而 讨论 另 一 个 排列 问题 :如 果 = 个 元 ais str aa 可 
分 成 :组 , 每 一 组 中 的 元 素 是 相同 的 , 不 同 组 间 的 元 素 是 不 同 的 ， 
第 上 组 元 圳 的 个 数 是 AU $m), bib ooo on 6n. SROR 
这 = 个 元 的 不 同 的 全 排列 数 V Cn se + + be), 

数 VC 0) 也 如 是 集 [1, 61 的 RR- 排列 数 ,这 里 了 是 限 
制 条 件 : 

僻 [1, rf] 的 任 一 元 : 在 排列 中 出 现 刀 次 ,这 样 的 排列 称 为 集 
[15 4] BY Cho 60-7 HERI. 

定理 1.3.2. 


VS Bb =" s, 1.3.7) 
(by 1 5 » Bl ( 


第 一 个 证 明 . HIB Dg) DH 5; ToUBTERERE 
不 相同 的 ,那么 集 Lais o 2.) 的 全 排列 数 为 n1; 然后 把 这 5 个 
TUBE, MER n: 个 排列 中 ， 每 个 排列 者 重复 出 现 
tp 次。 所 凡 , 符 合 条 件 的 排列 数 是 《1.3.7) A, 

第 二 个 证 明 。 对 : 行 数学 归纳 靶 . + 一 1 时 结论 是 平凡 
的 ， 设 


V(b, It tS) a) = {b tn 5-21 " 
byte bel 


由 于 第 * 组 中 的 卢 个 元 可 在 排列 中 的 任意 位 置 出 现 , 赦 
VC, t5, 4,45) = ü T n t d F (5, "I bui) 


nt 
[m m 
balee the 


证 毕 . 
(1.3.7) 的 右 节 就 是 获知 的 多 项 式 系数 ， 在 线性 齐 次 上 项 式 
的 # 次 方 之 


- dà 59 


{二 £) (1,3.8) 
"t 
的 展 式 中 ,项 ntn! CRRA At ton) De EN 
Fate te, PEALT Oia) 对 这 如 个 因子 都 
Rx, 来 参与 式 积 而 得 出 ， 这 种 选 法 数 就 是 了 (2 50. B. 
(1.3.8) BUE LE! -ar 的 系数 就 是 V (hs ,5). 
定理 1.3.2 所 讨论 的 问题 允许 集中 一 些 元 素 相 同 ， 一 - 般 地 说 ， 
集 4 的 一 个 分 类 ， 又 称 为 集 4 的 一 个 规格 是 ooh sop, 指 的 
是 4 有 9 个 不 同 的 元 素 类 ， 每 个 类 中 的 元 素 相 网 ， 不 同类 中 的 元 
KES, HER 6 CORR KTR E gq SiS” g= 
qc aqu. WRIA =n, 4 pE RD i 0005, RA 
Xd 


C Ras tt ET Rj ze (1 Ss sen), 
有 关 这 种 分 类 的 一 些 问 题 ,以 后 还 会 遇 到 ， 


$14 BAW RRR 


母 轿 数 是 处 理 纪 合 论 课题 的 一 个 重要 工具 ， 有 关 它 的 一 般 介 
绍 将 在 下 章 进行 . 这 节 和 下 节 只 就 最 简单 情形 的 组 台 问 题 , 用 母 
通 数 作 工 具 来 处 理 ,为 今后 的 讨论 商定 一 个 直 党 的 基础 ,并 把 排列 
组 合 问 题 的 研究 推 向 深入 . 

SB POE. ME AS {rn ash. Fa. to 为 HER 
定 苑 添加 到 整数 还 P. 就 得 到 多 项 式 环 Z [irs ral, WX 
ZIAL ER Zl 4] ETHER —TAEZ: 又 得 到 一 个 新 的 多 
BARZA] Hir% Zh 430], XE ZL 45 0] HERR 

C + rl + xa)(l + xy), 
JRZT EHE * WES. 
L+ (xy 十 n t oxi + Cae, E r 十 ra + a 


= i] + o + of + o, 
这 里 g = o; xp U Si S) 为 元 ro wa 加 的 初等 对 称 
^23 * 


SHR. DW, n 的 三 个 项 正好 是 4 的 ERESHE, o 的 
三 个 项 正好 是 4 的 2- 无 重组 谷 的 全 部 , 0. 的 唯一 一 项 正好 是 4 的 
唯一 的 3~- 无 重组 合 . Fait Ze o, t, 把 二 x 
得 到 4 的 二 无 重组 合 数 ; 
(te >, all, ts De, ot = 1. 
Gales 

对 更 一 般 的 情形 ,有 类 似 的 结果 . 

定理 1.4.1. ik A =a dmn, 32377, ro} 则 在 环 Z irns, 
Tai 中 中 ,有 


Hi (1 at) = > Zn. ttt xn, (1.4.1) 


ETE. deren 
其 中 on. ren). RE nose coron, 的 第 :个 初等 对 称 多 项 式 : 


Olesen) = l, 


gn, 5%.) = rpe Cl mimm). (1.4.2) 
Bia menm 


因而 
ail) m C? (Oi <a), (1.4.3) 


(1.4.4) 


(t= M (^y. 
Ue rx 
证 明 . af » 行 数学 昌 纳 法 当 。 一 UAL AS 


I+ xg =a, toy, A n=l, FT = ri 
1 l: 
re( (ys 
E 1 
fd 1 
gt1) (,) akl) 1 


WERAYE. 设 = 一 1 时 定理 成 立 , 那 么 对 ”有 
Il Gte I G0» 


ledj«n lieti 


= BP ait» tts Kee Ji + xL) 


éqa-] 


« 24 5 


一 
= > Ce st ty Kinde! 


hag bag 1 


十 5 x lx! ttt x, 42r! 


deian 
== > lo, xe) 
gigne 
+ rao E TEREST PTSD E G 
+ last tt stam) 
Vox. ns t tox," 


MÀ 
= Mj aia, ces tae", 
Gaia 


这 里 用 到 了 
Olds ttt, Ta) 1] Sale, tt 
Tits stat) Kat Rs nt) 
tt (1 E e — 1), 
Ennis tad) 9 xus ZA 
Æ (1.4.2) 中 令 gece eral. SEITE ES ZR EH 
Duc] nmn 
的 h.c h ERÆ TI. BAA, M42) 右 节 的 项 
BAH C7. Huss (1.4.3). BEBE (1.4.1), BS (1.4.4). 
(1.4.4) 的 第 二 个 证 明 ， ERR 
(Lc n =a D0:Or»0 
— 
ioe Mae SAP 1 + e pE iA ER 14+ :里 都 
选 ?， 从 余下 的 # — i PAF 1 十 上 中 都 选 RRE BSI. 


Bilt 的 系数 为 上 迹 选 法 的 个 数 , 即 组 合 数 ( ，}。 证 毕 . 
AR CLAA) REBAR TUE, HF (1.4.4) Mik 


故 ,组 合 数 ( 7 sum get 


定理 1.4.1 可 推广 为 


2. 


定理 1.4.2， WAS {eae}. 在 集 4 的 x- 可 重组 合 

中 ,元 x 的 允许 重复 的 次 数 所 组 成 的 染 若 记 为 MACl RR n). 
而 这 样 的 组 合 的 全 部 由 

> xir (1.4.5) 


的 展 式 中 项 > ARR O Gn ra) 的 全 部 单项 式 给 出 ;所 以 这 样 
的 组 合 数 为 


81, 5,1), (1.4.6) 
且 
DY riea nD, (1.4.7) 
igken JEMA Oar 
证 明 . 展开 (1.4.5)， 
Il Swe SD ( Il #2 y- (1.4.8) 
ken FEMg ri umm Iaka 
FILI 
其 中 上 的 系数 
Hi xe mm xti) 
tpt, rd 
ip EMR n) 
中 的 各 项 


wee, © Mash bot hip =) 
正好 是 满足 定理 条 件 的 全 部 组 合 :因而 这 样 的 组 合 数 为 5.(1,:…， 
1}. 
在 《1.4.8) 中 令 xi m9 es mx, al, MI C147). 证 毕 ， 
由 于 (1.4.1) 和 (1.4.5) 中 = 的 系数 的 全 部 项 正好 是 某 燃 组合 


+ €-" » + a 


T (1.4.4) 30 (1.4.7) 中 7 的 系数 正好 是 基业 组 合 数 , 所 以 这 种 类 
型 的 函数 叫做 相应 的 组 合 的 计数 母 函 数 . 或 称 为 组 合 数 的 母 函 
ELITS UC 
AGATE ROE Be RANT ARRAS RCIA RA STI 
us 


AULD BACH , f+ 2 NÉ REP EUR. FT KEE A, LARA 


定理 1.4.3. 

>" 1~ > ("jers ned, (1.4.9) 
roa? | Daran FS 

2. ct ) = pow) =0 0> 0, (14.10) 


ine, E 
215,77 x6. + po? n7 0, (14.11) 


EC, JGLlU-U) 


i . M An (1.4.12) 
XQ) emen 
> R(= À ed. aol, (1.4.13) 
k>] t 
Seo \ jae n> Pr, (1.4.14) 
tae ù 

(—1) pa. " 

=-- um ZO, 1.4.15 

2 R+ 1 (2) at i ( ) 

(1 ys, i 
»3 — " - Ae a 2 0, (1.4.15) 


证 明 . £k XL.» Ss = 1 BEER (1.495; & :一 一 1 BD 
$$(1.4.100.. Hi (1.4.95 982 (1.4.10) FAI AR, OS C1.4.11)。 由 
《1 十 D = C1 imm + 门 m 


CIO BO 


tu imo 
nem /mm 
-ED UC. 06) 
>o rmm & 1 
kaia jal 


-2 S, (1.4.17) 


t5 kap 
« 27 * 


ay 


53 (1.4.4) hee 的 系数 见得 《1.4.12) 14.2) 的 第 
二 式 由 第 一 式 中 换 # A 2n, Bim X n BB. 
Æ 1.4.4) 中 的 为 -1， 


(1 一 四 "一 >, Cax( et, (1.4.18) 
Iatan E 
两 端 对 + 求 微 商 . 
—n(] — D = > copes ye 


Ari AW BS (1.4.13). 
(1.4.18) 的 两 节 对 上 求 > 次 微 商 ， 
(一 DrD — 9e = SC DEO, , je. 
FiSERERUL r1, 
^na nen 
(—-1¥ 一 站 rr > C1 aor 
¥ ("Ja sore See O OR 
{r = 1 入 内 即 得 (1.4.14), 
现在 用 (1.4.10) SEE C1.4.15).. 245 — Qo EE,CT.4.15) 是 平凡 
BU. HARASAL ATES. Sino, 
4 (eel: (710! (n1 
SET La aai) 


1«k&» Pr» Acad 


2n eh) 


a + lazkznei 


- t6) 


n 


=> — 


atti" 
(1.4.15) 还 可 证 阴 如 下 :由 《1.4.187 两 节 对 : 有 求 原 函数 ， 
-» 28 « 


PES 2 


e+- O ot e Soo EFT 01419) 
«ken 
代 * 一 0 人 上 式 , 得 


i 
gc . ST. 
n+l (1.4.20) 


ROAD Rm LA (AD, 


hi = Soo p EXI 
一 1 一 2j (ope xx 


由 此 立 得 (14.15). 
现在 利用 《1.4.15) 和 数学 归纳 法 来 证 册 (1.4.156), 26m — 1 

- 时 ,1.4.16) 显然 成 立 ， 设 (1.4.16) 对 * RMR, 

oe’ rly 


k) 


fe 
-+ 
Bre EE 
lly m 

* EUM &—1 ) 
St at ELA) 

car +5 i +1+ DC) _ (ou 
=- Dat! ai 
= l 

pcs 
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He 1.4.16) 成 立 . 至 此 ,定理 证 毕 . 
利用 母 苹 数 还 可 给 出 
(1.24) 的 第 五 个 证 明 ， ”由 定 埋 1.4.2 得 知 , 可 重组 合 的 计 
Xi RE RE 
(Cobre Pd ooo mb it, 


其 Taylor RAX 
(—5)(—2—1)---(—72—r 1) 


(1 一 站 "一 他) " 《一 站" 
roo 
aH + r-—1- . 
= 2j ， y ; (1.4.21) 
SUÉ (1.2.49. AERE. 
E 1.4.4. 


L 5 3658 A 的 :- 可 重组 合 ,要 求 4 的 每 个 元 至 少 出 现 一 次 ,这 
祥 的 组 合 数 是 


”了 一 至 


aci) (1.4.22) 
2. 有 组 合 人 恒等式 
和 -有 co 
x(" + ; 7 小 (1.4.23) 


WEB]. — 1. £F EX PRETEREA E BOUE RE BRA 
(roS coc ee Let, 


FB (1.4.21), 
Grete (CTT Y 
-xC. 
-GI 


a $0 * 


比较 r HRABE CLAZ225. 
2. [H 
(1— Fre "1+", 
两 节 按 Taylor RRR, 
-ø> LY a Ly -ý 1 ， 
SNE) 


MUR 
xC ee seo yyy 


exe X y(t TH 


rm Slr 一 


xf 人) 


比较 两 节 上 的 系数 ， 
ynts—i— lysate 
对 CD s — f X i ) 
E um 
| B ) zx 3s, 
= 2 
0, da 2ts 


Fak dri (1.4.23), AERE. 
这 里 自然 会 产生 一 个 问题 ， 对 于 排列 ， 有 无 类 似 的 工具 ? E 
答 这 个 问题 就 是 下 节 的 任务 . 


$15 排列 的 长 函数 


先 填 一 个 简单 的 例子 . 
由 (1.4.4)， 


atore X y= E P. 


(Rien ^ 5 aren 


y. 


这 就 是 说 , 在 (1 +)? 的 展 式 中 ， m 的 系数 就 是 集 C1, 21 的 


入 无 重 排列 数 ， 这 个 简单 的 情况 提供 了 下面 的 启示 ; 排列 的 计数 
BY PRA FAIZ zu 


WHER AAT. DRM RAR RR A 的 展开 
A KANT RA RM, MRABSRR. ANA TREY 
REPE 5318 FRA SM APA Se RAE Se 
HOLS BA. 

JERES- AAR, 

定理 151. Rl nl Bg A-ETU, HERR cin) 
允许 出 现 的 次 数组 成 的 集 为 5,, 那 末 , 这 样 的 排列 数 的 指 母 函数 为 


pi 
ir. (1.5.1) 
1&£«n AES, i 
证 明 . EF (15.1), 
lai as A A! 
a 
- ž al 
=~ 2 NEEDS (1.52) 
1 Ap ` , 
A€ Sm An; 


由 定理 1.3.2, 对 于 国定 的 一 组 数 Ais wes her 符合 所 述 条 件 的 
(Qi ct cob 和 六 排列 数 是 

Ca ctt t A. (1.5.3) 

IERA? "i 7 
因此 ,C1.5.2) 中 项 © 的 系数 恰好 是 对 一 切 可 能 的 选取 (hi,……， 
A) l 
ato t hml, LEGOS: Sa) 

FERARI -HER TEE. 


. 32» 


现在 来 看 看 定理 1.5.1 OW, 
(1.2.5) 的 第 二 个 证 明 . 由 定理 1.5.1, 集 [1, 21 的 *- 可 重 排 
FRITS BR 
(1 re D ey. 
21 


RR 
Pn c. ai = r £ 
(nm e Da" Y 
由 此 立 得 Ur = v. dH. 


定理 1.5.2. Æ, e] 的 +- 可 量 排 列 , 每 个 元 i E san) 
必须 至 少 在 其 中 出 现 一 次 ,这 样 的 排列 数 是 


”Yin jy 1.5.4 
Seve -i. (1.54) 
证 明 . 由 定理 15.0.4] SR RSE RENT AAR 
(: +Ë Li -+ ep. 
21 8| 


E S LEPLE 


f 
7 2: zl P ( 
由 此 立 得 (1.5.4)， 证 毕 . 
因为 今后 还 将 过 到 (1.5.4), 这 里 再 作 一 点 说 明 。 UR SERERE 


JETA: 


JOO -iy. 


Au(n) = u(n + 1) — a(n) 
BURT F: 
En(n) = u(n +1), 
OY 1.5.4) 可 简写 为 
n Mons ON Lyp i 
DO )eve-»- D (-oree 


ui [IP 
= (E — DF = A’, 


«a7 » 


这 里 , 7 为 恒 等 算 子 ; 
lula) = a(n), 
有 时 为 了 方便 出 可 将 了 工 写 为 1. 
自然 地 , 当 7 一 0 时 ,有 


DACRE 


rajas ^f 
KR. a>r, Ao =, 
APRIL n ACA r> oR) 
AU —E-—1)0t el, 
AX = (E y = 2 —2, 
AR! == (EF — 1 PO = 3 — 3-24 8, 


D, nl, 
l1, 9g =, 


SRR DOMZEL STRE ERES ICTCRL. MEEKER 
些 数学 分 支 :诸如 数论 、 概 率 论 等 的 重要 工具 .关于 母 函 数理 论 的 
进一步 叙述 ,将 用 下 掌 整 个 一 章 的 篇 幅 . 至 于 它 对 组 合 论 的 应 用， 
请 见 本 书 了 以 后 的 章节 ,， 这 两 节 只 是 采 关 母 函数 的 一 个 简单 的 导 
引 、 如 能 细心 领会, 灵活 应 用 ,将 是 很 有 益处 的 - 


$16 pl 


ASR ANE BI. 

$51.63. £—Ppye we (nS 2C 的 内 部 ， 如 果 没 有 三 
条 对 角 线 共 点 , 求 其 全 部 对 角 线 在 的 内 部 的 交点 的 个 数 。 

AB. REE CUN ARRAS RE ERABA RYN 
3B Bh ATE s Bris St AB TRRURCTOBAS T T6 ARBORE ZR. 

E. 为 叙述 方便 起 见 ， 按 有 友 时 针 方 向 把 C MMAR Kit A 
PP, ………sP， 设 XX 是 C 的 对 角 线 在 GC 内 部 的 一 个 交点 。 ATE 
ETZANERA, xq 299328 xl AER, 记 为 PLP» 和 PiPi, 的 
AER. AND Pi Pigs PaP AJ TRAE SIX] FER XI, Pio Pi,s Pis Pe, A 
TARAS ae A, HON Pa Be TE dh P,P, 和 PP 


» 34 >» 


REM ia catia, 反之 ,车 性 给 四 个 顶点 Pio Pi,， 
Po Pa Has aS h jho MBH PPP Pi. ATHPwEe, ae 
其 对 角 线 已 P 和 PP, 相交 于 此 四 边 形 之 内 ,因而 也 在 C 之 内 ,这 
四 点 的 其 他 联 线 的 变局 就 只 有 Po Pigs Pi Pi, 本身. Atl, CIT 
HAREC 内 部 的 交点 与 Po Pa, oo PL 中 任 选 四 点 的 组 合 的 个 
数 相同 ,为 


ral, no no 5 — 
Cp a n0 Dn = 2008 — 3), 


解 毕 . 

这 个 问题 初 团 起 来 修平 与 组 合 数 无 关 , 自然 ,也 可 不 惜 助 于 组 
侣 方法 来 解决 (例如 ,可 用 数学 归纳 法 ), 但 时 麻烦 一 些 . 

$16.2, Sa Pl, ap 2, nh r(n,2 1). 把 它们 
FER — TT, EF SRR EP & + 1 不 能 出 现在 第 
一 个 下 之 前 ,这 里 ,1 所 万 所 7 一 1。 求 这 样 的 排列 数 FC, … 
"n. 

解法 一 ， UR GO 二; 所 #5 一 1) 中 有 一 个 为 零 , 由 于 之 
1, 则 没有 一 个 排列 符合 条 件 , 即 这 样 的 排列 数 为 堆 ， 今 设 四 空 1 
Q<i<gr—-—1). 符合 条 件 的 任 一 排列 的 首 元 一 定 是 1， 其 余 
一 1 个 1 可 在 该 排列 中 的 其 他 任何 位 置 .在 庐 排列 中 把 所 有 的 
1 都 去掉 , 剩 下 的 是 吉 个 2, 志 个 3,…,wm; 个 + 的 具有 类 食性 质 的 
排列 ， 任 何 一 个 名 十 1 不 能 出 现在 第 一 个 盛 之 前 (2 志气 ?一 
D. AA a — 1 1 定位 的 可 能 个 数 是 

(^* -+ um" 


85,—1 
故 
toeta l 
F,(m,***,n,) -(* n MK ) Fas D. 
由 此 递归 关系 和 
Fi(n,) == l, 
HECE HATE, IE 


Bay, +a.) = Il — tao D 


(Ld xr s; —1 
inc cc cb no 

Et seme) 

"n 

x I VEG VYX (1.5.1) 
Han tts 42.-1 中 有 零 出 现时 ，(1.6.1) BECAS 6. 故 无 论 
fot cun, ABA, 1.6.1) ERI, 

解法 二 .由 定理 1.3.2， mT l,m DZ, ean Ar 的 全 排列 


PES 


的 总 数 是 
m t+ +++ + n 
8157 -n,] ! 
首位 是 { 的 排列 数 占 总 排列 数 的 — 5, 故 首位 是 1 的 绯 
列 总 数 是 
(m+ ttt hn _ m ——. (1.62) 
Bt ttm! nt- te 


在 首位 是 1 的 排列 中 去 掉 所 有 的 1， 余下 的 排列 的 首位 是 1, 这 样 
的 排列 的 个 数 占 首 位 是 1 的 排列 的 总 数 (1.62) 的 ~ "- . 


PRL, IGA 1. 删 去 所 有 的 1 后 余下 的 排列 的 首 元 为 2 的 排列 的 
个 数 为 


十 m QM 0. 
nilang n, mtoe ta mtoe tn, 


依 此 类 推 , 最 后 得 到 : Bie) WEAN 1 AERE LAME 
所 有 的 2 后 首位 是 3,…, 这 样 的 排列 的 个 数 为 (1.6.1)， 然 而 这 
样 的 排列 就 是 向 题 中 所 述 的 排列 ， 解 毕 . 

11.6.3, 1532529 727 B » Ya r-38 RIDA CQ”, 
yer, +), Wi) 


CQ", Imm p) = EOC 


gka 


r 一 ^u "nr (1.6.3) 


» 36 œ 


且 有 递归 关系 
COQ, ls-im3 p) 一 Cam, lotrams 1) COMH, 
1'U" p — 2), (1.6.4) 

解 。 TETEG, (Au tt, 4, EX n Pee TAR 
不 同 的 类 , 每 一 类 由 两 个 相同 的 物 组 成 ; Bis Bzsttto Bain 是 这 
a 个 物 的 其 余 n 一 2m 个 两 两 不 同 的 类 ,每 一 类 只 由 一 个 物 组 成 . 
SM Ant sAn HER R 2 0) PRE PID 24 PORES 
SASF mek 个 类 与 By, +++, Baim TSEHH - 
2m + Cm h) = n — m — k 28, Marie p — 这个 类 ,每 一 
个 类 的 一 个 物 参 与 组 合 . iXRET SUR) AER Cr RC HR, As 

n/n 
( X r= 2k ) 
AETH k> 0 求 和 , 便 得 (1.6.35, 

TX e 个 物 的 全 部 r- 组 合 分 为 互 奈 的 丙种， 第 一 种 组合 
含有 4, 的 两 个 物 ， 第 二 种 >- 组 人 台 不 同时 省 有 4, 的 两 个 物 .。 前 
-种 组 合 数 为 CQ, 1923 一 2)。 因 为 这 个 组 合 数 等 于 把 Aa 
除外 后 ， 分 类 为 1 天 2 的 一 2 个 物 的 {r 一 2)- 组 合 数 . 后 
一 种 组 合 数 为 CQ, rts 0, HARTAS A T h 
Aysttts Anas Bisset, 《这 里 , An E A, 的 一 个 物 所 
成 的 类 ) 所 形成 的 = 一 1 个 物 的 -组合 数 .由 和 则 , 立 得 (1.6,4)， 
解 毕 . 

1.64. 试 证 


n g" . 
( )& «c Nr OS <a, (1.6.5) 


TEAR, 由 定理 12.1, 集 [1。"] 的 * 可 重 排列 数 是 
U;-n. 
ER LL *] 中 任远 e (o rx) 个 数 , 选 法 数 为 (”)。 一 当 这 
r 个 数 选 定之 后 ,它们 的 -可 重 排 列 数 是 
U; =r 


7 s 


余下 的 # 一 7 个 数 的 Cr 一 "六 可 重 排列 数 是 

Us = (n —r)rr. 
这 样 一 来 ,由 积 则 , [1, *] 的 *- 可 重 排列 ,其 前 + 个 元 的 任 一 个 与 
后 = 一 + 个 元 的 任 一 个 者 不 同 , 这 样 的 排列 数 为 


(vers 


然而 ,这 样 的 排列 只 是 [1, 4] 的 全 部 *- 可 生 排 列 的 一 部 分 ， 这 就 
证 明了 


(^ ) r'(n — r en, 
Hoar anki we (1.6.5). TE. 


第 二 章 S m 数 


AE BE RMR. 可 以 认为 ，$1.4 和 $1.5 中 那 
些 较 特 诛 的 母国 数 是 启发 人 们 提出 各 发展 它 的 理论 的 重要 而 自然 
的 水 源 之 一 .那里 已 经 显示 出 了 母 函 数 在 处 型 排列 与 组 侣 的 有 关 问 
题 时 的 作用 ,当然 可 以 期 望 它 也 是 处 理 许多 一 般 性 的 组 合 问 题 的 重 
要 而 合宜 的 工具 ， 这 一 点 将 为 后 而 的 材料 所 证 实 ， 

AREY TE Ae ee ES 2.1,5 2.25, AR 
WA A SA Bk BL PB STB BFR PAI ($2.3). 然后 。 
RRMA STRRAL: 概率 论 (§ 2.4), Stirling 数 和 
Lab 数 {$2.5), 以 及 复合 函数 的 富商 ($ 2.6)。 这 里 的 结果 在 本 有 册 
AME PARES, 


$21 Bie 


由 $1.4 可 知 , 组 合 数 的 序列 ,简称 为 组 合 数列 


(Ces C GC CEP on) 
n2: 0 (2.1.1) 
对 应 于 不 定 元 : B9 RK 


(二 or 一 »(). (2.1.2) 


rao’ fF 
EZ, BE (2.1.2) 又 对 应 于 组 合 数列 《2.1.1). 这 样 一 来 ， 有 关 
(2.1.3) HIERS (2.1.2) 来 研究 。 对 后 者 的 研究 常常 更 方便 
一 些 , 因 为 它 仅 只 是 一 个 单个 的 函数 ,而 且 可 以 利用 函数 论 中 的 已 
AHR. 
类 亿 地 ,由 $ 1.5, 排列 数 的 序列 简称 为 排列 数列 


e 39 u 


CCn) Jano? = (Cu)o, Cais: ` IMQE Cadets"? 2 n = 0 
对 应 于 函数 
2 Cad 3; CI pP 


由 此 可 引 法 一 般 性 的 定义 ， 
定义 2.1.1i. i£ 


ie = (a eno? = (ey, 121,7 ** ERES (2.1.3) 
E-A E PRICE , WLR TER A E 
ate): = 2j uji (2.1.4) 


是 数 列 v BO GE REGERE MIBK HS AL AL TT 
级 数 


a 
a, 09 i47. ui: c agn (2.1.5) 
izo [f] 


定义 中 -形式 震级 数 : gm ROET A (2.1.4) BT a 
性 问题 . (2.1.50 ft "ut: mm uu 指 的 是 把 e" REE AO Fa i RAY 
RRR D 16213 a RAR A (2.1.3) 中 第 i 十 1 个 元 y. 
MEM 21.2 Wer eee (2.1.4) 和 


vO) = 5 wr (2.1.6) 
jo 
相等 , 若 其 对 应 的 系数 都 相等 : 
m= n GD), 


JUGE E NVA RRR BSR. 
EMAL 数 a A ERRER «NRE LA 


au(r): = a^ HE): = > auus | (2.1.7) 
ET 
ERRER aC) 和 oe) 相 加 ,定义 为 
ws) d vu = P Gs t vpr; (2.1.8) 
i25 


EREA Cs) 和 e CO BIEN 
uD ule) + sf: = ~( Say, y. (2.1.9) 


kæ tiek 

Fy EOS ERM AREE IRE PA HRS AEP 
MRR AB. CSAC RRR IED d. 

定义 214. 在 形式 震级 数 (2.1.4) 中 , X a 0 (9 i > 
0), WAH LAT, HLH GH sm Lee, = OC i > 1), 
则 称 之 为 8 的 么 ,并 记 为 1. 

从 这 些 定义 可 得 

定理 2.1.1。 集 如 对 加 法 (2.1.8) 和 乘法 (2.1.9) 组 成 一 个 整 
PR; 对 数 乘法 (2.1.7) 和 加 法 (2.1.8) 组 成 数 域 上 的 一 个 向 量 空 
间 : 吕 对 上 述 兰 种 运 筑 组 成 数 域 上 的 一 个 代数 。 

证 明 ， 加 法 的 零 元 就 是 0, 乘 法 的 食 元 就 是 1. 

现在 来 证 明史 中 无 零 因 于， Bu), v0 € 4 B. ale) ^e 0, 
o(e) 2 0, RARE ROPE i 使 w Ae 0 和 最 小 中 标 了 使 or 关 0， 于 
是 ， 


ulol) = Capt + +++ Cot + +++) 
= unt t 4t 
FRR BRA 
sr; œ 0, 

故 uleke) Ae 0. 

TCE HA OMe SEN. EE. 

EM 215. Him. ERS a.m 
AL DK RE, SRP AOI OU GRRE ARAA Ze TE. fc MUOLSE 
定义 和 记 法 . 

当 谈 至 母 请 数 sO) -5 eG) 的 运算 时 ， 就 是 指 把 它们 当 作 形 
AXI. Ak, seas 

enm Sut Ys 


i20 “il ET) 


4e 


= sr) k 
2 itg] j 


= (> ( wor Yee 


kmü “Omsk 


(Bi ree 


的 推 母 函数 .为 了 简化 记号 , 常 写 


是 数列 


(«d v) = > (uou esq. pi m p 
i 


SiR 
l | Ck = 0), (2.1.10) 
(2.1.10) 的 意思 是 , FOIE Ca + e) 按 二 项 式 定 理 展开 , 然后 再 分 
别 把 2 S229 uu, 把 yi 换 为 ”就 得 所 需要 的 结果 特别 地 ， 对 
k= 08 

Ca + 2)? = tyta 

(2.1.5) 和 (2.1.10) 中 的 特殊 运算 和 符号 称 为 Blissard 运算 和 

43, TARRAA TERAKT E, 但 是 应 当 留 心 它 的 
正确 使 用 ,否则 就 会 导出 错误 的 结果 ， 例 如 ,下 面 的 运算 


n 
(4 十 ay = PH ( p ten (2.1.11) 
是 正确 的 ,但 
(Qu 十 a)" = (2u)? = Pg” = 2*u, (2.1.12) 
或 
n r i 
Tos? = » a7RuE =a x 
(utu PARE u AL 
n 
一 v a = 278, 2.1.13) 
Pa " ( 


则 都 是 错误 的 ， 因 为 (2.1.11) 符合 定义 (2.1.10) m LIDER 
(a+ 4)” 展开 , (2.1.14) 的 第 一 和 第 二 两 个 等 号 之 闻 没 有 把 方 窜 


= $2 > 


RAL. MAZER p XE XX (2.1.10). 
RH Blissard FF, mA 
ette”! =a qim git = y, vil = py, (2.1.14) 
这 会 经 常用 到 . 
在 进一步 讨论 形式 入 级 数 之 前 , 千 看 斤 个 简单 的 例子 . 
PA 241. 设 数 列 Caine 确定 为 
1, ®F0Sicia, 
“ee k EP iln, 
则 其 母 函 数 为 多 项 式 
un 1T:dctb8 Tcov 
]— p 
= ——, (2.1.15) 
上 一 上 


BIA IT ER ERR Ri. 
42.1.2. FR LAR 


alt) = >») at 


imo 
和 
DE > br 
Hn 
ae 
al) = b(A — 2), (2.1.16) 
Il 
i" pad Ln 一 ba = Abg-is Ck > 0) (2.1.17) 
ay = Py. 
by = ay T dana ott ob ag, (2.1.18) 


(2.1.17) 可 由 (2.1.16) HRS. (2.1.18) 可 由 


TORO 
l—: 


= gl d rd gd ree) 
导出 ;也 可 由 (2.1.17)， 
by = a, + Dat 


9 43 © 


Fd eS aA RES H. 
BELA SUF: 
Stag! = ay, 
Sagi = Stayt = a, E a.a Hoe + ayy 
Sag = S(S"7!ai), nom 2, 
刚 由 .上 述 结果 可 知 , Stu, 是 
a(t}(i =e a) 
AO RRS ARRAT 


Sa, = a,b naa, 十 x 


(UTI )s 


自然 ,这 个 千 果 也 可 用 数学 妇 纳 法 导 型 。 
D 2.1.3. ZAP oes ale), 6G WERA 
a(t) = (601) —4@ 10 — 27, (2.1.19) 
WHA RIA KH 


atii 
. Jat 


dy =| baa + bga cb ors 
这 正 将 与 (2.1.18) 应 为 互补 的 形式 ,在 概率 论 中 经 常用 到 它 ， 
MERHAR. 
定理 21.2 e hts) EP HAT 


al) = >) at 
i>i 
存在 的 充 训 条 件 是 
ap v^ 0, (2.1.20) 
车 此 人 条件 潢 足 , 则 


j41 83 artt Ha Hat d. 
üp gj dj*'"* Hn? Gaz fa- 
Ü a att! dy a-i fel 


a, = (—l»ag^ ! sn 1, (2.6.21) 


和 


do = ay’, 


证 明 . A a) 有 道 元 a), Tl 


ando = i, 
MA 21.20). 今 考 虚 下 面 的 无 穷 线 性 方程 组 : 
ofi =I, 
"T + aoa, . em 0, 
4349 十 2,8, 十 aot: e, 


(2.1.22) 


24 将 0 时 ,对 任意 固定 的 2, 把 loms ,4s 当 作 未 知 量 , 解 前 


= 十 1 个 方程 所 组 成 的 方程 组 ,得 


8g 0 0 ig, 0 0 
di 9 D d, ay * 0 
E @ 4 dg c a dj dg 0 0 
ay lee eee wee E ewan mann mageces 
Ug 4_-1 Fema a amt Gonz Guna 777 400 
By ün fama "* “a 0 
#4, 0 
dj 44 T0 
8j d n 
一 《一 Der t tuu , 


B (2.1.21), FE aa 一 1. EHE. 
ERAR AAS (2.121? HAR. 
定理 2.13. ABM et Aiko e”, M 


d = a's 


«459 


ee) 


C. m1). (2.1.23) 
WEBB. ”此 时 代替 方程 组 (2.1.22) 的 是 

fado = 1 

Mao + aod, = J 

antn + (4) aa + aod; = Q, 

tado + ( 3 end + ($ Jat + apd; = 


** hn o ono 


由 前 n + SARS 2.1.23). 
(2.1.23) 还 可 直接 愉 (2.1.21) 得 出 ,因为 数列 Ca Dio 的 指 母 


TEMERARA S) 的 普 母 函数 ,所 以 在 (2.1.21) 中 换 a X $t, 
ma, 全， 得 
n} 


e 4606 


a} 
8i 8; 83... fai fna an 
1121 31 GHD! (— Di at 
Hp Vj 3 .. «3 Bai [ 
0011121. (n—3)1 (8 — 291 (5 —1)1 
a E AY, E fa- Ža Jat . 


Or 11 (2— 4): G@—3)t Gr — 2)! 


和 


Ü o 0 Bq "n #2 
D1 lt 21 

0 0 0-- 0 So 4 
0! lt 


Gi = 1), 


(2.1.24) 


把 (2.1.24) 中 的 行列 式 的 第 7 了 列 C1 ion) Rt, 第 i 行 
B ^ 1 E [=] ` l 
(2 ian) RA Gai’ THAR SER, 然后 化 简 即 


得 (2.1.23)， 证 毕 . 
A214. 求 普 母 函数 
b—-1:—/)0—pPp—... 
的 逆 元 。 
解 ， 由 (2.1.21)， 


1 一 1 一 1 .一 1 一 1 一 1 
i 一 1 .… 一 1 一 1 一 1 
4, = (—1)" 
0 0 0 1 —1—1 
0 0 0 0 1 —1 


T 


一 2 —2—2—2 
-(-—1) 
0 0 0 0—2-2 
0 0 0 00 —2 
= 2*1 n Èl 
4 —1 
BCT RINT A 
1+ S)2* 14, (2.1.25) 
„>i 
“PR HA aS AARNE 
lt: 
PE (2.1.26) 
NM. 
£12.L5. 求 数列 
f= (4, d, al, d), a2 0 (2.1.27) 
ROTH BERRA EUG BL of 2g Co AY i DOR. 
解 ， 1 (24232,1483 
&, = (—1)» 
e a a a^? art a 
2N 3° a n— 2s p n—1 af S aa 
| (1) (1) E D» (Je 
2 ^3 n-—4à » n—1 af aL 
o (3) (G ( 2» C. Ce 


和 


在 上 而 的 行列 式 中 ,把 第 1 行 的 — | 倍加 到 第 ; +1 FL, 依次 
对 i 一 1,2,---, n — 1 施行, 便 得 


a 
* 


NP 


= i=l), 221, 


és m (—1)" 


a 


再 者 ， 
és m (o9) am 1, 
故 所 求 之 道 为 
3$ caye Z, (2.1.28) 
net n1 
“FRA (2.1.28) 可 写 为 有 限 的 形式 
e 
Nu. 


定理 2.1.4. 若 数 列 Ca.) apes Gun, Ceu: FE: 
aa = (b + e), na, bi me bette el, (2].29) 


B. e" AGE e^, SUR, 
bn = (ad ê), nz. may, ÊT = êa (2.1.30) 
且 反 之 亦 然 . 
TEAR. 由 (2.1.29) 可 得 


ICE bt el 


= QUE 


Pise HE SELA e^, 得 


gti = PL m— e? 


展 成 级 数 便 得 (2.1.30)。 反 过 来 的 关系 世 是 对 的 ， 证 毕 。 
特殊 地 , 若 Crus m GP, at, a). UE 
e, 一 Cb + a)", ned, i ~ pus 


可 得 
6, = (a — a)', n zz Ü, a^; = da. 


€" 49 5 


BEA. 


$22. CARRE SRA ARIE 


XX 221. TSE 


ur) = ttf (2.2.1) 
ime 
By RRR KOT 
De = Dault): 一 ` inati, 
"PT 


DW AU ATANSERTE. (2.2.1) 的 nts > 0) 次 形式 微 商 妆 纳 地 定 
XA 
Duley: = ule), 
Dele): — DC(D*7 !s(0)), 
BEABAR OAT 
al = Dots), 
则 称 oC) A «GO HERRAR. 
TE BRSUS EER ERN LOLFA. 
3A), (2.2.1) HRB 


(eiut 
其 中 < 为 任意 常数 ，(22.1) 的 j KRE 


D'ale) = >) Gon? 


PEG 
一 > Gur t. 
(wj 
若 再 引进 算 特 8 一 :DD， 
Gute) m Dule) m D>) iur — SD inn, 
FO Foul 


则 
tule) S ius, | 0, 


i-e 


e 50 8 


一 般 地 : 若 P(O) 是 6 的 常 系数 多 项 式 , 则 
P(8)u(r) 一 >) PC ust. 
i>i 
SCAG D Fe Ta ER en “WA 
Dic" — >= OF? E: 


"a u^: — HA, (2.2.2) 
(120 HRR- -HERE IO uw! GE SE i 的 每 一 项 
后 ,再 把 POR TY UNE 1 E k +) 移 为 足 标 得 出 
最 后 的 结果 。 这 种 记 法 使 得 指 母 函数 的 微 商 与 普通 的 指数 函数 的 


MRR AAIR A. 
ERE A T RATRAT AU: 


Dials) t v(0) — Dult) + Dolt), (2.2.3) 
D(cu(1)) = cDuQD, ¢ ARR, (2.2.4) 
D(u(i)o(£)) = «Gd Dels) + of Oss), (2.2.5) 
DI Qu GO] = lel yt Duke), nm (2.2.6) 


(2.2.3) 和 (2.2.4) 的 证 明 是 直接 的, (2.2.6) Æ (2.2.50 的 推论 . 
(2.2.5) 成 立 的 原因 是 ， | 


D(u)vQ) =D 2 $25 as; )^ 


Pti-k 


= dé > uv tT 1 


kal ri 三 大 


== 5 > G + jew" 


aml F*i—2k 
= > > (it! 7) Jof t 
kmD Pih 
> > Gur) Gott) 
T (TED 
- Dong 1 2." + M t,t" S ost. 1 
iol ipa i21 


« 5] + 


(ROS, (2.2.3) (2.2.5) 对 多 个 因子 的 情形 也 有 类 似 的 公式 。 
若 级 数 (2.2.1) EB 
ig] <a R (R > 0) (2.2.7) 
A M (2.2.0) 有 其 函数 论 中 的 意义 .由 函数 论 中 的 结果 可 知 ， 
它 有 唯一 一 个 和 消 数 (Gn): | 
{j= Per, lel oR, (2.2.8) 


i> 
A (2.2.8) HA (2.2.7) d S PL — Ea Sc AL RIP. RRR 
原 函数 等 等 。 有 时 , 1(7) 还 可 能 有 有 限 的 表达 式 , 即 是 由 初等 函数 
ZA I iS s BR. 


若 级 数 5 vf 在 加 
ET 


Je] €R, 
A ot, HAARA eG. REAR = mia(R, R), 则 由 
函数 论 中 的 结果 可 知 , 级 数 
> > aoe, dal oR 


kze0 tsar 
Wk FC AER SECOS iG gn). 
TE (2.2.8) 中 mw 2e 0, W [er FAD ORI lel <r), 
Ht) 400, H 


(Xen) > lel <r 


LIE SS eee ee x5 rl < n. 


Alt TEE CI SURE RUFUS ERI RP BR 
是 收 伍 的 , 则 可 用 它 的 和 基数 来 代替 它 参 与 运算 , 因而 , HAIER 
知识 可 以 用 来 处 理 组 合 论 课题 . 当然 , 运算 的 最 后 结果 可 能 因 有 
AUC SR ATTEN EA B5 28. ST Ra, RR RB BID ERE 
义 , 然 而 却 仍 具 备 组 合 论 上 的 意义 . 

下 面 通过 一 些 具 体 的 例子 来 说 明 . 

$862.21. F211 中 的 结果 现在 可 号 为 


» 52 = 


ulr) ==] bad. 
=La” | 
[二 lel < 1. 
tE- RE. 
Duels) = 1 2th BAH eee pe! 
„lint 1) 7? t" 
(1 — . 
fea edd. 
Pal — 2 + 62+ 128 nn — Dn 
anka + De B2(wS — 1 — s(n — Dt 
a — 2) ' 
$1222. Ze GH 2.1.4 中 曾经 得 出 的 级 数 (2.1.25)7 的 公 项 为 
27 Ga 22 1), BA J| x > 时 ,级 数 
>} ar 
ESRT ELES 
Sizes A >) QD.) 一 工 
apn 2 2 


T7 


Ur. Dif (2.1.25) 当 ta] < j Wj ae. B 


RPM LIED NO 


a al 
= Lf, + $0») 
nal 
= t 2l. 
zU! T» 
LL, l| i 
l= x 2 
(2.1.26) 也 可 这 样 来 得 出 ， 因 
l 一 1 一 Ü 一 = | — DI 
— ; 


.53 6 


一 上 二 站 


pil, 
一 


BA 
1 


I- 2: 0, HIE os 


d 工 一 :一刀 TE 


2.2.3. ic 关 0 有 是 一 个 常数 ,数列 Goo 定义 如 下 : 


as cl (120), 


ty 


Sat = 9G 一 ;二 一， nm 


PM 
fi fg 

Ü 
» #i 5 > 
tard rI imp t! 


W (2.2.9) 施行 运算 D,8, 可 得 


jj 


iur xm ff i J 
i (1— ery 


3D. ER C2.2.11), 得 


» 2c l 
iG = Lagat? | 
EE € (1— c PIN 


1 


iG Dur mai s rl iie 


《1 一 ony 


c 


1 
Tel” 
4 
Ier 


Pati- we (A UE 
1 ' (1 — erp 


S Pug = Lt et) 


(1—cy' 
Xf (2.2.10), 得 


Bb x 


FI 


xo UU L2 i- 
Jf, Hj Ste ye 


iu rl z>) 


P-lí 
1 GID: = cre”, DE n, 


= 54> 


(2.2.9) 


€2.2.10) 


(2.2.11) 


(2.2.12) 


(2.2.13) 


(2.2.14) 


(2.2.13) 


SUG — Du 5 — Cente", FER 1 (2.2.16) 
1 


io 
BAO 7.2.159, #4 
P 20 Det, ER, 
121 tÍ 
Dent -- ctf1 十 cet, FEX e. (2.2.17) 
120 1 


TR. 一 1, 则 得 到 一 些 重 要 的 特 款 ， 


总 括 (2.1.2), (2.2.9), (2.2.10), At (2.2.122—(2.2.17), Ala 
把 一 些 常 见 的 数列 (wi) R03 PRE GAS E BE RR OF: 
HN 2.2.1 


BERI Cur) 


Ge 


C) 


(n) 


EFAN «CO 


fam er 


eret! 
etl + erje" 
Ceryet 


Cl +" 


另外 ,可 以 从 这 些 常见 的 母国 数 产 生 一 些 别 的 结果 ,例如 可 有 


im] 


il 


~ H-t =)= 


im et 


>» eol y, - 5 tery = HS (c1) 一 1) 


ler” 


= $55 + 


因此 
1+ Settee Tape 


i>] l= ct 


当 = = 1 BAP 22.2 的 结 
$23 普 母 函数 与 指 母 函数 间 的 关系 及 其 他 


普 母 计数 和 指 母 函数 之 间 有 着 很 密切 的 联系 。 
首先 ,就 同一 生 级 数 
Sur = M t DES 
i20 m 
而 言 ; 它 既 是 数列 (nius BUE REPRE, MAB C tuu 的 指 母 
ARL AERA 
^ PT 
«f a Sele 


teu imo tl 
BIER Case 的 指 母 函数 ,又 是 数列 (从 } ， 的 普 母 函数 . 
其 次 ,就 同一 数列 (tm)iw 而 宫 , 其 普 母 函数 可 形式 地 化 为 


. a 
ulr) = S ou 
x0 


= Date; ax “tds 


aod 


= [e vu " ds 


Reo 


= Pina gx): = e, 
这 就 得 出 了 普 母 函数 eG) SPER aO 之 间 的 形式 关系 : 
wa} = | ete GDas. 


Zi BEGE RES ER OP SZ FE n RA — 5 RC RIDE SR BHRR H. 
EREN 上 ARI Ge) roe 是 线性 无 关 的 ， 则 称 形式 级 数 


* 56 5 


人 (2.3.1) 


是 数列 (edo RERA Ooo 的 母 台数 。 这 里 线性 无 关 的 条 
件 保 证 了 《2.3.1) 为 零 的 充 要 条 件 是 
u = Ñ G = 0). 
车 函数 列 Gle 也 是 线性 无 关 的 , 则 称 形 式 级 数 
Gr s): = > uf els) (2.3.2) 
im iat 


是 汉 足 标 数 列 
(45) ruo, poo (2.3.3) 
HARI Gi) oo M C Gus RIFE RA. 用 同样 的 方 
3X RTLAE XA nA. 
特 到 地 , AAR C2) as RI Cs ino 分 别 是 对 不 定 元 和: 线 
性 无 关 的 , 故 可 在 (2.3.2) 中 换 
A= r, gG, 


得 


utsi 
>n dO 


这 一 简单 的 形式 . 
可 以 用 另 一 观点 来 看 (2.3.2), Aid 


FG = 5 uf). 


GCs) = M tpg lt), 
TD 
Wi (2.3.2) 可 形式 地 写 为 
$5 fang = FG), (2.3.4) 
i>0 . 


ifort 
= $ GEHE, (2.3.5) 
ieu 


这 说 明 ， 二 元 母 函 数 GG. 可 视 为 函数 询 (Fj(7));wo 对 函数 列 
Ces) iso Ay SE ES 数 ， X. Hf dil A ER c n] (Gi OD X BR Sk i 
+ S57 « 


(COD HIEL. 
WAAR o- HKR SLE BARE FORA 
COPIE A ESI 


4. 
dn) S 


$ 
ral ” 


相对 应 ， 辕 样 ERP Coi 有 
np (si = => ws, 
nzi fF 


它们 的 加 法 定 祥 为 
urpis 十 Yep ks pt = 5 Ha Ete, 
Um n 
MEREXI 
ols eG): = (x WU asd 及. 
nal din n 


可 以 征明, 这 样 定义 的 加 法 和 秘法 适合 交换 律 , 结 合 律 和 办 法 对 加 
法 的 分 配 律 ; FEA rc m m d, a; = OG > 1) BTA BER 
D-H eA RR 15): TE 99 0, MAT erm G) 符合 
upra) = hiks) s 
PCs) 称 为 ucns(s) WTC. 
因为 本 书 不 用 书 - 母 函数 ,所 以 只 简单 地 介绍 到 此 。 


$2.44 ”概率 论 中 的 一 些 母 防 数 


坪 沼 数 对 概率 论 提供 了 … 个 重 楼 的 研究 工 其 , 反 过 来 ,概率 论 
中 出 现 的 母 函 数 又 右 助 于 组 合 论 中 一 些 课 是 的 处 班 。 
BERESI 


: (Poono SASL (2.4.1) 
Hk APE 
mi = Site, ABO, (2.4.2) 
22d] 
3 k = OB 


» 59 


mo => > Pi. 
ind 


A AREE | 
(nji = >, Gp, = 2 Gb. (2.4.3) 
X KIB 
; j 
Bi: 一 SC en Se 
= (nm 2.4.4 
At (24-4) 
X OIE 
Mai = Ga — m)*, mt = my, 
ik 
= DD (mm). (24.5) 
taiar? . 
Bes 5 eal Se RR, 
定理 2.4.1. 
(m), = m(m — Le (mR +1), m: =m, 
k=l, . (2.4.6) 
证 明 . 记 
Gu =G Vee Gmkb las S shay, 


ledge 


iX E C4, 站 是 展开 式 中 产 移 系数 , 它 的 性 质 将 于 下 节 介 绍 ， 于 是 
(2.4.3) 化 为 


m= DCS Gor )n 


>> (4,1) 2 ipi 


Gaini 
> sks i)m, 
Üci«k 
-n(m— 1): —kd D, mte m. 


i 


| 


证 毕 . 


a 59 œ 


若 用 po. Biz) A RE 8n] pi) En (Bii 的 普 母 函数 ， 


的 定理 表 胡 了 它们 之 同 的 关系 . 
定理 2.4.2. 
e™ ma ple), 
e m pll +e). 
Blt) = p(1 + e), 
eM o e mip( et), 


WB. 由 于 
em mi fm Stadt 


For fl 


~ So D 


ind i2 
= > per) 
imo 


= ple’); 
MA (2.4.7). 因为 


dps f= DD wf i 


foo ree 


-X» X r 


ET ogia; fl 
= 5 pkl + 2}! 
io 
=p(l +), 
KA (2.48). FAX 
B(r)— > B; 一 vos, 
ied i>a 1! 
= eim 
Al (2.4.8) A (2.4.9), BUS 
= > M, $ = >, (m — m) — 


i2 "n. ü 


= eimom ua enm en 


= 60 * 


用 em R1 em 分 别 表 数 列 (muse RI Con) BOTE BEER AA, P ibl 


(2.4.7) 
(2.4.8) 
(2.4.9) 
(2.4.10) 


1 (2.4.7) , 1008 (2.4.10), TER. 

(2.4.7)—(2.4.10). EREA R89 ER CIR SE CEURC RE 
S REQUE pO) de. DRE TATE LAWRIE 
AROS A. PMN ARES BG Me™ cR. 只要 把 (2.4.9) 改 
TN 

plet) = Ble’ — 1), 
代入 (2.4.7) 使 得 
e?! mm Ble! — 1), (2.4.11) 
(2.4.11) (RAUL A PAS: BEM 2.4.1. 
(m), 3 mm —1)-:-(m — it 1) 
BO = 2, n TR " # 
== i(1+ 7)", mt: = Mys 


ths Het’ — 1,{88 


B(et-- 1) = ent. 
由 定理 2.4.2, 还 可 以 推出 通过 窃 来 计算 概率 的 公式 。 因 为 有 
时 易 知 甜 而 不 易 知 概率 ,所 以 这 是 有 用 的 . 


定理 2.4.3. 
pp DCH Cm Dat (2.4.12) 
ko FIA! 
= 9 (— De ($ , MA Bas. (2.4.13) 
Ao 


证 明 . 由 (2.4.8), 
pa) = me uu 2, (m), d 


253 m) >») (C )c- new 
i29 El emi: 
(m), (=D, 


mi GGA 


(m) —]- 
2i iG- DI (79 


p," 


* ól * 


= Spe ( )Be 
此 即 (2.4.12), TER. 

FAR (2.4.12) SRA (2.4.3) ARH EA 26 78 (BS. 
(2.4.13) 53 (2.4.4) 也 组 成 -一 对 五 例 的 关系 侦 , HH EXER (hn T 
一 个 关系 式 成 立 , 可 以 淮 出 另 一 个 也 成 立 . 

XPTOXRERSONESA B (nene RASA. 自然 
BARR. 这 与 一 元 的 情况 完全 类 羽 , 这 里 就 不 再 讨论 
它们 了 . 

现在 来 用 一 个 例子 . 

例 24.1.。 定义 二 项 式 概率 分 布 的 普 母 渭 数 为 

BG) — M bgt = (q+ p. peal, (2.4.14) 

EE, 0c pel, 
那 末 展开 (2.4.14) MIRER]: 


Chp lko = ({ ; jar-*pt ) » 
由 (2.4.8), DCM BP Fe BAYS BE EE 29 
em = BCL cor) em Cg He p ob pr)" 
= (1 + pe)", 


[4 
(m), = (5Dup*, REL 
(2.4.7), BIRIT BERN 
em wm be) 一 《9 十 pe), (2.4.13) 
为 了 标明 mm; 对 n RRA, 记 ms =m), (2.4.15) OA 
OEC CN 


Domim 一 ape'lg + pen)? — apelemia— iy (2.4.16) 
= nitg + pet) — gl(q + pe)?! 
= geminis 一 genre (2.4.17) 


a 62 * 


Demo om >> man) zo 
koa £1 
dE (2.4.19) A (2.4.17) 得 出 递归 关系 : 
mau (n) = amla) — nqmy(n — 1), £ 25 0. 
EH (2.4.18) 3m (2.4.16) 得 出 递归 关系 : 
my (n) = npimin —1}+ 13, 
[ms — 1 = m;Cn 一 1), 420, 
由 于 mn) = 1, BEM €2.4.19) BE (2.420) 依次 求 得 
mn) =n ng — np, 
min) = np(Cn — Dp + 1), 
min) = np((» — lop? + 3€2 — Dp t 1), 


FH €2.4.10), 
cd Hin = e man (Uu 
对 "- " = eom + pet)’, 
taz ; 
De = —mjn)e Cg + pet}? 


十 npe mel g + petty 


Bie (2.4.21), 74 
Dede = —npe Mo + npe 1 Pe MO» 
EM ape + npe M'a-D+al | 


TARRY 1^ BORSE TS BIR: 


M yaln) = —npMy(n) + npl MCa — 1) + 4M, 


(2.4.18) 


(2.4.19) 


(2.4.20) 


(2.4.21) 


b= 0, (M(n — 1)»: = M, — 1X. 


由 此 递归 关系 依次 可 得 : 
Mor) = i, Mi(n) — 0, 
Mn) = apa, MCa) = npa(p — q). 
$2, Stirling HA Lah 数 


在 定理 2.4.1 的 证 明 中 ,已 经 出 现 了 展开 式 


+ 63 * 


(G), = (1: — Dea — a D) 
= Bosne e sn, 5m1 (254) 
ku - gkann 


中 的 系数 ak), 这 里 RAS. BRS 2.5.0 对 侦 地 出 现 
的 有 
oe > S(n, kM). — > SC, DOs r Bl. (2.5.2) 
ko ETET] 


REE IER ole, k), SQ. 0. 分 别称 为 第 一 类 Siding 
HMB Siling K, UES HERRAS. 25.1) BH 
BBR ABR, (2.5.2) BSBA C(O) aos 展开 的 母 函 数 的 形 
X EASE PRTC. 
为 了 完备 起 见 ,再 补充 定义 如 下 : 
{zh == = s(0, 0) = $(0,0) = 1; 
s(n, k) = Sin, 4) — 0, AAO n, 
于 面 的 几 个 定理 给 出 了 Stirling HEREA. 
定理 2.5.1. 
Sn,k)-—0, Aken eK Om ems cI, (2.5.3) 
su + 1, k) m sinsk — 1) — stn A), n 200, K 0, 
(2.5.4) 
sgn s(n K) = CDU BAS. (255) 
证 明 ， (25.0 AAAS. m 
(uu = a — s). nzmO 


得 到 
> sat lee = 5 sin, Ret! — p >> s(n, ke, 
mr ka t>o 

比较 不 的 系数 全 得 (2.5.4). 
因为 


(—2, = (— Di Hr Deo 21) 
= s... 


Fake u 


而 ee +1)---G+e—1) BURNER, FCD X jm n) 的 系数 为 


* 64 7 


正 , 故 得 2.5.5). TE. 
由 (2.5.5) 可 知 ， 对 固定 的 = > 2, BF (s(n ADD s HER m 
的 范围 内 是 正 负 相间 的 ; SERA ACR 1D, 数列 GO DO 


是 正 所 相间 的 ， 
定理 2.5.2. 
Sn, k) = 0, HB kee So R—0-n 
BE R-0£na. (2.5.6) 
Sla +1, K = SCn, k — 19 + RSG, IO, 
nzÜ0,kz, (2.5.7) 
S», k) = gam. a0, b 220, (2.5.8) 


证 明 。 — (2.5.60 BBR. AA GLO S 02 是 线性 
2E BS » He 


SS SG 4+ 1,400), = 07 


gx tanc 


=r >) Sn. DOs 


Dakan 


= > Sn, AG + RG 


Dukes 


ER CO, RRR (2.5.7). 
由 于 性 意 正 整数 : 都 有 
= E0 — CA + 1)0" 


a= > LOTI Ato", 


apo At 


和 
r= SSO, = S, SG, OG. 02:0, 
kot km 
. 可知, x 的 = 次 多 项 式 
1 age 
>I Sin, D — Jato Jon 
有 无 穷 多 个 根 , 故 有 (25.8), WEË. 


0 67 >» 


应 用 (2.5.4) $a (2.5.7) 可 以 进出 Stirling ARE. EA 
55€ — f8 i38 f. 
di 2.5.1 Sn, k) GYR 


—€M " 1 2 | 5 b | 7 | & | 
1 t | 
2 -1 I 
3 2 EE 1 
4 -6 u 一 6 1 | 
5 Hp ol as —10 i i 
6 — 120] 274 一 225 85 -15 1 
? 720. —1764| 1624 —733 D5 一 21 1 
a -5p 13068, —13132 s769) —1960| 322 -zel | 
9 40320 — 109584 118124/~67284  22449|—4536| — 546/—36 . 1 

10 — |-362880| 1926576) — 1172700, 723680 269325} 6327 引 一 9450| 870|--45| 3 


表 中 未 质数 宝 的 地 方 光 表示 去， 且 第 ”十 1 FS BAR RORY 
由 前 一 行 前 一 列 交 口外 的 数 减 去 前 一 行 本 列 交 已 处 的 数 的 # 倍 来 
得 到 ， 例 如 ,得 到 前 几 行 的 过 程 可 以 图 示 为 : 


wÅ 
z ^ 1 ü 1 z 3 4 


PE a ZB EE $8 ZEN ed OE SUSS A SC 
ARISEN. 对 表 2.5.2 A 525. PROM 
HAs mA FRU LTT A LIES E 


= 66 * 


家 2.5.2 Stak) f 


D DR 4 OCA XR a w 证 


m 
2 


关于 sa, 4) 和 505, 40. 之 间 的 关系 , 有 下 面 的 结果 : 
定理 2.5.3. Bain 0 SA 


` l, £ n - h, 
Dy srs ASC m Them riui COP 
D> Se, ARs) 一 Bome (2.5.10) 
ko E 
再 者 ,由 下 面 二 式 
a, = >) sas Roy, (2.5.11) 


we 
a 67 * 


ba = >) SG, hag (2.5.12) 
ko 


之 一 成 立 可 推 得 另 一 式 也 成 立 。 
证 明 . 因为 
(0, = 5 sla, Att 


kat 


= Do sn K) Do So mOn 
kou mæ 0 
= E31 «0. OSs m) ) Des 


mro kD 


FS FH PREF (Ca Doo 的 线性 无 关 性 便 得 C2.5.9)。 (2.5.10) 可 以 


SS (LOH EH. 
车 (2.5.11) pa, Bl] 


D Slas Qa, = 91 Sn, I DT s. Dy 
kB kou Tmo 
= DS se. 0:4. D )& 
kod 


td 


= > ub; mm Pas 
[f XU 


这 就 是 (2.5.12). FIR EH (2.5.12) 也 可 推出 C2.5.11)。 证 毕 . 
x BSUS ZAM FOX PR: 


Gn), = >) s(n, mu. n >D, (2.5.13) 
imu 
m, == >, S(n, Omne n Ze 0. (2.5.14) 


证 明 。 ”在 定理 2.44 的 证 明 中 ， 已 得 (2.5.13), Rae 
2.5.3, 立 得 (2.5.14). TE. 

由 第 一 类 Stirling 数 和 第 二 类 Stirling 数 可 分 别 组 成 两 个 无 
IRER: 


s= (sms RR)) aao > 


dum) 


* 68 + 


S = (Sl, DD. 


XX PA BEER FE— AER TRE MERASA ERAT SEE BS 
356. EH (2.5.90 v E 


Sr 一 l, 
这 里 工 为 无 限 的 单位 阵 , 由 此 可 得 
Sl = s, 
因而 
£5 =j, 
PTRA (2.5.10) Æ (2.5.9) 的 推论 , 反 过 来 也 一 样 - 
AE 
$95; m, 
Str aw SS}, r Sl, 
$m (SCn, ks tapes 
则 


SC. ks r) — $1 S(n, fs r DS Gk, D. 
P0 


对 固定 的 不 之 0， 第 一 类 和 第 二 类 Stirling 数 分 别 构成 两 个 
数列 


GO. Eoo, (2.5.15) 
(S(n, Rano. (2.5.16) 
Sre eta 188 eR S. 
EHE 2.8.4. 数列 (2.5.15) 38 (2.5.16) AIGAR 23 BIE 
ü [log (1 + 2] (2.5.17) 
和 
A (e! — DR, (2.5.18) 
TB. ic 
JE m e 一 5 s(n, DZ, GE OY: = s(n, 8), 
n2 ni 
(2.5.19) 


+ 69 » 


由 (2.5.4) BS Rel - 再 对 sack 


2 
! 


(n+l, k) + n, k) 一 一 
2) ON a" UG Ta 


= yas. Qn. C1 + r) Dyle) = yU (2.5.20) 
因为 (2.5.19) 给 出 
yn = 1, 
PAH (2.5.20) 得 
(1+ :)Dy C) = 1, 
nite) = leg (1 d- 0 -b e, 
因为 (2.5.19) 给 出 (0) = 0, dt 
ylz) = log CE + 2). 
用 数学 归纳 法 就 可 从 (2.5.20) 得 出 
y, = a Llog (1 + 2>)*, 


这 就 是 (2.5.17). 
BA (2.5.7) 出 发 ,用 类 似 的 方法 可 证 (2.5.18), FER. 


系 . 
si 1,0 D(H) pln ik 1), (25.21) 


jab 


So E 1, e S (^ )sG.k — D. (2.5.22) 


PES 
证 明 . H (2.5.20), 
Dy) = (Ste )ye D. Hl «1, 


ED 

k = u i al 
sti, pba SS S* (-yy. 7 
2: n 2nzi (me — D! 


xim — jo 4-9 4, (2.5.23) 
mi 


比较 (2.5.23) 的 系数 于 第 (2.5.20. 
Hi (2.5.18) 对 * jug. 


. 7g 


FY Ce) = ety, kE), YG): = " (e! 一 155, 


DS +1, ~ 2 D slm, k — 1) — 


aD Peé Pin 


m 


-x(x (;)s0.4— D). 


"aU Oss an 

比较 的 系数 即 得 (2.5.22). 
这 里 的 结果 还 可 由 (2.5.4) 和 (2.5.7) 经 淡 代 而 得 到 ， 证 毕 . 
利用 Stirling 数 还 可 表 出 $ 2.2 中 的 算 等 名 与 D" 之 间 的 直 


定理 2.5.5. 
pr 一 $) Ss. KADY, (2.5.24) 
ULT EE 
PD = X, s(n, R05 = (8).. (2.5.25) 
DEST m B 
证 明 . = "RH RSA 
PD -(8),.. n = 0, (2.5.26) 


n=] HAE SH 
(0), = 1 = ro, 
设 (2.5260 XE n a Cn 0), UE EM 2 + 1 也 成 立 ， 因 为 
(ONT 一 (8 一 n) (05, 
一 【日 一 pP D" 
= D PD) — arp 
一 pla UD" Dl — pe D” 


atl pat) 
E 


= f 
d& (2.5.26) So + 1 Rear. [Ap (2.5.25) pr. 再 由 定理 2.5.3 


A (2.5.24) 成 立 。 证 毕 . 
男 一 类 和 Sirling 数 很 相 象 且 与 之 有 着 密切 联系 的 数 叫 做 Lah 


数 , 记 为 Ly. ke Fe Ma PF: 


. Fhe 


(~2),— >) Lu Gs, 2 2 D, (2.5.27) 
Fe X ru 
Lag =O, E £820 SE £n, 
Los i. 
与 La 数 有 关 的 一 些 基本 些 质 ,总 揪 在 下 面 的 定理 中 . 
定理 2.5.60 235 m,n Poti 


GO. 一 5 Larka) (2.5.28) 
ku 
D LaokLas 一 Pn. (2.5.29) 
kn 
若 以 下 二 式 

an = >) Landy, U nI, (2.5.30) 

kw 
by = >) Late, Un > 0 (2,5.31) 

kl 


之 一 成 立 , 则 另 一 也 成 立 。 还 有 
一 DCD SGA), n0, — (25.32) 
Latus = 一 (am 十 RD Lenk = Lais Wy, R= 0, (2.5.33) 
TCR. 一 小 nk >D, (2.5.34) 
WEBB. — 1E (2.5.27) 中 换 * 为 一 x, 便 得 (2.5.28), 880.527) 
RA (2.5.28) , HARFI] CC), ss HEX ETUR TE, 使 得 (2.5.29), 
祖 据 (2.5.29), 便 可 从 (2.5.30) 31 (2.5.31) 之 一 个 推出 另 一 个 ， 


因为 
《一 sw 一 Di sla, DY 
ET) 


= $, i, a> SG RVC, 


fad 


= SSO, DSG, D) 


k>a 


25 (2.5.27) 比较 GO, 的 系数 便 得 (2.5.32). 
由 十 
> Laan, = (— r)a = (—2),(-—2— n) 
ks 


=— M LGC — ) Gc &» 
kon 


= 一 5 Las Gr) en 一 >) (n + OL. CH) 
hott kzu 


EA (2.5.33). 
忆 LiG) 记 吉 固定 时 数列 ( 工 。enzo TEER: 


LGe): = > La Ln 
nod nl 
25 hla A 
(1 十 = Ike 
nzü "n 
= >) GALEGO, (2.5.35) 
ko 
E 


a+ o= ehi- 


= >) h MEE DE ; zy. (2.5.36) 


nz» 


比较 (2.5.35) 和 (2.5.36) 中 we — 


[i 一 k 
L,G) = mi ix-) 


LCD RHA IN Ny 
T ot 2 ; y Dis 
ns COD (b ida, 
2 kI ( &—1 j” ° 
ERLAR m RBS (2.5.34). TERR, 


. 73 » 


$26 SA Ra E TES 


HERRAR- CARLES AERA RRE, Br 
得 的 公式 也 很 明 闭 . 
设 


ACD = Hell. (2.6.1) 
这 里 1(w), gCO 是 其 有 尾 够 高 阶 导数 的 函数 .又 记 
d 
à 7 du” 
DF AC) == 4,, Digs) m. 
LDH GO logus = f 
对 (2.6.1) XU TRES 13 
A, = hfis 
4;- hg; + hei. (2.6.2) 
4d; hes + 3fhigagi + bgt, 
可 以 用 数学 归纳 法 证 明 
da 一 >, fata (Bis Btt 2a), 2 1, (2.6.3) 


Laker 


这 里 Ag CB. Ban Wn) FRR mo o tts Fus AART TS 
OASIS OR 今后 常 简 记 为 

Ant = Aaa isi oo Br). 
这 一 点 很 重要 ,因为 所 此 就 可 适当 地 选择 fle), tE (2.6.3) 特别 
HA, AATAL EIRA RHE 4... 然后 用 这 些 Aae RARA 
— ARERR FAS (2.6.3) 中 ,从 而 得 到 所 欲求 的 Aa 


今 选 
false“, a7 0, RAR, 
于 是 
e ED e = 2 Ana gis B22 C7 STOLA (2.6.4) 
kml 


= 74 * 


— :Alas Bis REN 
= 4a), 
由 此 可 知 ,(2.6.3) 中 的 4, PRA 


Ag = AGS Bis Bast Bode P S tee (2.6.5) 
自然 地 ,有 
Ay — fu = AC). 
再 引进 简化 记号 
了 (3 y.)2 = e Die", yi = ylis) 
= A tis Yast” ts Yada — (2.6.6) 
Ei (2.6.4) 和 砂 个 国 数 之 积 的 高 阶 微 商法 刚 ,得 
Aprila) = e “D7 (Dye%#) 
= ¢ aD! (ge) 
=g PH (S) orte D*g, 
=a Pu ; ) Age Et 
= agl Ala) + g)*, CAC): = AD, 
g*: = ge (2.6.7) 
tH (2.6.4), Apa) = J， 所 以 ;从 (2.6.7) 可 递归 于 得 到 
Ala) = agp, 
Aa) = ag, + agudi(a) = ag, + agis 
Axa) = ag, + lagid, Ca) + agidila) 
= ag; + 327g, + agi, 
45 (2.6.2) 的 结果 一 至 
由 (2.5.7), 有 


对 于 数列 Ca) aco AUTH BEER e 4", 
e dann = 5 Aala ) 7 UU 


»" Per: 
mag 2,4) + tent 
nud 
由 75 9 


= age MG gn 


从 而 有 微分 方程 


一 gu 
aget, 


积分 之 ,得 
log ef?" — e£" 4- c, 


即 


M EU. 
conn = gu Te 


考虑 到 上 式 在 x 一 0 处 相等 , 故 有 * 一 一 ago。 因 此 ,最 终 得 到 


"EI — gar E Eo 
本 
= Deacon 
这 里 
G(u): = g8" 一 Ep. 
Aw 
ze & 
CLP ++) , Az 


2 
的 展 式 中 , a” BUR ER SE E 
nwt a” k 
(sutar Hote), Kum 


的 形式 中 u^ 的 系数 相等 , 且 该 项 为 


kytki tA Vox Ril Az! tT Lo M 1 
— nr 


t 


yk 
(& j PLE 
Bil? 


展开 (2.6.8) ,比较 < 的 系数 , 即 得 


"M k k: 
Aa 一 >" > 21 v. (2 
kl kytk, tetak p=n k! Acc ‘Ral! i ) 
Ay th b eR ma 


+ 765 


ul (Rn y (8 e 
l 


(2.6.8) 


Sth (eh (amy. 
ttak itake Tal fates Ral >It 21 
(sg y" 
d nl 
= Y Cagis agn, "s Chad, n l, (2.6.9) 
AS BD 
A wal iis Ers gu) = nt. 


KR nett uot Ail Bolts tka 
kytk, t tkn = 


«(EP Ey). 
这 就 得 到 了 下 而 的 


定理 26.1. BARR (2.6.1) 的 一 阶 导数 为 
4= 5’ N^ s!  [R ho (gan 
2 k ky lth yak gee AitRal rs Ral ( ) (e 


al 
kk beth yok 
(2.6.10) 
Tk xn kh a Ns 
= us Atal eur) U ($) - (2.6.11) 
车 记 
Ant = | Aa l TE = Lf ims 
ba Í Er lon 
则 有 
RL 


5 hy 

A-NI y 一 2 By 
"EE "rmn Ril Rl t Ral ET nt 
artk be bky =A ` 


(2.6.10) 的 和 号 下 标 朋 的 求 和 范围 就 是 所 请 # 分 为 万 个 分 部 
的 所 有 分 折 . 关于 分 拆 的 理论 将 在 第 八 章 介绍 . 

AV n = 3 为 例 来 说 明 公式 (2.6.10) 的 具体 应 用 . 

因为 合 条 件 


- 77 >» 


& + 2k, + 34, — 5, 
ki th tl 


的 解 只 有 
X= = 0, m d, 
故 广 的 系数 为 3 
' AL 
ions) (85 
Sf 
k + 28, + 34-3, 
kit fab hy = 2 
的 解 只 有 
AA at, km0, 
d fa BIRR A 
inh) a) Ses 
合 条 件 
kh, + 2k, + 34, — 3, 
Ry +h + as 3 
的 解 只 有 
473, kakel, 
故 户 的 系数 为 


EC = ph 
310101 MII di 


iX 5 (2.6.25 中 的 结果 相同 ， 
公式 2.610 给 出 了 4 的 直接 表达 式 ， 不 需要 借助 于 
AG 2) 就 可 求 得 , MAERA 0 EAIA, 的 求 出 ,或 在 理论 
研究 中 ,都 有 其 作用 . 
BEA 2.6.1 ,可 得 一 个 重要 的 推论 ， 
2, DEBERE (2.6.1) 在 上 处 有 Taylozr REX , lij 
ACEH uy m 084), tC): m AG), 


因而 


+78 4 


Alu) = end, de: =m Ån 
下 面 来 看 看 定理 2.6.1 AS. 
在 概率 统计 中 ， 常 出 现 所 谓 卷 积 晤 LG 之 1)。 其 定义 如 下 : 


ne 
Lo - Dat, 
iwi 
则 诸 u 由 下 式 确 定 : 


emt un, m": — nma. (2.6.12) 


= e 
这 里 m, 是 # OS. 
(2.6.12) dE (2.6.8) 当 4 = 1 时 的 特殊 情形 ， 所 以 ,由 (2.6.8) 

推出 的 (2.6.10) 可 知 

m, = ACL: hy AS) = YaChis hs hs) 

HA (2.6.7), 

Men = atm + AY. mt = ma, A'I = Anon > 1, (2.6.13) 

自然 ,由 (2.5.13) 可 以 顺 次 地 解 出 诸 a. EH (2.6.12) 对 2 $E 089 

1 + 
me” = (2, tajt nE + eee. 

代 一 0 人 上 式 , 得 

mi = h, 

H (2.5.13) 中 取 # = 1, 

m = A(m t 1)! — Am, + ha 

从 而 

a, = m 一 nmi. 

再 在 (2.6.13) PRR = 2, 

m == A(m + 1 m Am; + 21m, day 

得 

l = m, — 3m ym, + Zmi, 
SS. (HIE. ZEB SUBE 2.6.12) 可 得 
LC) = log e™ (2.6.14) 


H 
da = LDEL GO lio, 


便 得 到 


. 79 + 


do = ACs mis ttt, Ma), Pom fim CDR Dt, 
= Yfou,ssvfm, Pom = (-1) (101. 
(2.6.15) 
由 (2.6.14) 得 到 (2.6.15) tA E RE: H 
aG(u) = log e 4^" 
PATS «PER 次 微 商 后 再 代 w 一 0 AA, 根据 定理 2.621 的 系 , 就 
得 到 (2.6.9) 的 逆 关 系 : 
定理 2.6.2. pi (2.5.9) 可 和 解 出 
go = Aup ALa), du a2), p: = puit (71) a, 
— Y.AG, pA, pu = p:—0-D"(G-DI. 
(2.6.16) 
利用 上 述 结 果 可 以 得 出 变 元 mm, orc ou ro AT RR 


数 
47 ig” Fie = l, 
^ D MN " ” (2.6.17) 
gs = j, 
SPOR PRR 
i Daf, eB I (2.6.18) 
PIRPIRAK 
he = ats > aioe, noel, 
irm uem n (2.6.19) 
hg: -—-— 


之 闻 的 关系 式 ， 在 此 约定 s KÆ, ARP REX. 
因为 
log U — 


1 pm 


= — S log (1 — a) 
— 253 5 (=r ose" 


i>i tol 


-5 da, 


axl f oggi 


. B5 c5 


log TI tn. =æ e — Fp, I = om (a — ds, 
(2.6.20) 
因为 


II (1— au = M (— lyYagur, 


fl r= 


UE (2.6.26), 


e7“ 一 > (— Die, 


fod 
= eI roy ai! x i= (—1Yita, 


Fi = gt =m (Ce — 1} 15, 


(2.6.21) 
XD 
S hai = ] + > M epo cosa 
Pim Pme katetr cbe 
一 2G) Gui) 
kao k> 
= li d 
iwi 1 — ocu ” 
故 由 《2.6.20)， 
e^* p > hut = Pr 
veil 
Afi =s Apt = ity, (2.6.22) 


Fi Di s. 
关系 式 (2.6.21), (2.6.22) 53 (2.6.8) 同型 ,只 是 4 取 特 殊 值 1， 
Alc. EH (2.6.9) 和 定理 2.6.2 便 得 到 

Ta = Val, eet, 5), 
he, = Y.(5. DE " "Sn), 

— 5, Ypa, pm, Pn), 

prime ppm (-I) IR DY, 

加 一 Y,CpA, PA, tU P, 


* BÀ 5 


pU = pai em (—10" CR D, 
最 后 得 到 
EEn oa Y. —4,— 8, —215,7::, — (0 ls), 
nth, = V.C e 215, tr 0n om lise), 
— (n — Dis; = Y (po, 21p2;, 7 c, C lat pon), 
(n — Vise Val pai, 21 phi, ttan] pha), 
pom pi = (liG 10. 


(2.6.23) 
DEAT MALL ay BK 2013 0H 
a =h, 5mm, 
26, = — 9, + 1 nm 0-20, + dj 
67, = 25 — 3,4 + st, 25, — 6m — 6mm + 20%, 
As, a= AL, 
24, at 5, s= 2À,-— Aly 


64; en 25, + 3145 - d, 25, = 64, — 64,4, + 245, 
利用 定理 2.6.] 的 系 还 可 求 出 数列 《axo BUR E A i e” BST 
WER e” 的 诸 系数 2 HAAR. 
AA 
em do e O, 
e 
这 里 
fla) = Ł, g(t) = e”, 


én = { A, = [Y,€9s, “ee PES) line 
piss pt = | fil. 
ihor = Daf as, = Lj e ! ^5, 


Lg: l= = Hes 


+ A2 


SEF 0g¢ + Be 
resol + 了 ?320TZ "P396 , . 
"8:5 30,9 t ratas OBZ i gn Sosy 
STR 385092 二 "d c 
salage | E8095 t. | agata 2 Dag 
: : E Heo] + icp + id £ 
wy gn UPC "BERI E ane ig, 
x Er g [a2'2eoT + Fie 
igscc| 515833530TZ + ata - " - | 
UU Cor + Ig JSI + arab Ting . 
ej SUIL | | MES + 13r3cT 
1417, ise, + soe Faq] + TAR, u _ 
Kati "m luc 
ig -| 一 AER ey + — - - - 
* MELAN T Ea | 
13 t : 13:29 7 
- EEEN i 
!N | l 
f u : : - 
- : > 
Ig 1 


FE neg 


roz% 


s B3 * 


故 
4, = Yal patt t pau). pi om py rm CDI 
HH (2.6.69 所 界定 的 多 项 式 Yali Yi, Vad 
X Bell 多 项 式 , Woe Bell 首先 研究 它 ， 对 前 几 个 
项 式 , AUF 2.6.1 ee. 
XE (2.6.6) 中 把? 8829 y +2, WA 


tay io, 
REZ, 称 之 
n fg Bell £ 


AST + Zia Fa + S2. ud "as T Ba) = eters 


a ete Feet 


-— > ( ; ) (e7*D&eY)(e "DI Re") 


Osher 


= ` ( S Yi(yi, tt Py Y uan 


takan 


= (OY, Fas" +) + Yay 23,77 Q9. 


yj—yG). Yi yn m Yin,’ 


zi = a(x), Y(z, 2,777) = Yn, 
这 就 得 出 了 Beli 多 项 式 的 一 个 有 用 的 性 质 : 


Y.Cyi + 8i. Y2 t S257 "a Fn + 8.) = CY Gays ttt 


+ ¥ (815725 =. 0, 


(2.6.24) 


第 三 章 反 演 公式 


在 处 理 有 关 给 合 论 的 计数 何 是 时 , 反 演 公式 是 个 十 分 重要 的 工 
R. 本 章 将 围绕 这 一 公式 进行 讨论 。 首先 介绍 它 的 一 个 重要 的 具 
体形 式 ， 即 容 斥 原理 ($3.1) 和 该 原理 的 应 用 ($3.2)、 推 广 
$3.3. 其 次 介绍 它 的 另 一 个 重要 的 具体 形式 。， 即 整数 介 上 的 
Mobius 反 演 ($3.4), 在 此 基础 上 ,进一步 研究 了 一 般 的 偏 序 集 上 的 
RRAK CS 3.5), 最 后 还 介绍 了 其 他 一 些 反 演 公式 (§ 3.6). 


$31 容 斥 原理 


粗 政 地 说 ， 容 斥 原理 所 研究 的 问题 是 : 已 给 元 素 的 一 个 集 4 
和 性 质 的 一 个 集 P， 和 欲 将 丛 怡 满足 P 中 的 + 个 福 质 的 4 中 元 的 个 
数 ,通过 至 少 满足 P 中 包 个 性 质 的 4 中 元 的 个 数 来 计算 ， 因 为 在 
许多 问题 中 ,前 ~ 个 数目 很 难 直接 计算 ,而 后 一 个 数目 则 较 易 直接 
计算 ,所 以 这 一 原理 有 其 广泛 而 重要 的 应 用 . 

下 面 拒 问题 和 原理 鬼 述 得 更 精确 一 些 . 

首先 引进 一 些 符 号 . 

设 4 是 一 个 赋 权 集 , 妇 对 4 中 的 每 一 元 a 都 荆 与 一 个 权 
ia) 一 一 其 一 个 加 群 中 的 元 .再 证 [4| =. n€N, Xii 

P 一 | 下， 六 
3] m ^P ERR Pry Post ts Pa 扩 组 成 的 集 ; 测 
P,—1{P,|/6€X}, XGL, ml. 

如 果 一 个 元 < RAPER P, MERA "e APP, ADR 4 合 性 质 集 
Px 中 的 每 一 个 性 质 , 则 简称 为 “a 合 Px”, 需要 提醒 的 是 ,a 此 时 
还 可 能 合 Px 外 的 其 他 性 质 ; 如 果 X CY C[1, m], « & Py, 但 a 
不 再 台 Pra 中 的 其 他 性 质 ， 则 简称 为 “a dr Py 中 的 Py", TUR 


a B5 « 


Y= [l,m] BRA "ade Py”. Bid 
Alr)={a E Ala Py, XO ml |X) =r} BO, BI) 


W(r)- $) wla), r BO, (3.1.2) 

ag dlp 
dy = lat Ala £ Px}, XC1, m], (3.1.3) 
Wee >, D wla), Ba, (3.1.4) 


Xil m gE dy 
IPAE 


RORY AJAI AIDE X = 6. 则 认为 任 一 元 = 合 Pe， 所 以 ， 由 
(3.1.3) I (3.1.49 Al 


A= As 
Wa = >) wa). (3.1.3) 
现在 来 证 明 i 
X 3.11 (HARE), 
w= Seve we rz. (3.1.6) 


m 

WESS, WRAAE s d RE ER ORPhnr(0 rm m) 

性 质 , 则 
aE Alr), al AG +3539 (3 Z1), 
WM wla) FEM W. RHR, XE Wu ZR 0) ORR. 所 以 
对 这 样 的 元 aX, (3.1.60 两 节 痢 恰 包 含 一 个 wla). RACH 
T hA Pe > r) PER. 
be 4,, BE Ams ctt bE Aut 


B. 
b & diui Ci = 1). 


那么 , o(5) 在 和 WG > D 中 不 出 现 , EA WO <i <) h 
BR( ^ ORE 《3.1.6) Ip nb b M ROS 


xcod())-s 


tajar 


1) m rcm, Wart D= g, Beta +) RRR. 


= 86 6 


BAM, eb) 在 和 Wr) PRHA. 所 以 ， 对 这 样 的 元 5, 


(3.1.6) 两 节 也 都 包含 同样 多 的 v) 证 毕 . 
ARE E 4. BA w(a) = 1, Wij 


WY 3i1-140)| 一 :NGCr)， 


Wy = >> b= |A = Ny. 


at Ay 
id 
Nu = Dy 1 
18 f Pik 
则 
N= Nun 


lé rr] xm 


这 样 一 来 , (3.1.6) 就 可 写 为 
NO = 3i Coe (5) 


一 > (= ( *) >, Nose 
kr T8 deg cen 
4r= OR MEA 
NCO) = 5 (—D* A Nu. 
kao 


Li EE 


(3.1.7) 


(3.1.8) 


这 两 个 公式 关上 其 直观 性 . Plin, (3.1.8) THAT 4 ARR P hr 
性 质 的 元 的 仿 数 是 :4 中 全 部 元 的 个 数 we 减 去 4 中 具 任 一 性 质 的 
元 的 个 数 , 青 如 上 4 中 有 具 任 二 个 性 质 的 元 的 个 数 ,再 减 去 4 中 具 任 
三 个 性 质 的 元 的 个 数 ,… ,如 此 等 等 ,最 后 再 加 上 《一 1)" 与 4 中 其 
全 部 5 个 性 质 的 元 的 个 数 之 积 这 样 所 得 出 的 数 ， 在 行 第 一 次 碱 法 
BUE T. NRI POE Di Pi PG 2e 1) 的 元 在 视 作 具 狂 质 P; 
的 元 对 减 去 一 次 , 在 视 作 其 性 质 P; 的 元 时 又 减 去 一 次 , 所 以 需 加 
i}. 在 行 第 一 次 加 法 时 ,又 加 多 了 , RAMS REG P,P) AP, 
Cs Fs Å EIT CUERE P; 和 Pi 的 元 时 加 了 一 次 , 在 视 
(E Fi IR P; du Pa 的 元 时 又 加 了 一 次 , 在 视 作 具 性 质 PB 和 Pi 的 元 


+ BF + 


SUR TB IE Dn E MAIER 


ss > H ^ 3* 
-" t > a è u 
t > s e + 


mm. GES WRC OR, 


§3.2 应 用 举例 


DECALS MAAR RE RRA RAS. 
jm 3.2.1 (更 列 问 题 )。 AÈ Li. rn) 的 无 重 排列 maia, 
aT 
apt 对 7 个 足 标 守成 立 ， 
si 一 7 对 "一 > 个 足 标 了 成 立 
则 称 之 为 标准 排列 12…，” 的 一 个 >- 更 列 , 当 > 一 ”时 ,简称 为 更 
列 . SORA BG ”更 列 的 个 数 ， 
现 定义 狂 质 P; 如 下 : 
对 排列 marita, 有 : um 1 O Sin), TECHJA Pi, 
pr Pr Ci Soe da) BSHERUBST-ER dE SE L1. aMis 
t4 HS Cn — DO-A EHEAR :起 
N duni = (n 一 &)1. (3.2.1) 


P, 


因此 
Ny 一 > Nia 


nemi 


(i! 2j 1 


lem 
=| CU — A1. 
应 用 (3.1.7) 和 (3.1.8) 就 得 到 
ER 3.21. (1, s] 的 +~ 更 列 数 为 


NE) = SS (Layer — (3.2.2) 
l ok (&— ye 
11, 9] "— 


* 8B » 


Ju 


FQ po 


PS = NO) = ay S (-Dtà, (3.2.3) 
ak al 


把 (3.2.3) Al 
c =m 21070. 1 


km 
oti 


比较 : xo 是 由 < soma EDR 及 其 以 后 各 项 


—É— 一 一 ， 因 此 ,于 是 


(1, 2] 的 更 列 的 个 数 的 -一 个 非常 好 的 近似 依 ， 

问题 3.22 (ménage 问题 )， WAS, AYR, Bais 
IB], Je SE SB AINA SEE 

易 知 , n3 1 ERASE RAEN, Ea IG. dui 
圆桌 上 的 2n 4-46 rS — i EHE Fr dc DUET, 2, n 
REDE SX SE BUS MAO [HE EJ, 安排 女 宾 的 位 置 , 从 某 一 个 
F RAMS 1, 2,-—,5. 用 i 记 第 ?位 女 宾 与 第 
i 十 1 位 女 党 之 闻 的 坐位 (0 Si San D, Hed s eS 
第 工 位 女 宾 中 间 的 坐位 。 EBS , 第 一 位 男 宾 除 第 4 和 第 1 个 坐位 
外 ， 可 以 在 其 他 5 — 2 个 稚 位 的 任何 一 个 就 坐 ， 第 i 位 男 宾 除 第 
P— 1 和 第 i 个 坐位 外 ， 可 以 在 其 他 = — 2 个 坐位 的 任何 一 个 就 
坐 (2 xima). 如 果 第 i 位 男 宾 在 第 a, AERE CLR iex 
#)， 则 aa es 是 集 [1,2] 的 一 个 排列 ， 符合 要 求 的 坐 法 就 对 
MBSE BA ERED aare rau: 使 得 阵列 


1 2 ---n—l mw 
2 3 =». n 1 (3.2.4) 
a, d, tt Hai dy 


中 的 任 一 列 都 无 相同 的 数 . 这 样 的 排列 数 称 为 ménage 数 ， 记 为 
Us, RK ménage 数 的 问题 , 称 为 娩 化 的 ménage 问题 .更 一 般 的 ， 
符合 下 述 条 件 的 排列 mo ma BP RICA UQOO: 使 得 阵列 
(3.24) DARA 豆 个 列 ,这 天 个 列 中 的 每 一 列 都 有 相同 的 数 . 

AR Uy, 定义 # 个 性 质 如 下 ; 
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P: a= iiti Sgin l), 

P, a= n gl, 
STOR N.(e2m 1), BASEER * TUER Pie LP, FEMI 
RUO HEJA P, BWR: HP 中 的 任 一 个 ,共有 # PRE: 对 每 
DREH A, n 又 可 以 取 两 个 数 中 的 任何 一 个 ， 所 以 , SEES 
Pi 共有 2s 种 方法 得 到 满足 如 果 把 阵列 (3.2.4) EET A 
上 ， 则 各 列 的 硬 你 完全 平等 ， 这 就 是 它 的 到 形 对 称 性 。 出 于 这 
个 圆 形 对 称 性 ，P, 取 任 一 性 质 的 情形 与 取 P. 的 情形 完全 类 似 . 
当 Pi, 一 Pt, AAMT: a. 5 E aQ- 1. Haan, W 
(3.2.49 化 为 


1 2 一 > 一 
2 8-5 2—1 (3.2.5) 
aj Gt An- dale 
其 他 一 1 个 性 质 的 满足 当下 (3.2.5) 的 7 一 1 个 列 来 定 。 车 把 
《3.2.5) 的 全 部 #2 — 1 个 列 的 头 二 行 逐 列 写 成 一 行 ， 
£22 3 3+-*+2—-—2 n—2 n=] g=], (3.2.6) 
WAR r 一 1 PER OY B 2.9 8928 —3 PRR 6 - 177 
数 , 但 无 二 数 相 邻 的 取 法 来 决定 , 因为 相 邻 的 数 或 者 相同 , RAB 
于 (3.2.4) 的 同一 列 . 具体 言 之 ,如 果 得 到 满足 的 其 他 + 一 1 个 性 
质 是 i 
Pio Pas oP (LR Ad i 一 1), 
则 阵列 (3.2.5) 的 子 阵列 


f Trt Fee) fea 
dde pat l atl P gaal 时 ， 
gi, Utt RI. LIN 
或 
m t5 das n— l 
ld: nal 当 ia = ng i} 
8, tt 8j, a fa- 


的 等 一 列 都 有 相 问 的 数 。 于 是 ， 
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Ta toy fo 


fai, apttd } CL Si cance E E nod) 
PAE (3.2.6) "a 7 一 工 个 数 ， 基 中 无 二 相 邻 ,反之 ,对 《3.2.6) 的 
这 样 > 一 工 个 数 , 就 有 符合 要 求 的 * 一 工 个 性 质 与 之 对 应 ,而 且 这 
人 对 应 是 41 一 1 的 . 由 定理 1.2.3, 这 样 r 一 工 个 数 的 取 法 数 是 


2n —3—Cr-1) +1 inp-—r—1 
( DN )-( un ) (3.2.7) 
车 m 1s 则 《32.4) 化 为 
Z ++. g= Z a= Í 
2 Bese g—1 » . (3.2.8) 


8i d; °** EL — R62. 

5 2.5) 的 情形 类 似 , 其 余 + 一 1 个 性 质 的 满足 当 由 
21.2,3.3,.---,50 — 1, 2 — 1, n 

xk 2n 一 了 个 数 中 取 ” 一 1 CL PEORIA RERASE. 这 

样 的 取 法 数 也 是 (3.2.7). 由 于 Pi 可 有 2n 种 方式 得 到 满足 ,而 总 ， 

Pas ass oP i, 中 的 每 一 个 都 可 取 作 Pi; > E^ 


2syn — r — 1 
== "E ) 0-2: 


2n | (> — n. (s — rt. (329) 


T 28 一 > 


于 是 ,由 容 斥 原理 得 出 
定理 3.2.2 ménge HU, 的 计算 公式 是 
z Zn in— r 
Gem Mica, Jom dy aes. 
(3.2.10) 
更 一 般 的 , 数 ULUOD 为 
r A 2n . 2n —r 
UC = X y Cie -( Je - nt. 


FARA AAR 221 (BBB ART, 2, n 就 
SA, Mal de 1,2, "58 4) PTL 3.2.2 中 的 坐 法 总 数 是 


* Jl « 


2 2n 一 
iU m ip Dy ya e-e r3, 


MA (3.2.10) 可 以 推出 递归 关系 : 
(a —2)U, = n(n — 2)U, + Ua t+ 4(—1)"*,. (32.11) 
这 可 证 明 如 下 :， 对 于 求 和 指标 + 一 0 和 1, {wn 一 2)U, 和 s(n 一 
2) Ua 中 的 项 是 相等 的 ; 当 f 一 2,5 l tR OS — 200, 
Al a(n — 2)U, 的 第 > 项 以 及 wD, 的 第 + 一 2 项 ,有 恒等式 
Da Nn = 1 


r 


= nln 一 2) ee B ‘) (0 — r7 —1) 
Enn ri )e-os 


M (s —2)U, BJ = n 3X— BARI nU, ;的 rr m n — 2 这 一 项 得 日 
(n —2)(—1) - 2 e n(—1)*? * 2 + 4(—1)n*, 
Aly (3.2.11) ER YF. 
在 $9.6 中 ,还 将 从 其 他 角度 来 研究 和 解决 这 一 问题 。 
(0883.23. X; n; € NO i xm). 划 最 大公 因数 
(ais a;) -] (i 7$ i). 
id 
B= {ke li, nlja yk GO x im m), 
$ IE]. 
对 集 [1, 2 1 用 容 斥 原理 . Mom SEP: 
a QE P, RE auda (1s dm m). 
IBR iL #1 中 合 性 质 Pis -Pi A<--- x 2 的 元 的 个 数 为 


[ n | 
3 
atta, 


这 里 [zx] 表示 不 起 过 * 的 最 大 整数 .因此 ， 


v= D> [2 
bei A 


» 92 + 


ita 


定理 3.2.3. 
[Bl = 5; (-1y [一 一 |， 62» 
mr Wii i 
问题 324. i£ 


€, = (k&€[1, a) |G, 2) — 1). 

RÍc.. 

|C.| 是 由 # 唯一 确定 的 ， 记 为 en). UM Euler AR. ig 
Dio Pott to pm 是 # 的 全 部 不 同 的 素 因 子 , 则 CA, 0 — 1 的 充 要 条 
件 是 

(pO m d O SiS m). 

于 是 ,应 用 (3.2.12) (818 

定理 3.244. 

eme >) C-1y y = 
Deren 


dcm PC Pi i 
SRP AUR ALL AE. 在 $ 34 RET AA. RATE 
来 进行 这 一 工作 . 
有 关 容 斥 原理 的 其 他 一 些 庶 用 还 将 在 本 节 的 其 他 部 分 一 现 . 
现在 转 而 讨论 它 的 推广 . 


3.3 广 赛 斥 原 理 


如 果 计 数 问题 中 的 性 质 分 成 » 个 组 ， 对 任意 加 定 的 正 整 数 
fo rar rn SRE: WHT sign), Rahs 
BUB ”个 性 质 的 元 的 反之 和 ,， 这 里 提出 一 个 计算 的 公式 ， 它 基 
(3.1.6) 的 推广 OS P AR RC 3i [11). 

再 引进 一 些 记号 : . 

T,= [1, mi]. m£ N(1 xis), 
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Par, = [Pas Past tts Pim} A m, 个 性 质 Pu 启 组 成 的 入 
(1sis n), 

Pax = [Pa] E Xi}, XOT, (1 im n), 

Ann) = {a6 Ala BE Parn FRY Paro X; CT, 


POLENMUETETIP 


Wri tt ta = > wa), (3.3.1) 


aE dir onu 


Hg, = ftr = [jast tt stra, td Stas tee ox fus * s] 
(1e in), 
Ainoa = [5€ Ala £t Pnl san) 


[1€ fal Sis), 


Werte D, 2 wa). (3.3.2) 


WET a, te Ain LF] 


seme ° 
于 是 , 广 容 太原 理 可 以 表 为 
定理 3.3.1 
TE 
Wonde NP Comm 
rjsk pam; 
dern 
(Ki 3.3.3 


ry 
证 明 ， ”如 党 4 中 元 a€ Ar ees n0. W wl) 在 和 
W Crt tated 中 公 出 现 一 次 : 且 存 在 T; 的 子 集 Xis 使 
a e Pues 1X; | "Fi (1 «isn). 


在 集 X HE TSR Yo 使 [Yal 一 ku RERO (7) Hot i 


jM, YR Y 的 选 法 是 完全 各 自 独 立 的 , 故 “ 属于 H (7) 个 


l&jn Zr 


不 同 的 集 Anum. Bik, wla) 在 Wa, 中 出 现 的 次 数 是 
Tl ( MS 
dejo Ay 
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Was. = Dy II (7) W Erate tara). (3.3.4) 


kemryem, biga 


Vere a 
SSG RR 
G(x;,--*, x): 一 M W,stttas I ati, (3.3.5) 
pog an 
(下 


E (3.3.4) 可 得 
G(x ++ T» 


= M W(n.-n) > II Cw] 


Verres 


DR Ar; Dn H 
deg!) darn 
- r: 
= D woord HDD D (Ya 
Der pep liegt Ur. ki 
Asian 
= 2, Wrasse) I Gta. (3.3.6) 
etry ein 
neret] 
经 代 换 
y= l +e; (1 Si<n), 
(3.3.6) 化 为 
GO — dy — 1) = D>) WO) TID». 
Oron, ia 
Onan) 
(3.3.7) 
if (3.3.5) 化 为 
GO Letty —D — SD Was IL G;— 08 
Dk ium; leita 
ern 
ker, (Ne 
= >, W kreeka >, II (=D PU y? 
Ue jc; Or; Tein fj 
ient s ain) 


$5 yery 
= M Il yi M (19 MA Il V) 
DefjEm; Ames — ls A; leen 
xeu sis) 
X W epoka . (3.3.8) 


ER GADA (3.3.8) 二 式 右 节 之 


II y? 


lajan 
的 系数 ,得 
2j yoy k 
Wri tore) — > (—1y*^** Hi ( LAN 
risk Pm laren C: 
Oca 


此 即 C3.3.3) 。 证 毕 ， 

在 # 一 1 的 特殊 情形 ,定理 3.3.1 就 是 普通 的 客 斥 原理， 所 以 
上 述 证 明 过 程 中 令 s 一 1 而 得 出 的 简单 形式 就 成 为 普通 的 容 斥 原 
理 的 第 二 个 证 明 ， 

如 果 在 定理 3.3.1 中 取 


r= Fy eom guo = 0, 


则 得 
WOO) = w(0,--.,0 — (HEE tte Lue, 


Werk cnm, 
Mei at 


= > (—1)4W p, 


MER Sane 
这 又 回 到 了 (3.1.7). 

下 面 应 用 广 窜 斥 原理 来 解决 一 些 组 合 论 课题， 

问题 331 (Cr … ,rn)- 保 位 排列 问题 )、 这 个 问题 是 更 列 问 
题 的 推广 . 

BEBE D, m] 的 一 个 全 排列 ausa, 被 分 成 长 度 依次 为 
mus mirum, 的 相 邻 接 的 ”发 时 ， 第 诗 段 中 恰 有 nO <i <n) 
个 保 位 一 即 a) 一 i 者 (1 志 1 所 #)， 这样 的 排列 就 如 做 一 个 
Crates ?2)- 保 位 排列 ， 其 个 数 记 为 NCr,，,…- ,7。), 又 把 第 1 BE 
HEDH k MRR (1 <i <n) 的 全 排列 的 个 数 记 为 Nits 于 
是 ， 


N puesta = Ul CX fHo— > t) 


Lr i ien 
在 定理 3.3.1 中 取 wle) = 1(a 为 任意 的 mw 阶 全 排列 ), 便 得 
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定理 3.3.2. 


fr， rr》 一 > Cy thy) 
[Do 
x i (ON m pa &) . (3.3.0) 


Epor r5,—0 B5,03.3.9) 化 为 
NCO): = NCO,---,0) 


= 5 (— l)e H (X m — 5 k)i 


OSA prea: le ien LO l& Pn 
Misa pa n 
Án, 
f 
-Toy X Ne- 
tlm ki 
mik md 
Uere unl 


= $3 (nm). 


0 TI 
这 就 是 mw 阶 更 列 的 个 数 一 一 与 已 有 结果 一 致 . 

下 面 来 推广 ménage 问题 . 

J. H. van Lint $E ménage 问题 作 了 推广 ;解决 了 下 面 的 
限 位 排列 问题 ， 集 [1,m 十 #1] 的 无 重 排 列 aar amta 使 得 阵列 


1, 2, +++, m-l, m, m-d-l,m4-2.,:---, md-n—1, mn 


m,l1,-777*, m—2, m—l mtn, m lise, moa 6—2, mta—l 


Gay Gry" 7 5 Bpis Gu, mH mkl "75 wn Amtn 
Cm > nr=?) 
(3.3.10) 


ris te — p SU TB AK ,这样 的 排列 的 个 数 记 为 了。 他 用 
de Bruijn 的 方法 证 明了 
` U ma =| U maen 十 U m-a (m =n 22), (3.3.11) 
这 里 U; 为 ménage 数 ,这样 ， 通 过 ménage 数 就 可 计算 出 数 0,.。， 
这 个 问题 的 一 般 形 式 是 : 设 诸 mo nO Sin), m 为 本 节 
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FeRAM, Hom 22. 7 L1. m} 的 无 重 排列 < +e, E 
阵列 


1. 2 my m,d-l. mit2, e+, m+ Mz 


Mis l, 6+, 0m —1, mbm, mt1, +++, mayb, 


fis f» t > mo Smt Pokia ts ME 
第 1 列 组 第 2 列 组 (3.3.12) 
t. munt tom th, mt tma 2s te sm 
um nm, myte etm, tl,---,m—! 
7775 Hung dis 好 mi 小 -ra 二 zs MES 
第 5 列 组 


中 ,第 : ARRA "个 列 。 它 们 之 任 一 列 都 有 相间 的 数 (1 < 
i < ,这 样 的 排列 的 个 数 记 为 


Dr tts Pade (3.3.3) 
问题 3.3.2 (ménage 问题 的 推广 )， 如 何 求 出 (3.3.13) 的 计 


算 公 式 ? 
BAe 2B n 一 + 一 0 时 很 特殊 的 情形 就 是 van Lin 
RISE. | 
de Brujn 方法 对 van Line BRU APRIL ES 28 80 1 eH, SE 
想 对 上 述 非 党 一 般 的 问题 来 应 用 它 ,不 是 不 可 能 ,就 是 十 分 困难 是. 
THR. WALA ARAB, 则 不 难得 出 (3.3.13) 的 直接 表 
达 式 ， 
今 设 4 为 [1, ml 的 全 体 无 重 排列 mm"… a 所 组 成 的 集 , 诸 
E PrO meom, SiS 界定 如 下 ; 
mi 二 
或 om, t-+++m,.4+7—1, 
Silium, 
m, d mpl, 
BY my, + tedma + mis 
(<i<n), 


Pau ode; tt 7 | 


Pa: fm dmj 7 í 


» Q8 >» 


再 设 对 一 切 at A, A w)-—1. 于 是 
U e smi Tis ttt oth) = Wir, ftt Te. 


FBiEBj (3.2.9) 的 方法 可 以 证 朋 
引 理 3.3.1. 


ne Hage 
x( m= 4) 


Eie n 
E ORRE, RRA 
X8 333. dim, 20» mima) D 


U mamng ptt, rk) 


gr ij 2m 
- $ co» II ( 7 i 
rS pets ind sin Ti 2m; — i 
Vai} 
£ 2 oo Hh a 
x(^" ) (m— >) 1 Jr. (3.3.14) 
^ i, ^ eke 


2b 5—2 Arn =r. = OR, KiE m A om, om An, Wu 
(3.3.14) 化 为 
U m,n = U mnt Os 0) 
jo 2m m= 2n — 
= D OOt- ga ( i Pre 


diem — t 
eni amer 


x(^ Ym +n—i—f)t. 
结合 (3.3.11), 立 得 
B Hmn Anan 
DD" Pm dei) 


heer t t 2n — j 
Deis fn ra 


X (mc sii) 


> (iy Se ta mtm * Yos — t 


Verc e m st 2(m + n)—k 
= pu 200 — 2) 2(m—n) —4 
a d T PR D 2(m —2)—1 ( i ) 


X (m—5-—i)t, X mn, 


D cam cam — D+, Bm UM 


DT 4 & 

(0188 3.3.3. — Ub {pyha l SiS ne) HE HR m= tees + 
m。 个 不 同 的 素数 。 ALIN bik, 个 第 计 组 中 的 素数 整 
除 (xim) 的 数 的 个 数 是 多 少 3 

记 所 求 的 个 数 为 Mr ,+s)。 ELIS NI) BR kT 
第 : 组 中 的 素数 整除 《1 «i sos) 的 数 的 个 数 记 为 Massa. M 


- N 
Maaa 一 — N 
wT Aa 


D a Xa komm, 
Meier; 
Geist 


TEH ARAH, 
定理 3.3.4. 
Mr.) 


) "A H iT pier | 


§3.4 Möbius kt iH 


在 自然 数 集 N ESE TRI. PRA Möbius PER. 如 
JE ”> 1， 则 ”可 以 唯一 分 解 为 素数 次 的 乘积 : 
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n = phplees- pir > LERI SiS r) (3.4.1) 
pimp. 


函数 (n) 的 定义 是 
l, 3X) r1, 
un) = 40, 6 GADHAL l, (3.4.2) 
(~1¥, $4.1) Bi, m mel, 
RI 3.4.1. 
2 «n- N m | (3.4.3) 


这 里 的 求 和 范围 “#1” 末 4 过 +» 的 全 部 正 因 数 . 
证 明 . 车 2 二 1. 区 4 一 1 是 = 仅 有 的 一 个 因数 , Awl) 一 
1， 故 (3.4.0 RY. 
Hin > 1, Boe ANER 34.1), $ n — ppr pe @ 的 一 
个 因数 2, WRAL x* 的 一 个 因数 ,就 有 (2) 一 0， 因此 
Dy el) = 2,40) 


dls dis 


= > M anc) 


Tt ar ldeaeeelig*r 


-2, B CY 
Ike x m ae 
= (GI. 
Lake ` Š ? 
最 后 一 式 之 所 以 成 立 , 因 有 se Sle. 
定理 3.41 (Mobius 反 演 公式 )， iio) gn) 是 定义 在 
EARR N 上 的 二 个 终 煞 ,符合 


Ko 一 go) EN, (3.4.4) 
~ 2 (3), (544^) 


则 可 表 e A f AR: 
*1Ql 


go) = 2 ant (5, new. (3.4.5) 


din 
Bi M 3.4.3) SLB A 3.4.49, 
WEBH. 对 于 # 的 地 一 个 因数 4, 有 


(5) = 20» 
ERE, 
2 «Di( 5) = Sater E «D 
dl d'a ain 
= 之 g(a’) 2; ad). (3.4.6) 
2r 
gi (3.4.3), 
1, 项 E 一 ]， 
2) ad) 一 n (3.4.7) 
d m 0, E 4 > 1, 


4& (3.4.7) A (3.4.6) 即 得 (3.4.5), 
HER. Y GADER” RRRA GAD 的 在 节 便 可 得 到 左 
定理 3.4.] 不 礁 推广 到 多 变 元 函数 二 去 . 
定理 34.2， iB fx. +e) Mele tin) 是 定义 在 
NX.-..XN.: 
r4 


RS + aOR (Cr 之 1), 符合 
大 让 > g(dist++sd,), ni € N, (3.4.8) 


LET 
ELT n 


WIT 2 f 的 基数 ; 
BCs tan) = 2 pid). ald dt (esr), 


Uer xor) 


+ ]025 


ne N. (3.4.9) 


反之 ,从 (3.4.9) FTE (3.4.8). 
TEAR, ”这 个 定理 可 以 仿照 定理 3.4.1 的 证 明 来 得 出 ,也 可 对 
r 行 数学 归 铅 法 .这 里 用 后 一 方法 . 
3 r= PHP. 定理 3.4.2 就 是 定理 3.4.1、 设 定理 对 * 一 1S 
1) 成 立 , 往 证 定理 对 7 也 成 立 ， 党 证 由 《3.4.8) 可 以 推出 (3.4.95, 
记 
F(m,.naasm)s 《410 


girl} 


F3 (3.4.8), 则 得 
fm. anas n,) = D Fm, tonad). (3.4.11) 


[MEM 


固定 理 对 > 一 LAE e — 1 RI, RR C3.4.10) 和 (3.4.11) 分 别 扒 
得 
gin. BELLO xe) = Ss p(d,)+- «wld, DF 


aj lay 
eg rene 1) 
x( 5, esten 2). (3.4.12) 
d, dea 


AI 
F(n.-**,n7) = 5 uCd,) (m. s His E). (3.4.13) 


dyl tty 


TE (3.4.12) 中 换 x, 为 mw， 再 把 《3.4.137 AY me oes nea 分 别 换 
为 io Pl RHR A SAY (34.12), 得 


4^ ^ d. 
gm. me. BO = 了 MD Cd) 
agin 
x n E uL z) 
2a at ere 


T fy wae Pe 
= D aah e), 
Ure) 


= t03- 


由 (3.4.9) 推出 (3.4.8) 的 证 明 也 是 类 似 和 的 ， 证 毕 . 

现在 应 用 定理 3.4.1 来 解决 有 关 圆 形 排列 的 一 个 问题 ， 

所 谓 圆 形 排列 ,就 是 放 在 贺 辕 目的 一 个 排列 ,其 相对 位 置 相同 
而 绝对 位 置 不 同 的 排列 视 为 同一 个 排列 . 当选 定 圆周 的 定向 后 ， 
圆 局 上 的 元 依次 为 am a, 的 隆 形 排列 , 记 为 Qaa. 为 了 
避免 混 消 ， 有 时 把 第 一 章 中 所 介绍 的 排列 称 为 线形 排列 、 一 个 图 
形 排列 所 包含 的 元 的 个 数 。 叫 做 该 贺 形 排列 的 长 或 长 度 .一 个 网 
形 排列 如 果 可 电 某 一 长 为 大 的 线形 排列 在 贺 局 上 上 重复 若干 次 来 产 
生 , 则 把 这 种 数 才 让 的 最 小 者 称 为 该 贺 形 排列 的 局 期 ， 

ACHES OT AZRIEL, IR HEP BT 8H R ER. 
FERA HR ASENET RIE Alm, MH 


USUAL 109 o ERBUCHERI ROS 2. SRF, BOIS 
是 容易 解决 的 ， 如 果 sco. WKAR RIA n- 无 重 贺 形 排 
5j. MR ass, Wl nC RRMA RS Ch. Hot 
重 线形 排列 与 -无 重 圆 形 排列 有 下 列 对 应 关系 : 
HQ 3*7 fp- p 
i, E Oaar Aaina 
Ga Hl *** By) 4,4] 
其 中 左 节 是 = 个 不 同 的 = 无 重 线性 排列 。 而 右 节 只 是 一 个 "无 重 
图形 排列 , 故 "无 重 局 形 排列 数 只 是 "无 重 线形 排列 数 的 -一 Hn 
是 
Lo. 
95 
FERH n> > 时 ，(r)。 一 0， 故 最 后 得 到 
p= 1G), EnB 2S 


A E ies, AVE 
P= 1, “a + a, 


1:104» 


FÆ [l r) 上 的 BRIAR RE RE 


I 


问题 34.1( 可 重 圆 形 排列 的 个 数 问题 ). 把 集 1. +] BA 
期 为 的 w- 可 重 贺 形 排列 的 个 数 记 为 Mu: 一 ML. RE, r] 的 
aH) HEI BA SL SOR M: MU, 的 表达 式 . 

由 周期 和 长 度 的 定义 可 知 ， 周 期 一 定 是 长 度 的 因数 . 当 d|a 


时 ,每 一 个 周期 是 z 的 4- 可 重 贺 形 排列 Oar- -aa 可 以 重复 3 次 
产生 一 个 周期 为 4 的 sz- 可 重 贺 形 排列 


Qa tug Gyo tag t dg "7n Ha, 
——* —— ——— (3.4.14) 


SX o. 
这 种 排列 的 每 一 个 怡 好 对 应 于 < 个 不 同 的 -REHE A: 


i 人 “89 da do *7 * day 


a9 4» ERR,» htm 


(3.4.15) 


3 组 
而 且 一 个 04.14» 和 一 组 (3.4.15) 之 闻 的 对 应 是 (1 一 1) 的 . 所 
以 ,周期 «是 a 的 全 部 #- 可 重 贺 形 排列 所 对 应 的 w- 可 重 线形 排列 的 
总 数 是 dMa 对 所 有 可 能 的 周期 求 和 ,得 
SM Mar, 


du 


RATH £^ 是 集 [1, +] 的 s-RIERAUEHESUER. 对 上 式 施 行 
Möbius 反 注 ,得 


aM, = >, aA. (3.4.16) 
dina 
于 是 有 
定理 3.4.3. 
M, 4 uCa)r *, (3.4.17) 
B als 
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BH: 23 o), (3.4.18) 


这 里 pld) 为 Euer HR. 
证 明 ， (3.4.17) BI (3.4.16). at (3.4.18) 9] EHEZHT: 


g,- MM 


dln 


- X LY 


EIE dud 


= 3) LaGor*. 


dyle da udin 


d = 


7 ala E ae d, ° (3.4.19) 
再 由 定理 3.2.4, EI n* me iy Bes 出 
piny= >) 1} 
rri 
253 u(d) 


Fle d 


Ie eem Pa,” * "Po 


Bin iy LL RA GAT9, f 
gu NP VÍPRYE 
es Drel) 


E n 


-ly (3) 


no kia 


- | 5 wCDri 


kin 


这 就 是 (3.4.18)， 证 毕 . 
问题 3.4.2. TEH Li, r| Mn PRAHA, MRR: 


«106 = 


(1 Si <r) ERRIA S, KEARE bor +b mn, 
则 称 这 样 的 挂 列 是 一 个 5，---，&)- 圆 形 排 列 。 周期 是 ”的 
Chtt b -AEREA NEGT MCA. b, SK Cees, 
b -AERES TGEA € (5.5). FOR Mu 和 
W(Bh, ub) 的 表达 式 ， 

设 Qai EI artt b -EERS HAAA ad E 
由 Oaar +a, 重复 不 次 就 生成 了 (aar ta. BRO 


dk n, 7 Chistes (3.4.20) 


KH (4,,---, 5) di bu b, 诸 数 的 最 大 公 因 数 .。 这 是 因为 ， 
pup xin OTI T "aj 中 ， Tk i HERKKI à, 则 在 (24,21 "ay 


中 , 数 站 的 重复 次 数 就 是 T 一 56。 出 此 推出 


d|n, HE (<i<r), 
和 
E= fe, S kd, (3.4.21) 
n/d lir 


由 (C3.4.14) 和 《3.4.15) 的 对 应 关系 可 知 , 周期 是 了 的 一 切 (2 …， 
é,)-BUIGHEWI TA 45 4M (htta dD 个 pa- 可 重 线 形 排 烈 相对 应 ,已 
4l Ch, uiu sa XE REUS 2E 


nt 
bl*-**b,1 
i 
dM (bi ,+ ub AL 
Xp Mb) = Los 
zje A) 
是 即 
> aye( 4. ZALE d 
dln nja jd tee ck! 
Zehat) 


RTS dis 记 (oe: b = m, b= bm 上 式 化 
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a+ 


2; cori TW (Koss) 
- [a Tore + b)mlry 
(bm) Gump oC (3.4.22) 
515 


+o +b) TM Bg E) 
BERM c (7) , 因 B, +++ ,不 随 m, d 而 变 ， 故 由 (3.4.22)、 
GAA) 和 反 演 公式 得 


(8, 十 … 二 5M (5, - 


++,6,) 
= (bh, t 


* 十 b mM (Em. "tta 5m) 


|G + + Bey 


d, 
T 
d 
一 wd) 
2: A, n] 
d d 
从 而 
fh 
一 人 
1 & 
M(b,--.)—— 9 wld) -. (3.423) 
9 oae da, 5 
d d 
5—J3WW, 
& b 
Eh, h)- M, es) 
f ) dia G3 n/d 
PRIUS 
i udi) 
TÈ 33. , 
ale p al Gea 
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2 
A" (3.4.24) 
Ga en y 
因为 上 式 的 求 和 范围 
din, 
B5 (hub, 
d (3.4.25) 
fA. Ér 
di (2 2) 
等 价 于 
d |n». 
ni 
F (b, bs 
did, 
——8 | 
(b, V5 a,’ 
He É =k W 34.25) 等 价 于 
Ale, 
2 Chatt ebo 
R (3.4.26) 
4 
XJ 
5, € IL ; 
n/d. 253 afk OSIS) 
d, 
dH 3.4.26 30 (3.3.24) 得 出 
B Charte) = > HX 
a ak 1 


et 


£a ML 
nik nik 
1 (* Ry 
一 A gf Bj AL ` 
kia 2 . b, 
iive 7 E 
Me X 2,48 
Á 
fi 
Chath) mm- pd) -— (3.4.27) 
" 2 15, i 
d d 
这 就 得 出 了 


定理 3.4.4. MC, ~ S Al ECA,- It sr) ay AEH (3.4.23) 
AM (3.4.27) 给 出 . 


$3.3 丛 序 集 上 的 Mobius 反 演 


在 5 3.4 RIT ORRE N 上 的 Mobius RH, YE § 3.1 中 
THOT ARIA. (ERMA. SSR ALAR (3.1.6) 看 成 出 
定义 就 可 推出 的 平凡 的 等 式 

wW, 一 2; Wo) 
NMI. XPM RRM Le RBA, 它们 在 实质 上 有 有 
没有 联系 呢 ? 本 节 村 论证 的 是 ， 这 二 者 都 是 更 广 的 一 类 反 演 的 特 
款 ， 为 此 ,首先 引进 一 些 定义 . 

定义 3.5.1 i4 RAAE, RE AX 4 的 一 个 于 集 ， 
网 称 丸 是 4 上 的 ~ -个 工 元 关系 ,如 果 4 中 的 两 个 元 a 和 a 符合 

Ca, ae R, 
BEAJ a, Ga FRR RAI 


a Ka, 


MU TE 


SEM 3.5.2. 证 已 是 一 个 非 空 焦 , Hip P LAWS RA“ H” 
和 -一 ”使 得 下 而 的 公理 成 立 : 
POL. 对 卫 中 每 一 元 z 都 有 +* 站 
PO2. Ax my Hy az, We > os 
PO3. Æ x zm y Boy Sx, DU x = y, 
Jo A OX S UMP. ERO MRA. AR ROU E 
的 一 个 "相等 关系 "。 "rcm y" 读 为 "e 包含 y". "x 一 y" ROS "r 
等 于 y”， CHE PER. 
念 后 若 无 特 殊 声 明 ， 偏 序 集 的 两 个 关系 均 采 用 记号 " 之 ”和 


€ as 


* 


EX 35.3. BPRS RR, HAE 
PO4, Fi x,y € P, 则 必 有 
amy Roy 2 x, 

则 了 P 岂 做 一 个 全 序 集 , 又 叫做 一 个 链 . 

为 方便 计 , 常 把 y 所 + 作为 x 全 y 的 另 一 写法 . Brey 
tay, XO x y. AySrAewey, REA <x, 

偏 序 集 的 两 个 重要 的 特例 是 

8)»35]. 流 一 个 有 限 集 了 的 子 集 作为 P 的 元 ,把 空 集 记 为 0， 
把 工本 身 记 为 1, 而 yy mox MY dx PPR. 

例 35.2 PHBA AD IEES, i y S x RIB yle, 

34 XXPA Pb OL A RA e's A. 

定义 3.5.4 XE T ABFRPA-T+TRB PNP 
FT NET BAe Ss, WERT OR. Be 是 工 的 
一 个 下 界 使 得 对 于 了 的 每 一 个 下 界 < 都 有 rz, ME WRT 
的 最 大 下 界 ， 若 对 了 的 每 一 个 都 有 xc» o, Wis TRU 
FR. 车 = 是 工 的 一 个 上 界 使 得 对 于 每 一 个 上 界 MA xk s, Ml 
把 = 叫做 工 的 最 小 上 界 . 若 己 自身 有 一 个 最 大 干 界 , 就 招 它 叫 做 
PHS. GPASA TELA BEE PHS, SCR 
单位 元 dE 


Lx, y]: = |w E P| S w << y}, x,y€P 


*1ll* 


叫做 由 = 到 * RIT. 
Lx, yl = dz. y). 
就 说 元 > Bae T Ux. HR P HEC KE te, y]; 都 有 
Ix, yl] «o0, 
MU PER ATR. 
从 PO3 得 知 , 若 了 有 一 个 最 大 下 界 , 则 它 是 唯一 的 ; BTA 
个 最 小 上 界 Ven Ae. 
PETAR. SAREE P Xx POET RA 
HEIR F d RR, 
B {Ke y) Ke y) = 0, Bry}. (3.5.1) 
XEX 35.5. FC SB E EC PRR), LL 
及 互生 的 元 对 KF WAR RIE, Se RIAs SE— 
样 , 记 法 也 一 样 : 
fry Tax, y), Hrsy) gles y) = fx, yog(a. y). 
ci(x, y). 
FT PAIRS A" * "ARN ED EIE k TERY SERA kR, 定义 
为 


f(x. y) * glx, y) 一 >) Fer, x)g(z, y), vay € P. (3.5.2) 
Ty 


因为 了 是 扁 部 有 限 的 ;, 故 (3.5.2) 中 的 和 为 有 限 知 ， 其 次 , E rey, 
Wie, y) k glr, p 的 和 式 为 空 和 :其 信 为 等 0€ Ff。 BA, F 
中 二 个 冰 数 的 上 积 仍 在 .多 中 。 所 以 这 样 的 匀 法 定义 是 合理 的 . 

定义 35.6. BRR. ORE 3.5.5 中 的 运算 组 成 的 代数 
系统 记 为 4(P)， 轴 做 局 部 育 限 集 了 小 的 关联 代数 . 

BI 3.5.1. APU k ENARRARE. x NMED 
配 律 : 

(Gay) k gCr y) Doe &(, 2 = xs ye Lele, y) k Alr, 2], 

(3.5.3) 


f(x, y) i gor, y) + Alr, 92] = fx, v2 x ele, y) 
+ flx, y) xk (xay). (3.5.4) 
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TESA. 记 
R(x m) = f(x, m)*s(x,w)— D>) fx, sog n, w), 
TAGS 


Kes y) = g(s, y) EAC, y) — D, ale, eC. y), 
Lis etd 


出 
FEF DEFER yJ]* Ax, y) = EF y)*h(z, y) 


= >) kx, w)h(w, y) 


一 $5 DD Ke, dels, Go, y) 


ae Ira 


- Sed] 3 ses | 


"LEA 


= 5 f(x, z), y) 


zay 
= Hry) x.y) = flr, yjæ igir, vy) RAC. 92], 
这 就 是 (3.5.3). (3.5.4) 的 证 明 也 是 喜 接 的 : 
Kas 9) *L g(r, y) 十 上 xy 
一 2; f(x, 20 Lg Cn, y) + ACs, y] 


xA il 


PN [fCx, 2)ge(z, y) EN f(x, raz, 321 


- 2; f(x, z)g(n y) + 之 fx, 242, y) 


= Ka yk ex, y) + fle, y) hx. y). 
WE. 
由 直接 计算 还 可 得 出 
引 理 35.2. ACP) ORE RIERA — TLR, BT ,使 
8(x, yE flrs y) = fx, vy) Br y) = f(x, y) (35.5) 
对 ACP) (B RE AY Ox, y) MRAR blr, y): 


1, 7; xy, 
SEE Hany, 


(3.5.6) 


IMS 


现在 转 而 讨论 ACP) dp segs VE, RI ae BRUTAL AB BOE 
* FEZ FP RRA TR 
引 理 3.5.3。 APHRA, Gr yer Zoe BUE RS E A 
f(x, x) = 0, x € P. (3.5.7) 
xxi E AEA ENE. ASR EE (3.5.7) WERE MA «SUN 
Ai ok SERRE AY. ELSE BS ,就 称 为 是 赣 . 
WEBB. 对 左 , 右 x* ERU IE EE SE ae BUN , XXL. EUG] coe EJ 
情形 加 以 证 明 . 
E Ka, y) AE EEETE 1829 ole, ya WU) 
gz, y) x, y) = Be, y). 
在 上 式 中 代 人 ?一 *， 得 
| = g(a, x) f(r, x) = glx, rr, x), (3.5.8) 
故 有 (3.5.7)。 这 就 证 明了 茶 件 的 必要 性 . 
35 (3.5.7) 成 立 , 可 用 归纳 法 证 有 明 对 在 意 v. 都 可 确定 函数 全 
gla, 3X 对 所 有 x& P 符合 . 
gla, y) X f(x, y) = 8x, y). (3.5.9) 
M y= arij, (3.5.0 RE G58). By >a RAEN > 
(x xb my): HUE HARE els, 2) 符合 
a(x, x) f(x, z) = Or, z). (3.5.10) 


那么 , 令 
0, 若 x fy 
gla, y) f(x, y) = PED = i apaia 
的 前 数值 glr, w) (w 在 nn 


d 
( (2, 3 a = y, 


‘gla, 2), Aix omm wry, 
(3.5.11) 


ss 一] 


而 且 由 3.5.7) ATAR RI, (3.5.11) 存在 且 唯 … 
Zn» A gle. y) DOA fx, y2 AA IURIS se 35. DU 


EE 


giCxsy)* Cx, y) = ax, y) 
I(x, yD R gx y) = 82x, y). 
出 此 可 得 
Bx) = Hr VR px. y) = Sr) Er) nn. y) 
= giray) t Cray) = nix. y). 
至 此 , 引 理 就 全 部 证 毕 . 
定义 3.5.7. ACP) 中 的 函数 
CE xy 
0, F xy, 
mik C-AR, L-PÉTXBSGk AMY A Mobius 国 数 , 记 为 eC. y. 
ALA Cx Ly) BE G57), Kale, y) 存在 而 且 唯 一 ， 且 既是 


cy) = { 


la.) Hee. XG kE AT 
i, H r=y, 
一 (x, ae Xy. C l 
u(x.y) — P , (3.5.12) 
一 Ni ely), Eray. 
rcray 


现在 来 定 出 例 3.5.2 中 的 偏 序 集 上 的 关联 代数 的 Mobius BR 
数 ， 
尼 时 ,对 任 一 区 间 [,91, z€ Ex, yl CB e x 2 ey) Bey 


mc xd, y = ze = rde, 
RH 
sly, di. 
x 
这 样 的 > 与 了 是 (1 一 二 对 应 的 ， 由 《3.5.12)， 知 
l, 车 r= y, 
> = 3.5.13 
PESD " E rx (3.5.13) 


把 此 式 与 引 理 3.4.1 比较 : 35 x [y 时 ， 


lij» 


1, # 2 =1, 
>) «n | 


aZ 
Fa ok TAME HE, 49 
aCrsy) = p (2 \. 


x? 
这 样 一 来 ,定理 3.4.1 可 以 改写 为 ， 等 式 
K= D g(d), —WVneN 


成 立 的 充 要 条 件 是 
e(n) = D) aldni), —W ne N. 
lieder 


这 里 , 为 了 区 别 自然 数 的 大 小 顺序 和 例 3.5.2 中 的 偏 序 , 将 后 考 用 
“ 扫 "表示 . 

自然 而 然 地 发 生 了 一 个 问题 ， 对 任意 的 局 部 有 限 偏 序 集 ， 有 
FAV RAAT? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 . 

EH 3.5.1. (G. C. Roa[ 11) WP 蚌 一 个 局 部 有 限 偏 序 集 ， 
«HERP Mes, fG) Me) SEXP ELEZ — n 
mG 中 取信 的 函数 .那么 ,等 式 


za 一 D J), —U EP (3.5.14) 
agyr 
成 立 的 充 要 条 性 是 
f(x) — M gGDaCy x), —Wx€P. (3.5.15) 
Oya 
ABR AB RAE FCG) 市 进行 的 ， 
证 明 。 (3.5.14) 成 立 , 刚 
D 8H = A, 25 ads) 


anya, Yar gexe«y 


= >) f») =, pi yx) 


orgy 


一 f(x). 
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最 后 一 个 等 式 之 成 立 是 因 (3.4.13) 的 缘故 . 反之, E 35.152 成 
立 , 则 

M f= X 2, gz) uz. y) 

LI iE 


"YA X di. Ed 


= 5, ga) PH pia sy) 


agree 
= gír). 
定理 证 毕 . 
现在 来 看 看 ， 把 定理 35.1 ATA 3.5.1 B4 FE SERE GE UE 
结果 . 首先 确定 其 上 的 关联 代数 的 Möbius PAR. 
引 理 35.4. 对 例 3.5.1 的 偏 序 集 上 的 关联 代数 ,其 Möbius BR 
BA 


(" E oxAy. 
(—1) stel, E x <= y. 

WEB, — XixcmyHdy|—ixi—0,U]y 一 zx. 此 时 C3.5.16) 
给 出 ease) = 1。 这 与 Mebius 函数 的 性 质 一 致 . 今 对 dy 1l — 1x] 
用 数学 归纳 法 来 证 明 (3.5.15)。 iE y 2x, Iyi leiri 
(r SLD, (3.5.16) 成 立 , 往 证 7 22 x, 和 9 一 |z| 一 "时 ,人 3.5.16) 
也 成 立 . A (3.5.12), 有 


ny) = (3.5.16) 


gi(x,y)-—- —1 «(1)-G)* wee (LH 
x( teste 小 (3.5.17) 


这 是 因为 ,有 ( Mei e y REIS m Id =j 实际 上 ， 
= 就 是 对 RLY 中 不 属于 * 的 ; 个 元 所 得 出 的 工 的 子 集 ， 而 》 
中 有 个 元 不 属于 *, 所 以 有 ( ，) 个 取 法 ,由 (3.5.17) 立 得 


p(x,y) = C—1lY, 
ES xy 时 ,由 p(x.y)€ ACP), THREAT. 证 毕 . 
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引 理 3.5.5. EP. P, E AES BREL IRR E, P, 中 的 序 
为 " «^. MRT EEUE P, X oo x 5 中 定义 的 关系 “所 "是 一 


^d Hr: 
Catt tte) yu. teva, Tis y, € PAL sar =n) 


Sif 
Xj S vi ER! n). 
车 关联 代数 ACP) 中 的 Möbius RRA apex. y CL e imn). 
则 关联 代数 ACPQX +++ X Pa) 上 的 Möbius BABE AT 
psy) [| estxsy2s xe WER Sign), 


这 里 
we (ratty Xela ye (yis ** * 94). 
WA, ” 引 理 的 第 一 部 分 易 册 直接 验 证 PO1 一 P03 来 完成 . 
现在 来 证 明 引 焉 的 第 二 部 分 . 
因为 ACP, X +++ & PL) TR C- ARE 
、 [b Hx Ey, 
Cx. y) == lo. $ rys 
at r= 6n, y= (Fist? . sIn) 时 ， 
TERPEN I np oy) ) 


"eie 


= 5 C(x, m) |I pr Unus y 


rsg learn 


A 
= D, apes W) + Hea s Ya) 
ra 
Us i oot 


= ll > BpÁ 235 yids 


laden x Ee Ey 
' F 


其 中 = 一 (21,…*,s。)， 因 为 根据 (3.5.12), 有 


>»: fn, gis yi) = b " nte 
"it i 0, X y = Xs 


x, yEP X-er X Pus 


由 118 « 


4 l, 车 y wer, 
$5 ser 


1&i&n xr SY, 0, 若 y wx. 
这 就 是 说 ， 
ORDEI JI seGs 7) ) = Bray) 
igjen 
证 毕 . 
ETH 3.5.1 应 用 于 部 Py Koss x Poe 就 产生 了 


38 3.5.2. RP x ox #) ARMA ER, a 为 其 中 
的 一 个 定 元 . 若 对 任意 的 xj = Zin x€ PO is n); 均 有 


ges) D», fnt» 


Een) 


IBA SEBS Xi F du. x, € PAL StS in), 就 有 
Hrs yt) = 2; Oo aya) I Bryn £j) 
jn 


EIS 
delen 


ARZ IMA. 
沿用 § 3.1 和 $ 3.3 的 记号 , 且 记 
Koe YO) D wa), YET( Sign), 


AP 
UAR, TAY, 
Erta) i 


今 考 虑 集 N 的 全 体 子 集 , 专集 的 包含 关系 “ 守 ” 为 序 关 系 的 偏 序 集 
PAY 2 KELP X +++ xP, 
如 果 


有 tsa) = p> KU,,- … 


Moin 


ju 
gl Zitt ta Za) = > wla), 


aéa 
oF .TAZ, 
ses) 
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在 定理 3.5.2 HR a= @ (1n) 
BCT AX TAXO = D, FU Ua) 


oer x, 
(sire) 


和 引 理 3.5.4 和 引 理 3.5.5 FE 
TNX, tta TAX.) 


一 $5 gU Us) [[ «Qs TAX) 


UST AX; d jn 
sin 
I arx 
= > gU ttr UC 1) sis 
UST AX; 
Weegee) 
= > (1ta >) uia). 
On) SIT AX, I abd 
Do» um 
¥ 2X yl ¥y IF PILIM 
dae cnn 


因此 ,对 任意 一 组 同 定 的 正 整数 victory, 有 
> TAX o" TAX) 


X,GTy 
Xile; 
(letra 
> CU XXE wla) 
U€j mar. XU. LAS! 
Urea 1X, ioe; 4 Ep Po,Y 
(hg pn) ¥ 2X gil Fel ty ely 
(iste) 
D dp k 
i<f< 
= M (pé II NW ashes (3.5.18) 
Fk pany li ry 
slice 


另 一 方面 ,由 fCYi, Ya) 的 定义 可 得 
SD PNK T, Xa) 


XU, 

1X FIL 

(rj ac 
一 2 M «2» 


deis n) (eis 
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= > wla) = wrat ,ra). (3.5.19) 
aA 
a te Pik, 
X,;GT Xr 
lesen 


结合 (3.5.18) A (3.5.19) 即 得 定理 3.3.1, 这 就 给 出 了 定理 33.1 
的 第 三 个 证 明 . 

在 上 述 推导 中 , 令 # 一 1 所 得 到 的 特殊 情形 就 是 定理 3.1.1 的 
勇 一 个 证 明 ， 

因此 ， 容 尺 原 理 及 其 推广 和 普通 的 Mobius MRR b i F 
集 上 的 Möbius 反 演 来 加 以 统一 。 


§3.6 其 他 一 些 反 演 


还 有 一 类 反 演 公式 ,推导 容易 .应 用 起 来 也 很 方便 。 
定理 3.6.1. 设 fin), gn), AC) SEE METER ERE NO 上 
N= Pee, A ACO) +0. 那么 ,由 
a= 5 (^) sen = D, 一切 me Ne (3.6.1) 
Daian F 
成 立 ,就 可 推出 
K= E (" WOfn—D.—maeN* (3.62) 
[IP I LI 
成 立 ， 这 里 数列 GOD BOTE BBR ERA (AG) ) oo HEE 
数 的 道 , 亦 即 42) FALL FRA: 


5 ( OG- D= [^ Bim 0, (3.6.3) 


üxj«i 0, E: 0, 
反之 ;由 (3.6.2) 成 立 也 可 推出 (3.6.1) 成 立 . 
TRA, 定义 四 个 指 母 函数 如 下 : 


F(x): 一 x^ 
(x) 2 Kn) "1 
Gi): = >) aa 
(x) 24 g(n) "T 
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HG): 一 全 An) T. 


HQ): = D Ela) =, 


"ad 


由 6.6.1) 可 得 
F(x) = GGOHÓx), (3.6.4) 
因而 
GG) = FGO(HG)) = FO ACs), (3.6.5) 
比较 (3.6.5) 的 首 末 二 等 的 诸 系 数 央 得 (3.6.2)， 及 之 ; 3.6.2) 
可 得 43.5.57， 因 而 有 (3.6.4)。 比 较 其 中 请 系数 即 得 (3.6.1)， 证 
HE. 
经 常用 到 的 是 下 面 的 推论 : 
RL WK ia), gla) 是 定义 在 N* EAP OBR, H FO 
为 任 一 复 常 数 。 WA. 


fn) = 2 P) — 2. 一 切 mEN2 (3.6.6) 
成 并 , 则 可 推 得 
g(a) = > Cey( 5) D, — E n e N° (3.5.7) 


Geran 


成 立 。 且 反之 亦 然 。 
2 UE f(s), ele) 是 定义 在 N? 上 的 二 个 函数 ， 那 么 ， 


由 
Ka) 一 à eo. in € N°? 
成 立 , 则 可 推 得 
en D (T M i), neN° 
Like 


也 成 立 ， HEZI. 
在 定理 3.6.1 中 令 Bn) ct, P25, BBA 1s oc = 
1, 即 得 系 2. 
[RH 3.2.1 也 可 用 系 2 RRR, 
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把 集 [1, al 的 全 排列 这 样 分 类 : ROAR rO sr ea) T 
iY, 一 + 个 更 位 者 属于 一 类 ,这 一 类 中 排列 的 个 数 是 


ow 


(Dos. 


系数 ("| Jr AMORE DEITS, Du, 是 选 定 个 保 位 


后 , 余下 的 ”一 个 元 对 余下 的 = 一 上 个 位 的 更 列 的 个 数 . 对 
求 和 ,得 


C P = nt. (3.6.8) 


Ourer 


MAA 2, 立 得 
—i 一 
2 y ( ye r)| 


= nl > (= iy ccu 
ox an ft 
这 与 原来 的 结果 一 致 ， 
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第 四 章 递归 关系 


PHRA SRA S EfEH, ALS oe 7E 
SAAR, WAR RAKR, 已 给 的 递归 关系 有 何 重要 性 
质 ， 忆 及 如何 解 递归 关系 等 等 ， 是 递归 关系 沦 中 网 几 个 基本 问题 . 
解决 这 些 阿 题 的 强 有 力 的 常见 方法 有 数学 归纳 苇 和 考 末 数 法 ， 
本 章 首 先 讨 论 递 归 甘 系 的 建立 间 题 ($4.1); 然后 就 一 些 常见 
的 递归 关系 作 比 较 深 人 的 研究 (8 4.2. 5 4.30; BR IRR 
的 方法 证 有 明 Abel 恒等式 和 Ramsey £238 (53.43,8 4.5). 由 于 
Ransey JER TEA SIA BANTAM KAA CS 4.5, 
$ 4.2) 对 与 它 有 关 的 问题 作 进一步 的 介绍 . 


$41 递归 关系 的 建立 


在 $ 2.1 中 已 经 指出 。 集 [1. ?1 的 r- 无 重组 合 依 其 是 否 包含 
元 ” 进行 分 类 ,可 得 
n /5 — 1l /8—]1 
C-e LIUM? "mimi. — (411) 
这 个 公式 表明 ,以 ?和 i 为 变 元 的 二 元 函数 ( ，) sU (7 poe 
AH kB 
Ü mom on. Or Set 
更 一 般 地 ,这 里 给 出 
定义 4.1.1。 HF 4 CRA RM (mon) SEREN 
! 元 函数 eG.) 之 间 有 关系 式 
BCP, + ++ smal), mE (412) 
其 中 请 m?! 是 变 元 ni … ,os 的 函数 : 
m? e MPCs ng), 
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则 PR C4.1.22 BRM 1a, + ;#247 的 一 个 递归 关系 .。 BAR SX 
(n, "t E» HE (4.1.25, WER Hn, tt D» 为 递归 关系 (4.1.2) 
RES MET 2 是 一 个 线性 函数 , 且 (4.1.2) 中 为 等 式 关系 ， 
WIPE (4.1.2) 是 一 个 钱 福 递归 关系 ， 不 是 线性 的 递归 关系 称 为 否 
HEINER. 

注意 , 否 线性 递归 关系 既 包 括 函数 8 为 非 线性 函数 的 情形 ,又 
包括 为 线性 函数 而 (4.1.2) 中 为 非 等 式 关系 的 情形 . 
BEA? BRER M OLD 的 成 立 是 容易 验证 的 ， 然 而 
许多 时 候 , 函 数 Cn ,n4) 记 满 中 的 递归 关系 并 不 能 由 Ho, 
ry) 的 表达 式 直接 导出 : 或 者 不 知 函 数 Cs - n) 的 表达 式 。 却 
已 知 它 拟 满足 的 递归 关系 而 欲求 其 解 ， 所 以 ,由 已 知 函 数 fn, 
ny) 的 实际 性 质 来 建立 北 妇 关系 ， 由 研究 这 递归 关系 而 得 到 函数 
fp 内》 的 进一步 的 性 质 或 其 表达 式 , 就 是 很 重要 的 事情 ， 

(4.1.1 还 可 月 另 一 方法 导出 ， 由 $ LERA ((7 ))o 的 母 
函数 是 


(Lx = >» (7 je. 


O«i«n—i^ 37 


js Oi d DI d a) 
(;) 


= »3 o + xr) 


一 Put H D at 十 Pu . jen 
(Fo )* XC Crk 
«CL 
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n 
比较 wi(1 eis DBRS, SEL (^) e (7) 一 1 对 任 
XE m zm 0 成 立 , 即 得 (4.1.1). 

现在 来 站 几 个 与 建立 递归 关系 有 关 的 组 合 论 问题 

mE LL i (12 2) 是 集 [1, +] 的 符合 下 述 条 件 的 全 
排列 ay soa, 的 个 数 ， 要求 e (Lec ier) 取 自 下 面 的 阵列 的 第 
i 列 


L, 2 3, 1—2, 1— l, 
1,2, 3 一 2 (— 1, 5 (4.1.3) 
2.3, 4, rd. a 
欲求 u, 所 满足 的 递归 关系 Ce > 2). 
解 。 数 上 只 能 从 第 1 一 1 XC AAR, RA 
EU 


* 


d.2,-.2— 3. ea 2, 1, 
1.2,3,-- r— 2, 1: — 1, i> 2, (4.1.4) 
2.3,5.-- 2 — 1, 
或 
1.2 — 3, t^, o: — 1*, 
1.2,3.- 2 — 24 13, (4.1.5) 
2,3,4, te, 


Epi x B0 Ee BR FECL Ae — 1 列 不 能 再 
选取 1, 第 * 列 不 能 再 选取 : 一 1， 政 第 :— 1 列 的 上 和 第 上 列 的 
t— RBBB DET. Æ (4.1.5) 中 , 因为 选取 了 第 上 一 1 列 的 六 故 
必须 在 第 SHER — 1, 而 在 第 :一 2 列 中 删 去 1 一 1 这 个 数 ， 
E (4.1.4) 中 ,排列 aeta AERD RUE eas 而 在 (4.1.5) rb, 
排列 es … ,as_; 的 选取 个 数 是 a. 所 以 最 后 得 出 wm 的 线性 递 
JAS: 

He = Ba tn, t= 2, (4.1.6) 
解 毕 . 

至 于 解 递 归 关 系 !4.1.6) 的 问题 ,将 在 5 4.20 讨论 . 
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问题 4.1.2。 设 X 是 具有 一 个 菲 结合 冬 法 运算 的 代数 系统 ,用 
xy Hex My DES 如果 
Xi Xan" ate EX, 
MER. SICH Eia AS ORE TRE PE 2D BT RERSÉR (iod 
不 同 ,其 个 数 记 为 ws R un 所 满足 的 递归 关系 ， 
解 。 如 果 在 az -r, 的 某 些 字号 间 加 上 括号 但 不 改变 字母 
闻 的 诅 互 位 置 关 系 ， 司 得 这 个 元 之 间 的 蒋 法 可 以 按 所 加 括号 指 
明 的 运算 方式 进行 到 净 ,那么 xs 就 是 加 括号 的 方法 的 个 数 . 
最 外 一 层 的 两 对 括 与 形 如 
(atoa Har t a Llr al, 
4r-1e— tibt. RO 
nr m: m GG. 
Capt trani xS = Career), 
在 前 一 个 括号 中 义 有 w 个 加 括号 的 方法 ， 在 后 一 个 括号 中 又 有 
as- 个 加 括号 的 方法 : 当 了 遍历 1:2.…，* 一 1 就 得 到 


Ha = Hala T utama de cio od 1 


- Hao. F Eta- d- ccc cb a-t + Harits 
a> |, (4.1.7) 
后 一 式 之 成 立 是 因为 和 一 1, (42.17) 即 为 所 求 ， 它 是 一 个 否 线 
性 递归 关系 ， 解 毕 . 
否 线 性 递归 关系 (4.1.7) 的 解法 将 在 $ 4.3 中 讨论 ， 
问题 4.1.3. 把 规格 为 2 的 2m 个 元 的 +- 可 重 排 别 的 个 数 筷 
为 goare AEA FARRAR: 


Yo 
Qm = Ow T * air EM ( 2 Jt (4.1.8) 
p 
m4) — Maar TM ( Jason: (4.1.9) 
Qn 71 = mim — Des. 一 (m Jigs 1» (4.1.10) 
nri = AD eam bar + Mr Gmr (4.1.1 L} 


Dr" 


Bid q.-— 2546. WEE 
Gm — m(Q2m — laa- — (m)ga + m+ 3, (4.1.12) 
WM. ARF Ca, BOR BEER UE 
dust — Ë " =: «lL. 
P (1 ++ 3 fJ, — (4.143) 
NUR 
fe) 一 (1 十 :十 jo 


= dea) + dua) + £ f.i, 


此 即 


r f ge 
20d — = Dd mle -一 + pr 一 一 
rl rt r} 


+ i ZIm tr Bum" 
2 r 


yi 
比较 两 节 GID: 


其 次 ,有 
fO) = mis OU +9 
p 


= mfa (1 ei. E) = nto 


BS ABU C4.1.8). 


= mft) 一 E Pf AQ), 


Bü 一 2 fa). ERBI 


0 am L7 rn 
pe GI m. Gne " 2 Damir "E 
Eti 的 系数 即 得 (4.1.9)， 
再 由 


fn) = (m), (1 十 上 十 Io (QT Y 
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ihm- t 
+m(1 +E) 
\ 2 


= (m). | bet £) — i| omia ci 


= m2m T7 fm- ile) 一 nus, 
得 出 


> ae = mm m BD E 
r 


_ r^ 
(Cr — 2) 
一 (99). mae Z, 
r} 


比较 两 节 二 的 系数 便 得 (4.110)， 


再 册 
g m-t 
fate) m m(1 +2 + £) (i+ 
= misa 十 mif, a). 
得 出 
got r anm 
= "6 Dr m? gei. rt + MDa imr " , 


比较 两 节 ARCA (4.1.11)， 
(4.1.10) 两 节 对 ” 求 和 ,得 
> mri = m(2m 一 1) > Gu-i | (m) >} dunes 
rz r> r> 

RA 


Qm 7 Fm — Foi ™ m(2m un Dee: um Cmm- 
E m0 一 l, Gri “7, 所 以 由 上 式 便 得 (4.1.12). MEE. 


$42. 一 元 线性 递归 关系 


AVA TARO REBAR. 为 方便 计 , 今后 把 非 负 
整 变 元 写 为 足 标 ， 这 样 一 来 ,函数 就 成 为 数列 , 设 数列 (ee ano i 
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是 一 元 线性 递归 关系 ;: 
Hae Byte 十 ése. o cot E ua. 一 切 nm 0, 
(4.2.1) 
XXE. Aau SiS rn TREE. 如 果 e 关 0， 则 说 线性 递归 
(4.2.1) 是 + 阶 的 , 今 约 定 , 凡 号 成 (4.2.1) 形 的 递归 关系 , 若 无 特 
FRAGA IDA a, 0, 
ipe 


g(x) = >) age", 


I 

kx €—1-—ar—ax—-c-—ax, (4.2.2) 

REA (4.2.1), 有 有 
c(x): — ele RC) = cy H eux to eat b ceo cxt, 
(4.2.3) 
这 就 是 说 ,多 项 式 cQ 的 次 数 
ace <r —1, 

HO c Hi aU Spar) MG CO Clear — 1) 所 完全 确定 ， 
因此 , g(x) Ary BEUESE 


g(x) = 2&2, (4.2.4) 


有 时 使 用 f(a): 一 atk (HEDE, F 为 线性 递归 
关系 (4.2,1) 的 特征 多 项 式 ， 


f(x) 一 x 一 aan — te gu. d, 0, (4.2.5) 
在 复数 域 上 分 解 f(x) 为 线性 因子 之 积 : 
f(x) = Gr A — ee Ge — 9, 
atete db err, (4.2.6) 


BT 
ks) = er (E), 
MORE HEC 2.6), 有 GO 的 分 解 式 : 
kG) = (0 — ae many, at been 


= 130+ 


这 就 可 以 把 gtx) 表 为 部 分 分 式 : 
e). N^ Bee NN 4.2.7 
go) RCs) 2, LEk Ke, 《1 一 aix t" ( ) 


因为 


E 
aus Bl + (KX aw) + - 


p Cock nac DCcen 小 


T 


其 中 +" 的 系数 为 
sf’ +R Ne a ef 十 过 一 ye. 


&—1 
BER |S ) 是 "的 ,次 数 不 息 过 4 一 1 的 多 项 式 ,所 以 
. nd &-—l1 
PG: 一 D eal A ) (4.2.8) 


是 = 的 .次数 不 超过 e, — 1 的 多 项 式 , 而 且 由 诸 常数 px 所 完全 确 
定 , 亦 即 册 诸 oC rm) POE CO <p Sr —1) 所 完全 确定 . 
(X C4.2.8.A (4.2.7), 得 


ete) = B, 2, Pae, 


"PO Leics 
比较 x” 的 系数 ,得 
一 >) PD, 2 BO, (4.2.9) 
ligi 
这 就 证 有 明了 下 面 的 


定理 4.2.1。 设 数 列 (ooo 满足 r 阶 线性 递归 (4.2,1)。 且 设 
线性 递归 (4.2.1) 的 特征 多 项 式 有 分 解 式 《4.2.6)， 则 ws (0 2 0) 
可 由 (4.2.9) 给 出 , 其 中 P(e) 是 # 的 , 次数 不 超过 e; 一 工 的 多 项 
KR Si <5), 其 系数 由 数列 (44) ww 的 初始 值 to, 二,… ,wr 和 
Ball d xr 所 完全 确定 . 

现在 来 看 二 阶 线性 递归 的 特殊 情形 ， 

设 数列 (ww)s 合 
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ent] = Gites, + Du, n Bo, bw 0, (4.2.10) 
它 的 特征 多 项 式 是 
Ir) = x’ — ax — b, 
其 对 应 的 多 项 式 EGO 为 
Rx} = t — ax — bx? 
= (1—~ar)(i — £x), (4.2.11) 
EHe As EC 的 二 个 根 ， 这样 一 来 ,从 
g)k) = uy + Qn — aye 


得 出 
= ty + (m 一 tig) x — 
at G 一 axX1 — gx) 
eoi qoc ey thy — aus b Buy 
实 一 8 l — ax 1 一 px + 
从 而 


ua = (n 一 su) E co LE (4.2.12) 
0c . 


LRG up SU 
定理 4.2.2. FRA Guo 满足 二 阶 线性 递归 (42.105, El] 
a, PTH (4.2.12) 式 给 出 ,其 中 as 和 有 由 (4.2.11) 界定 . 
现在 利用 定理 4.2.2 来 求 问题 4.1.1 中 的 递归 关系 的 解 ， 该 问 
题 直 接 给 出 了 


Hc 2, #, = 3, N41 = 2, 


KAR 
Hy m3 og l, 

WAER (4.1.6) 的 范围 可 护 为 

a, Hl Wi 2 
因为 特征 多 项 式 fn) = 一 + 一 1 的 二 要 为 

Lac, f= 1— 5, 
2 2 

He (42.12) 给 出 
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LE gri (art grtl 3. 
u, -— a! ert), (4243) 
这 就 证 明了 
定理 4.2.3. 问题 4.1.1 的 解 由 (4.2.137 给 出 
下 面 一 个 组 合 间 题 可 借助 于 定理 4.2.3 来 解决 . 
问题 4.21.。 RÆ [1,50] @S3) 符合 下 述 条 件 的 无 重 排列 
042 a, 的 个 数 x。: 该 排列 中 的 第 :个 数 e 取 自 阵列 
1;:2,3,---.0 — 3, 5 — 2, n— 1, m, 
2,3,4,-7*,n —2, n— 1, m, l, (4.2.14) 
3,4,5,*-*-, n — l, "n. l. 2 
的 第 i 列 。 
解 。 按照 » 被 哪个 。 选中 的 各 种 可 能 情形 ,把 符合 要 求 的 排 
列 分 成 以 证 五 种 闫 型 (下 面 只 写 出 阵列 的 尾 三 列 , 选 中 的 数 用 * 标 
th): 


(1) a, —n (2) 2, — 5 
5-2, —1*, n", n— 2, n—l, &*, 
n—1l, m, l, a—l, n, 1, 
f, L, 2, 8, 1*, 2, 
(3) a mn 
n— 2, n—l, n, 
nel, n", l, 

ny 1, 2, 

(D a = 7 (3) a. —5 
g—2,n—1l, m, . n—2,m-—]1*, n, 
n—]1l, m, l, 5g — l. n, 1 ， 
n*. 1*, 2, n*, i, 2, 


Wi CD, 24 ELS 4.2.14) 的 最 后 两 列 后 ,只 有 第 一 列 有 一 个 1， 
取 定 这 个 工 后 只 有 一 个 2 在 第 二 列 , 依 此 类 推 , 最 后 只 得 出 一 种 符 
含 要 求 的 选 法 , 即 选 《4.2.147 的 第 一 行 . 对 情形 (2), 即 要 在 阵列 


2,8,***,9 — 3, n — 2, 
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2,3,4,°°°, n—2, n— 1, 
3.4.5, n— 1 
BSE s 列 里 选 出 一 个 数 a C1 <i Oon — 2), 使 得 nauta, 是 
集 [2,# 一 1] 的 一 个 全 排列 ， 如 问题 4.1.! 所 述 , 这 样 的 选取 法 
A uaa ,对 情形 (37, 即 要 在 阵列 
1,2,3,°°', #—™3, n— 2, 
1,2,3.4,***, n— 2, n— l, 
2,3,4.5.-*-, Am 1 
的 第 i XL REI — PR el rim n— 1), GR ausa FE 
集 [1,# 一 11 的 一 个 全 排列 ， 这 样 的 迁 取 法 有 sa 个 。 对 情形 
(4), 当 聘 去 (4.2.14) 的 最 末 三 列 后 ,只 有 一 个 2 一 芋 在 第 z — 3 90 
可 供 选 权 , 依 此 芙 挫 , 最 后 只 得 出 一 种 合 于 要 求 的 选 色 法 , 就 是 在 
(4.2.14) 的 每 一 列 中 都 取 第 三 行 的 数 . 对 情形 (5), 即 襄 在 阵列 
1,2,3,--*, n= 4, n— 3, 
1.2,3,4,--*, n— 3, n — 2, 
2,3,4,5, 5, 
ROSS i FUB SI PR aj(1 iEn — 2), 使 得 narra RE 
SE [lj 一 ?1 的 全 排列 ,这 样 的 选取 法 有 woo. oe LB 


Ep T 2 A Ita- 十 wu 


好 一 了 


== 2 + he (a2 + a) - pr 1(2 + 0)) 
5 


m 2 十 or + 87, (4.2.13) 
这 就 证 明了 
定理 4.2.4. 问题 4.2.1 nee >。 由 (4.2.157 AW 


$4.3 否 线 性 递归 关系 


否 线 性 北 归 关系 的 情形 远 比 线性 递归 关系 的 情形 复杂 ， 这 一 
点 不 会 使 我 们 惊 青 ,因为 关系 式 (4.1.2) APR fA 2 的 多 样 性 
而 择 现 出 形形色色 的 模式 . 但 是 , 对 许多 情形 也 有 一 定 的 方法 可 
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8, RHR ES BBCP RE. 以 后 诸 节 将 通 
过 具体 问题 的 解决 来 将 朋 这 一 点 . 
首先 讨论 问题 4.1.2 市 的 否 线性 递归 关系 【41.7) 的 解法 ， 为 
方便 起 岂 , 下 面 约定 ww 一 0. 
WE Cu oo 的 母国 数 为 
[a)i = max t mt t oo H eg oe 
出 《4.1.7) 可 得 


(GO = —x + jir), (43.1) 
其 中 项 "一 +” 出 现 的 原因 是 ， s; = 1, BASH (41.7) az22 
才 成 立 ， 则 (4.3.1) RH iG), 得 


Ke} — oo 一 一 ， 《4.3.2) 


这 里 根 号 前 之 押 以 取 负 号 ,是 因 0) 一 0 之 故 。 把 (4.3.2) 的 右 节 
FR ERR x 的 系数 为 


(CD ez) C1) 


ma 


y= 


LT, n= 2, (4.3.3) 
于 是 得 到 
E 4.31. | 问题 4.1.2 中 的 数 ua FA 《4.3.37 给 再 ， 
现在 利用 递归 关系 来 解 更 列 问 题 . 


FER [1,51 的 一 个 更 列 


( a ) (4.3.4) 
Xiao 1.43.42 FRE SB — Spp SS THM A 
( ? un u " ) (4.3.5) 


这 里 可 能 有 两 种 情形 发 生 : CD 47-1, (2) aj. 这 了 丙种 情 
EEZ HALTERE EE d) F, 4.3.5) 化 为 
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(人 


2 (4.3.6) 
2 cee geen a 

( 小 着 ;> 下 
dy a 


这 昌 不 是 更 列 ,但 它们 分 别 对 应 于 集 12, n] 的 更 列 : 
(EY, <i 


Ca 


(4.3.7) 
2515: cn 
( 00 pmi 
apc ay ts Pott a, 


RZ, (2,9) 的 每 一 个 更 列 54.3.7) 可 给 出 [1, 51 的 2 一 1 个 第 

一 类 更 列 , 这 # 一 上 个 更 列 是 出 了 取 2, 3, …:= 来 得 出 的 . 在 情 
形 (2), (4.3.5) 化 为 

2 4.3.8 

( : ) (4.3.8) 


8;77c EEES oe 
HE (4.3.8) RIAA |), He FHSAA (2. Li 一 1 


1 十 1s#} 的 一 个 更 列 、 反 之, 尝 这 +# 一 2 个 数 的 每 一 个 更 列 ， 
给 出 了 上, >) 的 第 二 类 更 列 . DOE. j 可 有 ww 一 1 个 取 法 , 即 可 
取 2, 3, …, 3 一 1 综合 这 两 种 情形 即 得 递归 关系 

D, = a ~ ICD, ., + D. (4.3.9) 
这 已 不 是 线性 递归 关系 ， 因 为 式 中 DL 和 D,-; 的 系数 是 变 元 m 
BUE EE. 多 不 是 常数 ， 晶 (4.3.9) ,用 数学 归 鹏 法 立 得 53.2.3)， 这 就 
dd f (32.3) 的 第 二 个 证 其 . 


$44 Abel 恒等式 
Abel 曾 将 二 项 式 定 理 推 广 为 下 面 的 
定理 4.4.1. 
we Cx ty baa) = >> ( |) (x + kajt? 


gkann * 
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X (y b a — o^, (4.4.1) 
看 证 明之 前 , 先 作 一 些 注 记 。 和 如 果 a = 0,(4.4.1) 就 化 为 二 项 
式 定 至 ;如 果 。< 拓 0, 换 z 为 sr, 换 ?为 sy 《4.4.1) 就 化 为 


xx yta m > ( NIC T4 yy ba RN, 
pakaa ^ 
(4.4.2) 
从 而 参数 # 就 可 以 任意 处 理 了 . 
可 以 带动 于 递归 关系 来 研究 一 类 较 《4.4.27 更 广泛 的 恒等式 ， 
从 而 得 出 《4.4.2》 的 简化 证 明 (Riordan [217， 
记 


AAx SPD > (i Je + RAT Ey be REE, 
LT 


(4.4.3) 
I) (4.4.2) 的 右 节 即 ux, y; — 1,0). 
引 理 4.4.1. 
Aala, yt pq) = Ay, x g P)s (4.4.4) 
Ax, ys po q) = dai (xy +s po q tit Aail 
+tl,y;p +i, qg), (4.4.5) 
Antz, ys Ps q) = Ankes y5 p — 135 4) ndaika 
+1,y3 p. 9), (4.4.6) 
A(t, ys po qo m yA (x, ys p, a — D ndi, y 
*ldip.4). (4.4.7) 


Ax. yi psg) = xA, (x. t 1s pl, a D 

+ (rt njdailr t 1,y; pag), (44.8) 
Asxs ys pg) = (x + nA Cx, ys p — h, g) 

— nd, (x, ytl; p—1, 47-1), C4.4.9) 


AG, yi p.42 = > NC * OA. + Rs ys 
k2»0- 


p— 1,4). (4.4.10) 
证 明 。 — E (4.4.3) HAG & 23 x 一 万 期 得 (4.4.4), 
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(4.4.5) 的 证 朋 如 下 : 
now bs 
4a neoc X (yg tot 


4 Cn —13)— py Doer 
n—1 
+ AIC _ e 4D G 


— Ly) EEOC y + (n 一 1> — Ck 
一 - 1)) "DD 
= A4, ax, y t d Peg +1)+ Aa- 
xlt lyse +i g) 
(4.4.6) 的 证 明 如 下 : 


Aalt, ys Po q) = z(e + k) . (x + Rye ely 


n—ttta 


= xda, ys p— l 407 "XC ) 


X Cr t POG n 7 Rye kre 


= x4, ys p — 1,9) 十 Py ax 
+1, yt Pp, 9). 
di (4.4.49 #1 (4.4.6) 立 得 (4.4.7), 出 (4.4.5) 和 (4.4.6) 可 得 
Aala, ys ps pD — dac 二 gel) + dua 
x rd, yi p t 1,0) 
= [rdar y tls eo lg +1} 
+ (n — DAS + bay tl; Pe gtV 
4- dx 194 ix Tlyi b q) 
+ in —1)Agale 2. yp tl, 4)! 
= rd, lr y d is po l.4 + 10 T (x 
DAS.LaQ o do ys p» D 
«(s — DAG + dy 1;gp,a t DD 
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+ 4,-.02 + 2,43 p+ i,¢)) 
= rds. ax.y tlipgol,gtlUt+G 
To8)A. Ux rd. yi pog, 
iX HEE (4.4.8). 
再 由 (4.4.6) 0 (4.4.5) 可 得 
Ans, ys po q) = xA, (x, ys p — 1o q) tad, ax tl, 
yi ps d) 
= xax, ys p — 1, 4) + nid. n, ys p 
— 1.42 — d.-i(x, y t 1s p— Hd, 
gt 1) 
= (xc s)4(x.ysp—]1l.9)—n4d,-, 
x {x, y+ lp—1,9+ 1), 
这 就 是 (4.4.9). 
FR AB Sark C446) 立 得 《4.4.10}， 证 毕 . 
定理 4. 和 1 的 证 明 .。 ”由 前 面 的 注 记 可 知 ,只 需 证 明 (4.4.2) 就 
EBT. i 
h 《4.4.8), 得 
Ae, D1) ry 二 1 — 1, 0) H- x 
Ton)4d.-ix d, y0, — 1), 
Faw (4.4.4), 得 
Ay, x; — 1,0) = cA, (x, y +1; — 1,0) + Cx 
4on)4d.- (y, x do di — 1, 0), 


简 记 
Ax, y): = A,(x,9; — 1,0), 
HRA A x 和» BUS 
A.(x, y) = y An i(y, x +1) 4+ G+ 8)A4 Ce, y +1), 


(4.4.11) 
EE RU, (4.4.3) 知 
A x. y) mm x77, 
Alep mm awe b y 
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车 设 
Ay(x, y) = x7! (x b y t OS CO Rn — 1), 
SUE 4.410 得 
Agta, y) m yy Gn t y n"! e Cy ts 
X lrt yta)! 
- axe by tnj 
这 就 是 (4.4.2)。 TER. 
应 用 上 面 的 方法 和 结果 ,还 可 得 出 
定理 4.4.2 
delt, y: — 3, 0) = x x F1) 2) 
X [Cx + LP Ce 23x cb yta 
— ax(2x + Lx FE 226x + y 
+n)! d- a(n — Lax 1) 
X (x ct y tae), 
AV. y; — 2, 0) (es + 107 E Cx + Dx ty +) 
— nx(x t y +t nr)" 1], 
Aalay — 1, 0) axa ty $2), 
A (x, y, 0, 0) — (x F y t n a)", ati mau: m kt, 
Aux, yil, 0) = [x ty ta tat Sx)", 
okt m a: = Rl, 
(8(x))*: — OO): = ALG + 4, 
Agia, y;:2, 0) — [x ty tatat Bx; 251° 
+letytatal2) 十 了 Yi 
(ali) = m): — (a + +++ ta) 


k+;—l> ™ 
-( p Kb 
(aCe: DOR = Palai) = (BG) 士 .十 pl), 


iu 
(YQ): = x Ge) m Kr tx + kD, 
Aaz, y; 71, — bpm wit ye + y + n)^^!, 
+ 140% 


AG, yi — 1, D m xx Fs bat BODY", 
GBODE = g,0G2: = kRO + D. 
证 明 。 d (4.44) 58 (4.4.5), 
AQ, y: —1, — 1) — 4d, ax, y 3-1: — 1, 0 + 4.4 
XCr--1:y:0, — 1) 
= FERMCR y t 二 3 一 I, 0) 
+ Analys +1; — 1, 0) 
— (x7 d y Ce t y bar, 


(4.4.12) 
(446) 改写 为 
xde, yip — l, p Ax. ys pq) — nda (x + 1, 
y5 Pq), (4.4.13) 


RAp=—i, 9 一 0， 得 
x4,(e, 93 — 2, 0) = A,x, 43-1, 0) 一 nA g(x 
41,»y:—1, 0) 
Com gl x boy bo)? — n(x + 157 
x Cr ty tatty 
A 
Ax. y: — 2,0) = xx ty Fn — nx Ix 4-171 
X(xrd- yc n TL (4.4.14) 
TE (4.4.13) HER p = —2, q = 0, RII 4.4.14), 19 
zxdQ(x,yi — 3, 0} ae bey bay — ne Mx +) 
X Cr by ba) tamale t+ 1»? 
X Ce by bed 0 nn + 1 
X Ce 4-297 Ry n7 
ax gx by d- n)" — nx (x 1) 
x(Gxr-F (ety Bay 
+ Gy + 1) 7x + 2) x 
tyta”, 


e 4T 


Ax, y; — 3,0) = xx b y 02) — nx (x +197 
X Qx + Dlr tytn) 
+ (non x d d) Mx P2) (x 
+ yt na”, 

gt (4.4.10) miS p= q 70, 得 


4x, yi 0, 0) 一 2| jue GEH Ge yea) 


-D(L Jue eee 


kof * 
=(xtytat a}, okt mx aui = À}, 
(4.4.15) 
这 就 是 Canchy A: 


2 Le Y s rn 


= Dlr + y tnt 


ko 
TE (4.4.10) PR pm 1,50, 8 
AG, ys L OV = DÒ are DA a GR y3 0, 0) 
Per er ae 
= + ARIE oO y ntar, 
amo” ; 
a^; = (d = Ål, 
= lret yta ta t+ eel", 
(BC) m p Cri m RIC HF D. 
(4.4.16) 
dE (44.10) 中 代 p 2, 2 — 0, 得 


4G 2,9 — S, Ge Aaa yi. 0), 
另 一 方面 


21425 


Angle +, 931, 0) 

= {rty ban bat B(x tkj 

= D, lj (aby bat ae +i +t) 
T ! 


- CT ary +n t anh tx ej) 


i0 
n—k eis 
+a ol ; ) Ge tytn tay ris 
=a(xtytatat gle) tkr tev tata 
十 aj 
s(xtbyteatot se) yt +k tyta 
+ ot (a2) = a, (2): = (a +a), 


A,(x, y* 2, 0) 


=> 


) Gr + DG e y n to + CDD 
kod & 


KA 


+ S GORGE y + naQ) 
kx R 


—rdydsdaecBGG)- BG)» Fry 
+n + af2) + vri» 
= (x ty ban bat pir, 2)? + Ce ty tan 
Toa) + reyr, 
Gr (a) = ru) = &8, Ce). 
(x; I: = peler 2): = Ge) + BOE), (4.4.17) 
fE (4.4.10) PR p m 1, 9 一 一 !， 得 
Ax, y5 1, — 1) 


= GG + Odea t k 75, — 1) 
kon ‘ 


= ("aco y le y tn 
k 
avo 


+1435 


em y lx ty tnt BO), 
因而 

Ax, y5 — 1, 1) — xx d- y en pO)". (44.18) 
At, Sun Bop ass RB AREE. 

Hi EH ik. MEJA (44.3), (4.4.13) 和 初始 函数 
Ax, ys — 1, 0)， 不 难 对 任 一 给 定 的 整数 偶 p, 9， 得 出 4,(x， 
npp EKR. 然而 这 些 表 达 式 的 绝 大 多 数 象 (4.4.15) 一 
(4.4.18) 一 样 , 它们 是 间接 的 , 具体 计算 时 必须 展开 ,这 们 是 很 麻 
烦 的 . 但 是 ,它们 的 紧 政 的 形式 在 排 帝 中 却 能 带 来 很 天 的 方便 ,这 
一 点 在 Abel 多 元 恒等式 的 研究 中 已 经 得 到 充分 的 显示 ， 有 兴趣 
AUS AT ABS J. Riordan[8], 


$4.5 Ramsey 定理 


上 面 诸 节 讨论 的 是 一 些 递 归 等 式 关系 。 本 节 对 一 个 重要 的 递 
归 不 等 式 关 系 进行 研究 . 

如 果 对 两 个 邮箱 投入 NON 22 3) 封 信 ， 则 至 少 有 两 封 信 落 在 
其 中 一 个 邮箱 中 .这 是 一 个 非常 明显 而 简单 的 原理 . 

类 似 的 ,但 较 复 杂 一 些 的 有 下 面 一 个 例子 ， 有 六 个 不 同 的 点 。 
无 三 点 共 线 ,对 其 中 任意 二 点 联 一 条 线 , 且 对 这 些 联 线 尾 意 着 上 红 
色 或 蓝 色 -现在 的 问题 是 : 在 这 六 个 点 中 是 否 存在 三 全 点 , 使 得 
也 它们 为 顶点 的 三 角形 的 三 边 有 相同 的 颜色 ? 回答 是 肯定 的 , 可 
VALERA aT . 

FERRE A Fa, 从 五 到 其 佘 五 个 点 的 五 条 联 线 中 ， 至 少 有 
三 条 的 颜色 相同 ， 例 如 设 是 红色 的 .不 失 一 般 ， 可 记 这 三 条 线 为 
PaPa, PoPa, PPP. 如 果 在 线 PPa, PoP; 和 P4P, 中 有 一 条 线 是 红色 的 ， 
则 该 线 和 从 其 端点 到 Py 的 联 线 构成 一 个 红 边 三 角形 ， 反 之 , 如 果 
P,P,, PP;, PP, 这 三 条 线 都 是 蓝 的 , 则 APP 是 一 个 蓝 边 三 角形 . 
这 就 证 明了 上 面 的 结论 . 

这 里 还 可 证 朋 ， 至 少 六 个 点 才能 保证 有 一 个 三 边 同 色 的 三 角 


elite 


形 存 在 . 如果 只 有 五 个 点 : 且 对 甚 各 条 联 线 着 色 如 下 : 
BP, PP, 2, 
P,P; 4, EP, W, 
P,P, 蓝 ， PP, i, 
PPR, PP 20, 
Izd. PPs ÉL, 
则 不 能 得 出 一 个 同色 边 三 角形 . 
上 述 情 况 可 以 推广 成 一 般 的 定理 . 
定理 4.5.1 (Ramsey [1] FH). 设 5 是 一 个 N 元 集 , 记 
TAS) = {XSS||Xl =r}, r SL 
Rik 
TÈS} = «UP, of f= d (4.5.1) 
是 T,CS) BBME— 2E. FL 
P =r, Gor, 
PAPER MERE ag rh 它 只 与 p, 4, 有关， 与 8 及 其 
分 解 (4.5.1) ER, 具有 了 以 下 性 质 : AN So, g r) 时 ,或 者 存 
在 了 的 一 个 p ETE S, 使 ma 


TAS) Se, (4,5.2) 
或 者 存在 5 的 一 个 4 元 子 集 5, 使 
TSD. | (4.5.3) 


HR. 对 Gg rO BRCM: HEEREN (p, g， 
r} (per, qr), RAIRE 
np*, q* r 一 1) FH, p Sr ml, grel, 
n(p,q,r) FE, 3$ p «p, 
aCp, q', r) 存在 ， Mcp, 
推出 结论 


"Cp, q, r) 存在 . 
为 此 BOSE ZEE RE 
nlp, g, DEE, Apl, 421, 
nir, g DFE, Maer el, 
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ap, r,r) 存在， “pera 
这 里 先 证 
X q, D) = pcs-—l. (4.5.45 
如 果 N =p tg 2, WAA pl ATES p 一 
1 ie f Nai 余 4 一 1 个 一 元 子 集 时 ， 就 得 不 出 了 元 子 集 
f (4.52), WERE OFR SA (4.5.02.. 所 以 ,N > pt 
q—2. (HÀ NSEpte-l 时 ,如果 & 含 有 # 个 一 元 子 集 时 ， 
HS, 为 这 ?个 一 元 子 集 的 并 , MSA (4.5.2. 反之, 如果 5 最 多 
含 疡 一 工 个 一 元 子 集 , 则 站 至 少 含 9 个 一 元 子 集 。 取 52 为 这 4 个 
一 元 子 集 的 并 , S E CA5.30.. Ex E BIS (4.5.4). 
nlr, g, r) =q, (4.5.5) 
mE acuit SAD TF ERE S, WS 445.20. 反之 ， 
全 部 + 元 闻 集 都 在 8 中 ， 这 时 存在 4 元 子 集 A452) NR 
RHE 15; Sq. SERIĘ (4.5.5). 
B (4.5.50 对 称 地 ,也 有 
nÜp.r,r)-—gp. 
至 此 ,已 验证 了 归纳 法 基础 的 正确 性 . 
为 了 完成 归 钠 法 推理 ,需要 一 个 递归 的 不 等 式 关 系 : 


a(p.q,r) s n(p gar — 0) +1, (4.5.6) 

这 里 
po s(p—i1.q,r), qm np ,qq— 1,r). (4.5.7) 

设 
N nlm, goer me Dl, (4.5.8) 
取 一 个 定 元 ee。 记 3 一 SMe}, FRADE 

TAS) oUF, «ns = h, (4.5.9) 

这 里 
a = {XSS|XU{e} é a}, (4.5.10) 
P = {XSs'|XUfa}e Bh. (4,5,11) 


Holt= 5,4 n8 S. BAS 的 一 个 "一 1 元 子 集 


+ big e+ 


Abe, ARS, Ul 4Ulas] 是 8 的 一 个 + 元 子 集 , BAU sh So, 
AU{a} 88, 这 与 (4.5.1) FP (4.5.9) Sr. 
因为 
l| -N—1zsÓp,q«,r—1, 
T ga ASTA UE, RE S 的 pro TR E 


T, (A)T, (4.5.12) 
或 者 存在 5 的 9, 元 子 集 8, 合 
T (A) Se", (4.5.13) 


25 (4.5.12) Be SERT ECT (4.5.7) 又 有 了 两 种 可 能 ， 或 者 存在 4 的 4 
元 子 集 42,8 TAD, BRR 3 一 42, WS, & 45.3), 从 而 
定理 为 真 :或 者 存 和 但 4 的 p 一 1 元 了 集 ALG TAD) Ca, WAR 
S= A.V (a), pH C4.5.102 I (4.5.12), WI] S, 合 (4.5.27， 定 理 亦 
Be, 24 (4.5.13) 成 立时 ,情况 完全 类 似 , 这 就 证 明了 Cp, gs r2RJ 
存在 。 证 毕 . 
在 定理 的 证 明 由 已 经 包含 了 
Eo Rap, g, r) 适合 递归 不 等 式 (4.5.61- 
ATV ETE DAME AAMT. Br = 1, 
. ntp, g D = p+ q—l. (4.5.14) 
xe lo INARA ARa. orm a 时 ， 
n2, 2,2) = 2, n2, 3, 2) = 3, n(2,4,2) =4,-+> 
n€3, 2,2) = 3, nt3, 3, 2), 2(3,4,2),--- 
n(4, 2, 2) 一 4, n(4, 3, 2), 8(4,4, 2),-*«. (45.15) 


(4.5.15) 的 第 一 行 和 第 一 列 是 作为 归 钠 法 基础 而 直接 证 明 其 成 立 
89:28 ; 行 和 第 7? 列 G,i S 2) 交口 处 的 数 的 存在 性 是 由 (4.5.15} 
的 第 i 行 的 第 :一 1 个 数 和 第 7 列 的 第 i 一 1 个 数 ,通过 45.14), 
经 由 归 摧 推理 而 得 区 的 . 这 就 证 明了 aCe. 9，?) 的 存在 性 . 当 
r-3 时 ， 
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n(3,3,3) — 3, n(3,4,3) — 4, n(3, 5, 3) — 5,--- 
n(4, 3, 3) = 4. n(4, 4, 3), nft, 5, 3), - Lb 5.16) 
5(5, 3, 3) = 5. 265, 4, 3), n(5, 5, 3), 


(4.5.16) BS —4T Si — 9 ZEE SS Aul EE EIE EB RC or 
的 ; eT ARTA Gp 29 2) 交口 处 的 数 的 存在 人 性， 是 由 
(4.5.16) 的 第 i; 行 的 第 :一 1 个 数 和 第 i 列 的 第 i 一 1 个 数 ,通过 
《4.5.15]， 经 由 归纳 推理 来 得 到 的 . 这 就 证 明了 sle, gs 3) 的 存 
在 性 . 

对 任意 固定 的 +。 依 此 类 推 , 可 得 stp, go D 的 存在 性 . 

节 首 对 于 项 个 邮箱 所 说 药 原 理 , 对 :个 邮箱 也 有 状 似 的 结 轩 ; 
如 果 把 Neat l 封 信 投入 :个 邮箱 中 , 则 至 少 有 两 封 信 和 落 人 同 
一 个 邮箱 ， 这 也 是 一 个 很 明显 而 简单 的 原理 ， 

作为 这 个 原理 和 定理 4.5.1 这 二 者 的 推广 ,有 

定理 45.2 iS hh 9765. 


T(S)9 U aana = Bim i <2) 45.17) 
LTEM 


Æ T5) DESH, BE 
prl Agis?) 
AGAR FER ERS opot por) GRS potop T n 
关 , 55 BAH GSI) CX, RAU PHE: “4a ZR alpat 
por?) BPGUARE ELl, 1j, 有 5 的 pi 元 于 集 5;, B 
TS, yea, (4.5.18? 
MESH, :一 1 时 ,定型 的 结果 是 平凡 的 ,1 一 2 时 ,定理 4.52 
虞 化 为 定理 4.5.1、 今 湾 定 埋 对 1 一 1 成立 , 往 证 对 # 世 成 立 ， 写 
【4.5.17) 为 
Bj, Algis), 
T9 = VJ bs A Ua, Bii 
由 定理 4.5.1 ASAE RIAU P LÁ EIU RE: 
pes npe. pier), 
n(pistt*s 加 t). 


(4.5.19) 
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今 证 
ap, “tea Pras Pra r) = nt Pr, "ee 7T r). (4.5.20) 


N > alps’ “= Pe-asPi—is r), 
由 归纳 法 假设 ,或 者 对 其 个 ie l1,+—2)], ESH p 6T S, 


合 
T (S) Cu, 
或 考 有 3 的 pm 元 子 集 S 合 
TS Em Uo. (4.5.21) 


若 前 者 成 立 , 则 定理 为 真 ;车 后 者 成 立 , 则 有 
T,($,-,) — om, em, a Sa, 
这 里 
wi = aD TII). e, mm oO TCS). 
FRR (4.5.19), 或 者 存在 S~ 的 p, 元 子 集 3 一 一 因而 也 是 3 的 
于 集 一 一 合十 B 


TS, )&a, Ca, 
或 者 存在 LIO 的 p 元 子 集 5, 一 一 也 是 3 的 子 集 一 一 合 于 
T (5, )Sa,Ga,, 
EECEY EY BL, EE. 
EM 4.5.1. 定理 4.5.2 HR np t. pu r) RE Ramsey 
数 


Ramsey Xr ROG IRIS E X. 然而 对 一 般 的 Pis'**. Pis 
r, EEEREN. «| 除了 平凡 的 情形 一 一 诸如 (4.5.47， 
(4.5.5) 一 一 所 示 外 , 尚 知 以 下 诸 值 或 它们 所 在 的 区 间 : | 


r? 


2 

3 18 

4 18 [[25,28]| [34,45] 
5 

6 


(4.5.22) 


[38,94] 
[182,178] 
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和 和 
5(3,3,3,2) = 17. 
由 于 下 节 即 将 说 明 的 Ramsey 数 的 对 称 性 质 , 表 (4.5220 A RUEDA 
EHAR EERDE. 
有 半 这 个 定型 的 一 些 应 用 ,以 及 Ramsey 数 的 性 硕 , 将 分 述 于 
后 两 节 ， 


$4.6 Ramsey 定理 的 应 用 


SRS HIDE TLAGUAISN 个 不 同 的 点 ， 每 两 点 间 联 一 
条 线 , 这 些 线 互 不 相交 ， 如 果 用 种 颜色 将 这 ( RARE, W 


Z Ramsey 定理 断言 : 对 任 给 的 整数 各,…… ,p: 2 2， 存 在 最 小 的 
TERR nCins BETIS 2), Age 
N I n€ine ,ps 2) 
时, 就 一 定 有 一 种 颜色 , 例如 第 i 种 颜色 , 使 得 存在 pi 个 点 ; 这 些 
点 两 两 间 的 联 线 均 为 这 种 颜色 . l 
LBW AA. SRA EUA R 图 称 为 完全 图 . 
县 N 个 顶点 的 完全 图 记 为 Kw. 如 果 一 个 完全 图 的 每 一 条 线 都 以 
: 种 颜色 之 一 来 着 色 ， 则 称 这 样 的 完全 图 为 * 色 完全 图 . ”如果 
{一 1， 则 又 称 为 单 色 完全 图 。 如 果 这 颜色 是 红色 ， 又 你 为 红 Ky 
CBA C. Berge[1], F. Harary[11). 
于 是 上 述 结果 可 叙述 为 
定理 46-L 对 任 给 的 正 整 数 po pott ;py 21, 存在 最 小 的 
ER a(n. ssp 20, [58 
N ZR npt ,ps 2) 
时 , 任 一 色 完 全 图 Kw 中 都 有 一 个 单 芭 完全 子 图 Kp;、 这 里 i 为 
(1, #1 中 的 某 一 个 数 ， 
Ramsey 定理 的 另 一 个 应 用 与 钙 人 多边形 有 关 . 
TA 4.6.2, (Erd5s 和 Szekeres[ 11). 对 任 给 的 正 整数 m ,存在 
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JESESE n 一 nC(m)， 使 得 平面 上 无 三 点 共 线 的 # 个 点 中 ,及 个 点 
ATA ZG) a. 

需要 FES 

5146.1. 平面 上 无 三 点 共 线 的 五 信 点 中 : 必 有 四 个 点 为 一 
个 是 四 边 形 的 顶点 ， . 

WEBH. WRAP ARR D 5 ^r 5 BS AREA Ih 
TJik—— EP Ei TÉ MT ER TERIS TIA BN BR. AA EH 
XE ICB ER + SEER OE m XD. 

如 果 这 五 个 点 的 古 沉 是 一 个 五 边 形 ， 则 这 五 个 点 中 的 枉 意 四 
点 都 合 定 理 的 要 求 . 因为 任 一 是 五 边 形 的 四 个 顶点 井 为 一 贞 四 边 
形 的 顶点 ， 

如 果 这 五 个 点 的 四 壳 是 一 个 三 角形 ， 顶 点 为 4， B, C, 其 他 
BAD, E KATER WSK DE ERBURI— ALAA 
Be, (AME HMR = ABA, BORA S38 A BC, ALR, B, 
C. D, ERAN. W. 

BIR 4.6.2. EEEE AHAI m FREER AW 
ApEn A E, MX m P dep m DER ER. 

证 明 。 m= 4, S RRA. 今 设 引 理 对 m—1 
(m — | 2 4) REIER m BAR. 

设 点 4.00.44 的 任意 四 点 的 凹 卉 都 是 凸 四 过 形 ， 由 归纳 
BREVE. Artt, Aan Kim — VÉ Cu ROA, 不 失 
一 般 ， 可 设 4. An PERRET RE TR CHR PUE 
结果 ， 如 果 Ay Æ Co. 的 内 部 ， 则 dL. 必 在 三 角形 dida 
4 的 某 一 个 的 内 部 ; AX 
TARH, M An 不 能 落 在 这 些 兰 角形 的 任何 一 个 的 边 上 . 如 果 
Em 在 三 角形 4 的 内 部 , 则 Ais Ais Aimo Am 这 四 点 不 能 是 
一 个 凸 四 边 形 的 预 点 ， 这 和 假设 矛盾 ， 因 此 ， Am DATE Cm-1 的 外 
面 . 

4 在 Ci 的 外 面 , 夏 射线 Andis Amda, 中 
UAW, 1029 4o do, Aui. CHR BS BOS iB 

+ idl 


Cai. WHR 4;, 4, KPH, WEA AL 4; 将 包含 某 个 点 Ag 
(À Æ m,f, j 在 其 中 ,而 这 四 点 Ans dis Ajs Ay SA BETS 
TARER RRETA. dX A, 4; RAAB. JIN, 在 Cua 
ERIA Am 和 线 Amdi Andis 就 把 Cm-1 扩充 为 一 个 具 = 个 顶 
ARAN CH # 边 形 ， 证 毕 . 
. EH 46.2 的 证 明 . 设 
n = ním, 5, 4), 

对 平面 上 无 三 点 共 线 的 # 个 点 的 集 3, id 

= ((P4,P,,P, P; ) CS|P,,P; P) „Pi BE oF} ， 

B = {PaP Pr Pi] SS Pe PiP Pr 十 个 蔬 四 边 形 的 顶 

A. 

于 是 有 分 解 式 


TAS) — oF, Nf — S. 
由 Ramsey 定理 , S HRA m PA, PERO ROR 
WY REAR, ERE AR EEOAE. Bi 
引 理 4.6.1, 后 一 情形 不 可 能 发 生 ; 而 存 前 一 情形 ,由 引 理 4.6.2, 这 
m^ SOE mie. VES. 
关于 Ramsey 定理 的 其 他 一 些 应 用 ,将 在 以 后 介绍 ， 


$47 Ramsey 数 


Hi Ramsey 数 的 定义 立 得 
ER 4.7.1. YE ooh 是 [1,1 的 任 一 全 排列 , 则 
aC pist shes r= B( Pi 5° EET E r). 

Farh = r ~ 2 HWE. ARARA AEE 
Bb. 在 546 所 引用 的 概念 和 符号 的 基础 廿 ,再 增加 以 下 用 点 : 

如 果 Ky 的 线 着 以 红色 或 蓝 色 , 则 用 ie PAID ND) 
为 端点 的 红线 的 数目 . 

如 果 有 一 种 车 色 法 使 Kw PER @ SEK, RRS Ku i 
称 这 种 着 色 法 是 (p, 4)- 着 色 法 , 称 Kn 是 可 (p.9)- 着 色 的 、 把 使 
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yA 


f Ky "I (p,9) -BAWRANN Aide RCp ,9)， 易 知 ， 
R(p.q) = n(Cp,q,2) — 1, 

如 果 Ky EP 《p,q)- 荐 色 的 ， 则 把 Ky 中 红线 的 最 大 可 能 数 
Hida r(Ni p, g). BFH sc Rp, gi, Ky 不 能 (p，9)- 着 
&, Afi r(N: p, 9) — 0, 对 于 Ky HATER, EDS ORE BN: 
ps 9)， 从 定义 能 直接 推出 


DCN; p, q) — riN: a, p). (4.7.1) 
51 4.7.1. 如 果 Ky 可 Cp, 4)- 着 色 , 则 
ry R19 (ox iN), (4.7.2) 


WEB]. BART ru RO 一 1,9), BB 

ri = n(p — 1,4; 2), 
Eu Ky 或 者 包含 一 个 红 Kj, 或 者 包含 一 个 蓝 Ky, 以 P, 为 一 个 
端点 的 红线 的 另 一 端点 共 + 个 , 连同 Pi, Er FIA. 由 上 面 
的 结论 可 知 , Kh 或 者 包含 一 个 红 K, 或 者 包含 一 个 蓝 K ,因而 
Ky 或 者 包含 一 个 红 大， 或 者 包含 一 个 蓝 Ko. 这 与 Ky 可 eg 


Zt. WHE. 
*. 
r(N; pq) © ÈN > R(p 一 1,9); (4.7.3) 
BIN: pig) & i N: R(g, q — D. (4.7.4) 
WEBB. (4.7.2) HATS 6 RA, ATA- 4 EL EX FE AT i 
各 计数 一 次 , 故 
1 


1 
P rj « NeR — 1,4), 
2 gren 2 ? 
r(N; p,q) = max (i >, n)«iv. R(p — 1,9), 
1<7<N 2 


ORE (4.7.35. EH 04.7.1) 和 和 (4.7.37 WB (4.7.45), TERE 
BEA 3. 对 os(p.q.2). AMIR mE 
n(p,q,2) « n(p — 1, 45 2)  n(p,q —1,2)5 (47,5) 
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WE n(p — 1,932) 53 n(p, q — M 2) ABR, (4.7.5) 中 的 
"e n[ ”. 
VER. 设 Ky 是 可 (p,q)- 荐 色 的 ,计算 Kn 中 的 线 , 得 
N(N — I) s «(Ns p, 9) + EN; p,q) 


«IN R(p—1,g) 十 PN R(p, 4 — 1), 
Bp JS 
N x R(p — log) + Rép.q — DF dH, (4.7.6) 
ERN AAR AE L8 417.55, 

8k (4.7.60 PRTA R, Ky eT Seay SC H ES eR AO SS BLU 
须 都 是 最 大 的 ， 若 ?及 (一 1:9) Rp, g — 1), Sk (14.7.3 8l 
(4.7.4) 中 的 等 界 成 立 , NY 必 为 俩 数 , 而 此 时 (4.7.6) 中 的 等 号 不 能 
成 立 ， 这 就 得 到 了 定理 的 后 半 部 分 ， 证 毕 . 

È- 


np, q, 2) < 人 2) (4.7.7) 


证 明 . HERRIE Cp. 5) EARS A. AKA 4.7.7) 对 
(p,q — 1) Cp — 1, 4) OEM A Cp, 4) 也 成 立 ， 因 此 , 作 
AIIE, EEE (4.7.7) St (2. g) A Cp, 2) 成 立 ; 而 前 省 
就 是 44.5.5), 后 者 就 是 (4.5.50 A PRIA, 

Bip (4.7.55 和 归纳 法 假设 ,有 

nps 42) <anlp—i,g, 2) +n(p,9¢—-1,2) 
poite—2, ptg—1—2 
= ( po? } + ( p—1 ) 
-人 二 9 一 d 
pol ^ 


这 就 是 (4.7.7)， 证 毕 . i 

对 Ky 中 的 线 任 意 着 以 红 , 蓝 二 色 , HACH HAER 
蓝 ) 三 角形 的 数目 , 则 有 

EH 4.7.2. 
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^ PR osa DI 


(“)- L D WW 1). (4.7.8) 


3. 2 lad NM 
WER. Ky H}-S HARPER EN, AREER = IS 
TEES MT TUR, 由 它们 之 任 一 引出 的 两 条 线 不 是 同色 的 . 在 点 
PP 好, 不 同色 线 的 选取 法 有 


一 


P r(N — 1 — r) 
个 , 考 串 到 每 条 线 邦 被 选取 两 次 , 故 得 (4.7.8). 证 毕 . 
系 . 
aQ [eS am 


其 中 [x] 表 * 的 整数 部 分 . 
Wa. 因 整 变量 二 次 式 
Hie) = x —(N-—1)x 


-CC 


ADA ME EERE SOS 
+) (T=), #2\N—1, 
inf”) = 3 va x B 
OS (a) (a Ey], 


若 | ?mw 一 1， 
再 考虑 到 入 是 整数 ,由 (4.7.8) 便 得 (4.7.9)。 证 毕 . 
MAAS AN FA, PRS Bee. 
3138 4.7.2. VE Ky 是 可 (p,qg)- 着 色 的 , 记 
4A, 7 {P|r; m ji), ESN l, 


g = PHP 
则 
Ast D adeGsp ig) + oN—1—ip,g—1)}. 
3 pajan- 


(4.7.10) 
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TB. 设 点 Pie 4;, 且 记 以 Pi 为 一 个 端点 的 红线 的 另 一 站 
点 所 组 成 的 集 为 B,, H Bj 产生 的 完全 图 为 K, Hj 天 是 可 (p— 
1: 细 -着 色 的 ， 这 是 因为 ,车 K 有 一 个 红 K 或 有 一 个 蓝天， M 
Ky 中 有 一 个 红 Ks 一 Ky ULP] 或 有 一 个 蓝 天 。， 这 与 Kw 是 可 
(p, 9)- 着 色 的 条 件 蔬 盾 .这 里 ,“K 一 Kp-1U {Pi}” 表 示 Ky 是 由 
六 ,| 的 顶点 与 P; 一 起 所 产生 的 完全 图 ， 

Alb RP REE rs p — 1, 他 个 红 三 角形 的 顶点 ; AE, 
它 也 最 多 是 HN 一 1 一 1; p, 9 一 1) 个 蓝 三 角形 的 顶点 。 SR 
到 每 个 三 角形 的 三 个 顶点 在 计数 时 各 使 用 了 一 次 , ER (4.7.10). 
DI 

由 引 理 4.7.1, 3] 88 4.72 中 的 = & 

aye 0, Ap << N—1— R(p, 4 — 1) E j > R(p — V, q). 
WLR AE T An EAR PASAKE IB XT nl(p,q,2) 的 另 
一 个 递归 不 等 式 . 

EH 4.7.3. 设 Kw 是 可 (p,q)- 着 色 的 , 记 Ri: — R(p 一 2， 

4), R:t = Rp, q — 2), W] . 


NER +R 434242 quoe RR + RA) +R, 


a 
E] 


TOR, i} . (4.7.11) 


HEA. H C4.7.32,€4.7.4) ,CA.7.80) A CA 7.10), 有 


N. 
( «lY uN—i(—')41 MET 
3; 2 ain 3 oajen-1 


X [r(js p —1, 42 t+ AN —1— i$ p, 4 1)} 
«1l > QN —1-—:24 L M a; 

2 La tag Ó aecj}en-i 

x (GR, FON —1— DR. 


o; =N, > iq, >) fis 
UKj AN l Om) N-11 1S san 


(5) 过 人 位 一 1 4h Rg, l spay NN DR, 
3 «( 2 6 e) 52 7 6 

= ifrat tytn. (4.7.12) 
RAR Kr ore) 的 航天 点 和 极 大 值 ,得 


85 SNI p RIB ,0 (cigN), 


ar; 2 6 
nO NM += (Q<i<yN), 
NÍN—I R, — RV 
maxf( r,, (PN) 一 Ni “十 &) 
2 6 
4 NON — DR 


再 由 (4.7.12) 可 得 
(N — 1 3 (XSF e KE Ww 一 DR 
y Bi 
3(N — 1 — [6CR, + R) + 12N — 1) — (R, — Ri « 0. 
RN 一 1 解 此 不 等 式 ,得 
N—1<R,+ R42 +2{ 2 (Ri+ RR, + R} 


1 
+ R, + 及 :十 i} . 
证 毕 . 
H (4.7.11) PAN Eun xe eS 
Kl. jt m:—5(p—2.9g.2),95 — nlp, 4 — 2, 25, W 
有 
4 n 
n(p,9,2) Sm ta, t2+ 2 (it 十 ayn, + 2) a (4.7.13) 
Ti BURL, ZE (4.7.13) THR p 一 4 便 得 


X2. (BB Walket11) 
ti(p,p,2) « An(p.p — 2,2) + 2, (4.7.14) 
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下 面 来 估计 n. p.2) 的 界 . 
EH 7A. 落户 > 2, M ， 

P> {alppi > 24, 
WER. 18 (4.7.9),4 p 22 2H, 


n(Ps Ps 2) < (7 1) 


-np-lilp3.2p—4.2p—5, 
pol p—1 pP—2 p—2 


` 3 " 2 . i «aeu 
1 


2 1 


(4.7.15) 


2 
2 


(4.7.16) 


另 一 方面 , 有 2 ROTE Ky 着色。 对 Kw 中 的 一 个 特定 的 Ki， 
有 2t 种 方法 对 Ky 着 色 使 得 这 个 Ky 是 单 色 ( 红 或 蓝 ) 的 . 


选取 K 的 方法 有 (^) TAA 
(So (NX tH 
2 -(,) ; 
it] Ky Æ O-A Eu. DOS 
N., N* 
"Ils (422), 
故 当 ， ， 
N< (ay) yk 
Ay, (4.7.17) Bey. FA me aij, 2475 Ri. 
(4120751 => 23, 
HOS RI, N « 25 RUE (4.7.17) 满足 于 是 
nk, ky 2) m 23, (m2, 


(4.7.17) 


(42.18) 


(4.7.19) 


其 中 大 一 2 的 情形 是 由 表 (4.5.22) 得 出 的 。 最 后 , 由 (4.7.16) 和 


(4.7.19) [81H (4.7.15), 


a 


(4.5.22) thy S a DS A, 
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FURi EUTBTUEHUARSEGX, OER PR A HE. Bb OK RM 


第 五 章 (0,1)-36 阵 


tim x «FORE 4 — (ay) 的 诸 元 a, ARS 1, WERE 
(0,1)-J0, (0. 1 六 矩阵 与 组 合 问题 有 着 非常 密切 的 联系 : 一 个 
组 合 问题 常常 可 化 为 (0，1)- 和 矩阵 的 问题 ;而 一 个 40，1J)- 拒 阵 的 组 
PERERA HATES. l 

本 章 先 以 “ 相 蜡 代表 组 ”这 一 问题 着 手 引 进 (0; 1-2 ECG, 
$5.2); SRIBEHIE EAE: RATER (55.3), (013-18 
UCR, 5) 的 势 ($5.4), MAA (8 5.50; 最 后 介绍 (0, 1) pori 
THERA ($35.6), 

| 《0;1)- 些 阵 在 限 世 排列 和 区 组 设计 理论 中 的 发 展 和 应 用 ,在 后 

商 的 有 关 覃 节 再 行 介绍 ;而 它 在 图 论 中 的 重要 作用 已 超 出 本 节 的 范 
Bl, SA XBRE Ze Ay Berge[1] 或 Harrary| 1]. 


§5.1 相 异 代表 


先 看 一 个 具体 的 例子 。 设 已 给 下 列 五 个 集 : 
Si = 11,2,3], 
S, = {1,2,4}, 
$; = {1,2,5}, 
S45 {3.4.5.6}, 
Ss = (3,4,5,6]. 
SNAP RAR oO SIS 5), 符合 
x, € $, (1s i5), 
nry (lE (DS), 
UE BUE TE EE E B Aui 
Cris Xs Xi. X4& T3) = (1. 2. 5, 3, 4), 
但 是 对 下 列 的 五 个 集 : 
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T; {1,2}, 
T; {1,2}, 
T; = 11,2], 
T4, 72 (3,4,5,6], 
T = {3,4,5,6}, 
显然 没有 符合 要 求 的 选取 方法 ， 
为 了 进行 一 般 的 讨论 , 先 引进 
XX SLL. BURA 


{Si icien (5.1.1) 
有 元 素 组 
{x jaie (5.1.2) 
eT 
nes (sien), 
nay (1 Sip ean), 
则 称 元 素 组 (5.1.2) 是 集 系 (5.1.1) 的 一 个 相 异 代表 组 , 记 为 SDR。 
LEER GOLD 的 相 怪 代表 组 的 总 数 记 为 N(51,-… ,5.)。 
如 果 在 集 系 《5.1.1) 中 有 天 个 集 3 54, 它们 所 包含 的 元 
FH BR 


(5.1.3) 


U Su 


l«&rlwk 
则 必 不 能 选 出 这 外 个 集 的 一 个 SDR, KRAEMER 
个 SDR, 这 就 是 说 ,(5.1.1) 存 在 一 个 SDR 的 必要 条 件 是 
Us ane 0 44) 
IE TEST] 
其 中 志和 诸 1 是 合 于 下 述 条 件 的 任意 正 整 数 ; 
Lak Sa, 
le iss, ig ei, (1 Strate Gh), 
直到 1935 ££, P. Hall! 才 证 明了 条 fF (5.1.4) 也 是 (5.1.1) 
存在 SDR 的 充分 条 件 . 是 即 , 有 
EH 51L 5E 09.1.1) 存在 SOR 的 充 要 条 件 是 (5.1.47 成 
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< 


(5.1.5) 


为 了 引用 方便 起 见 , 招 条 件 (5.1.4) PRM H. 
下 面 证 明 比 定理 5.1.1 更 强 的 一 些 结果 . 
SEM 5.1.2. jb my om, eoo cx om, BERRIEN 


Hym, 7m: = Hi (m — i), 
Deri«ziminDer, ern? 


6,0, Tt my = II (mi 一 i), 
Daimintm s! 


Fm, mQ = lI (mi — ius 


Di cn 
这 里 
(254: = max(1, a), 
由 此 定义 立 得 | 
Hm amu) S Gm, scm) S Falat m). 
(5.1.6) 
不 失 一 般 ,可 设 集 系 (5.1.1) 符合 
ISl 和 ISl sc xmISI. (5.1.7) 
于 是 ,有 
定理 5.1.2. BRA (5.1.1) SHAADI 5.1.77}, 则 
N(Sis+++5Se) DAs (5.1.8) 
N(S,, aSa) 2 HLCIS 5.1. (5.1.9) 
NS ta $,) 2 Go|51| ,+-,15,|), (5.1.10) 
N(S1, 7 ,$,) Z9 FACIS 18,12. (5.1.11) 


SE. (5.1.8) ELEM 5.1.1. 的 充分 条 忻 部 分 ,， (5.1.95, (5.1.10) 
和 (5.1.11) 480% M. Hall, Rado 和 van Lint 所 证 明 ， 由 
(5.1.6) 41, (5.1.11) Eb C5.1.8)—4(5.1.10) 都 温 ， 因 此 下 面 仅 给 出 
(5.1.11) 的 证 明 ， 为 此 ,需要 下 面 的 
引 理 5.11， 设 = 之 1. Ei fez NEXT: 
JaC ayy ez 774422 = Fm mi, cmq), 
这 里 my Sm oco Sm, 是 a, datts a BH. BAH 
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ACTE ZI 对 每 一 个 变 元 a, Ses n) 者 是非 降 的 . 

证 明 ， XI— BRE RS pL FETA a, Say, VETE a, s go 
BJERRE SU mi sooo om, GSR AL, a; TE ayy cotum as 
ils tt taan 的 非 降 排 济 中 占 第 E Ar, WI 

PDR, a; 5 om. 
因此 ， 

PCT ttt 3 i119 frs fitis 7,44) 

Castra) 
下 


F tm, ls TR Misys Mihis T" sma) 


(mgr 一 CR 一 IDs II (mpi G—-D (a) U lY 


kricjet-i 


(m,—QG—DX [D «—G-DXGi; —-— IDs 
Rb le jai 
= Cs 一 (一 1 Ya . nig 7 G1). 
(m,— C 一 We tridja 10m; m G 一 1394 
.a (1) (5.112) 


Cm, 一 (一 10. 
因为 mama om, E mar, Bw GOLID BATHS 
个 因 于 都 SLA (5.1.1220 的 最 左 节 Si. TE. 

XE XL 5.13. ERR (5.1.1) SUB ZR RF HL EUER iE (5-1.5) 的 
RAVE 存在 使 得 (5.1.4) PRESB, WIRT {8a hae A 
(5.1.1) 的 一 个 临界 组 ， 

(5.L11) iE. 易 知 ，(5.1. MEE ttn 
行 数学 归 钠 法 ,分 丙种 博 况 讨论 . 

情况 1. 集 系 (5.1.1) 没有 临界 组 ,此 时 任远 a€ 5, 当 集 5, 的 代 
AX AE 

Si SiCa)i = Sja) (2 in), 
UK, BR S has HARE, 这 是 因为 对 任意 的 £O S E 
nn — D, ERM 2m uo aga, Sn. 有 


«1625 


su) =| U Gited| = 
| israk 
»40)0-1-k 


U U Sal —1 
l«fpxk 


因而 
N(S, ++ Sn) 2 DO foil |Si€a) atta iS) 


2S fea lSal — 1437.15] — 10 


IEA 
= mfal — 15S — 1) 
= Fp Mys Mast t a Mg) 
情况 2. BR (5.1.1) 有 一 个 临界 组 , 记 为 
Sas dps 133934 (mp uox xa), 
则 . 
U Sj =. 


M, 
设 a anm oco c Buc & 
Ui herca- U Vh = Lhe], 


id 
$,, = Su; Y Uu Sy) (iga k), (51.13) 
.odejwk 


FRA {8, hex BAR LS; hai, 的 子 系 。 故 {Suhe CRE 
HAm SDR, B— 5m, g 


CH) XC U. $,)|7 i US 2 tks 
" . 
INTE ju u( U. $,) 
- CGU s „JU CU S, )| miti, 


故 得 出 
U s, zd. 


LU. g 
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这 就 是 说 。 集 系 (Shes HARE, AMA SDR, 由 
(5.1.13), RR (5,] 和 (Su) 的 上 述 两 个 SDR EEA., F 
是 ,由 归纳 法 假设 ,得 
N CSia tt aSa) (CS 
Z l Sada tta Sal) + fae Sadar 
(Sanar) 
= l Sa PRESE D * fa-al | S| Ratt, 
[Suel — RD 
| “ taal Sz, | — kyt, 
12, 41 — 42. (5.1.14) 
因为 
IS] 15, U US, | 一 天 


CIS, | —í(r—1)»,-—1, E Rr Sve, 
CIS,] 一 一 :一 1, l, Ai i: Sy, 
所 以 
ROS. IS) = I] Ci 5;| —(i— les 
ii, 


PERO — Rares [Sug | — &) 
= [I (si ~ G— 10. 


vp Simin 
FEHR (5.1.14), EA 
NC, 00+ Se) 2 FC os ISD), 

证 毕 . 

PTC HES RE, 

定义 5.1.4. TRR En 的 SDR xin fF 

nET, (1 Ricgn), 

这 里 hh * fn 是 L1, n] 的 一 个 全 排列 ， [人 ea 是 一 个 集 系 ， 就 


+ > + er + 


SCR, 


» lods 


定理 5.1.3 如 果 


5; U Lm 
ixl l«jsa 
$$; 7 6, TNT, =o GE) (5.1.15) 


HOTH—-e [1:*], BARDS 包含 在 最 多 区 一 1 个 Tj; SH, 
则 {5,} ALT} A SCR, 
TE. ic 
A, SIT; 96 i, 1Siga, 
XOAX—Hh-—e xn. 有 
| U Ay | Sk, 


Lejk 

则 集 5; «72.54, 最 多 只 能 和 名 一 1 个 集 T; 有 公共 元 ,这 和 定理 的 
假设 条 件 不 合 ， MARR Mhea BEREH, M Uus 是 
(A, has, 的 一 个 SDR， 在 交集 SAT, 中 任 取 一 元 n <i< 
n), MI {rheme HEX CSS 的 代表 ,又 是 {T;} 的 代表 。 再 由 条 件 
《5.1.157，{w} 中 的 元 是 两 两 相 异 的 ， 故 为 (SO 和 UT) 的 一 个 
SCR, TWEE. 

这 个 定理 在 群 论 中 有 用 . 

EA SLA. (HE GIBSECHU—A4-F 8t. WH — dB on GE E 
在 ,既是 日 的 庄 右 障 集 的 相 异 代表 ， 叉 是 互 的 诺 左 陪 集 的 相 异 代 


R. 
TEAR. RARE H 的 元 素 的 个 数 和 左 陪 集 Hy 的 元 束 的 
个 数 都 和 五 的 元 素 的 个 数 相 等 , 故 任 意 & 个 右 陪 集 的 元 数 为 
KiH|,fE3& & — 1 PCR (& 一 DIAL. 所 以 任意 下 个 右 
EHI HREM —1 个 正 陪 集 之 中 . B. 应 用 定理 5.1.3 
硬 得 定 到 5.1.4. 证 毕 . 

由 定理 5.1.4 可 知 , 对 有 限 群 G 和 它 的 一 个 子 群 , 存在 G 中 的 
X3 ,zs 使 
G = aff oe) + aH = Az, + +++ + He, 
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$5.2 相 异 代表 和 《0, D-RE 


iz 
$e EDITOS" SESU m i m). 
外 此 可 构造 一 个 m X s B9 Co, DE 
A = (aj), (5.2.1) 
其 中 
I, 车 ar € S, 
"EHE 
0, Z7 2458, 
友之 ,由 (0, D-RE (5.2.0, 按 规定 (5.22), 又 可 确定 出 一 个 
TURAN SFE SO iom m). 这 样 一 来 。，5 的 子 集 系 {5;} 与 
S 之 间 的 关系 ,由 年 阵 (5.2.1) 即 可 完全 表达 . 
定义 5.2.1.。 由 {5,2.2) FEN (5.2.15, Miken 7558 5 与 
HFR {5 heien 之 器 的 关联 短 阵 . 
自然 ,如 黑 把 (5.2.2) BA 


OQ 和 ?mi (5.2.2) 


an | 1, 着 a € Si, (5.2.3) 
—1, 者 gj & S, 
或 一 般 地 疏 为 
人 (5.2.4) 
ys 8 g; & S, 


这 里 *, y 是 两 个 不 同 的 元 ， 这 样 形成 的 矩阵 4 = (2) 也 可 以 作 
Ae cp] S 与 其 子 集 系 48;} 之 间 的 甘 联 和 矩阵. (BR. 正如 以 后 将 
看 到 的 ,一 般 情 况 下 ,(5.2.3) 90 05.2.4) 不 如 (5.2.2) 那样 方便 。 这 
一 方面 因为 0 和 1 的 运算 特别 简便 : 另 一 方面 ,这 些 0,1 的 运算 结 
果 往 往 显 示 出 某 些 重要 的 组 合意 义 ， 自 然 ,在 个 别 特 殊 的 情况 ,也 
可 能 因 采 用 《5.2.37 或 15.2.4) 而 带 来 某 些 方便 ，, 

下 面 将 用 一 个 有 具体 的 问题 来 说 明 关 早 抑 阵 的 作用 为 性, 先 
引进 

FEM 5.2.2. iA RAF EU m x on FO: A= Lay) W 
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perd: = > LICET mem (5.2.5) 


AG 4 的 积 和 式 , 这 里 PT, 的 意义 见 $ 1.2. 

由 定义 可 得 

定理 5.2.1. HS SERA {3 heen 的 关联 矩阵 为 4， 
则 

N(S,,--:,5,) = pet4, 

WR. Yom > n FE,C32.50 有 节 的 和 式 为 空 和 ,因而 (5.2.5) 
的 左 节 为 零 。 另 一 方面 ， 于 时 集 系 {51} SDR. 所 以 定理 在 
m T-nb5 XB. 

34 m a a db BREE (5.2.5) 中 的 和 式 的 项 

diau amin T | (5.2.6) 


成 立 的 充 要 条 件 是 
au, 7 ) (lym), 
而 后 者 与 
a, € S (1x; m) 
等 价 ， 这 就 是 说 , (5.2.6) 成 立 的 完事 条 件 是 存在 {9} 的 SDR: 
4,545577» d;,. WERE. 
tps] A, 矩阵 的 积 和 式 的 性 质 的 研究 及 其 计 值 是 很 重要 的 
一 个 课题 , 积 和 式 的 定义 和 行列 式 的 定义 爱 面 上 非常 相仿 ,似乎 还 
要 简单 一 些 。 行列 式 有 着 一 些 优秀 的 性 质 , 使 得 计算 变 得 比较 容 
易 . 但 是 ,对 于 积 和 式 , 有 些 性 质 却 不 复 成 立 了 , 因而 它 的 计算 常 
常 比较 繁琐 . 
关于 积 和 式 , 以 下 性 质 成 立 ; 
定理 5.2.2。 设 4 是 一 个 x n SS, A BAST RR 
以 元 z， 其 余 行 不 变 而 得 出 的 矩阵 ，4; 是 由 4 的 行 交换 顺序 或 由 
4 的 列 交换 顺序 所 得 出 的 矩阵 , 则 有 
perd, = apet, 
peri; = perd, 


e ÀB7 + 


Emen, AH 
per! = pet, 
这 和 是 定义 5.2.2 的 直接 推论 . 
MER 在 积 和 式 中 ,一 和 = 的 地 位 并 不 对 等 , 亦 即 在 一 般 情 
况 下 ,有 


pert? = per A, 
WER m X » RE B = (ba), id 


o( B) 一 ll M bi. 


čin gjan 


把 了 3 中 的 第 isde uy 列 换 为 全 零 的 列 ,其 余 列 不 变 所 得 出 的 矩 
阵 记 为 Bia tige 再 记 


gy: 一 gH: a- > OCB yg) 


ips ECT 
这 里 Cz 的 意义 如 5 1.3 中 所 示 . 
定理 5.2.3. 
— T; 
pB = 53 qcpy(^ 7 tee. (5.2.7) 
Om Pager] 1 
TER. 3 m an Bl me —n BIW 
n= mb pom (m — n2 
-— om (), zx — Fs 
(0 
Un,—mdi = Titim- = D, 车 Pe m —n, 


因此 (5.2.7) 右 节 和 和 式 中 一 切 项 均 为 者 ,从 而 此 时 (5.2.7) FR. 
FRBE mss, id 

5 = Gist tS ELT. n 1CI * ism). 

XS PREE F: 
WC stus) = buby," bu. 

BE X VER P; ZU T: 

(hs tfe AR P, 3B h 3e i, taf WE, 
HA § 2.1 的 记号 ,得 

W, maB), 


H 
perB = Wn—m). 


电容 斥 原理 ,得 
Win— mya em we 


此 央 05.2.7), TERR. 
X. EB Rb Ae 
prB $, (—lYe,. 


0i xn—1 
HI = 1, ide Pee, J = /, CaS E, 即 全 部 
EOS 1 ROBE AS 
pers 一 nl 
和 
petCJ — 1) = Dus 
MAD, 是 * 阶 更 列 数 .由 定理 5.2.3, 可 得 下 面 的 组 合 恒等式 : 
定理 5.2.4. 
gi >, coo». 


B= 3, (DJ 一 -一 Dr 
Derem-] 
现在 米 讨 论 这 样 一 个 问题 ， 若 集 3 中 的 元 的 编号 或 于 集 系 
{5 中 庄子 集 的 编号 有 了 变动 ,关联 矩阵 将 发 生 怎样 的 变化 ? 
设 于 集 系 《51,5;,.… ,5} 是 子 集 系 (9). Sn} 的 一 个 排 
列 , 则 可 确定 一 个 各 阶 置换 逢 阵 P 一 (po) 如 下 : 
1, 8 5-85. 
Pt le E ses. 
同样 , 若 诸 元 apasta, 是 asas sas 的 一 个 排列 , 则 可 确定 
一 个 = BRIER O = (gy) 如 下 : 
1l, Æ a, — aj, 
m lo, 车 2, 9€ Sj. 


(5.2.8) 


(5.2.9) 


e 1699 


SHE FIR (Sha HERR {ahea MRR 4. 一 
(a,j), BH 
a= f E: 4;€ S; 
' 0, X oS. 
由 于 P.O BLADEHÉÁXEER, ATER BO i 和 j, pu S 
£9 m) 中 恰 有 一 个 为 1， 设 为 su, 91 RE TAL, X 
gui. Br, 


(5.2.10) 


> Puüuqu 7 Pi st Fig 7 Hue 
isism 


lesan 
从 而 
» Pudagy = 1 
12122 
成 立 的 充 要 条 和 件 是 
B, 1, 
BY 
a, € S, 
25 15:25] 
S, Sas 8), = dis 
上 述 条 件 就 是 
a;€ S, 
IR RD 
a; = 1 
由 于 
>» Puugi = Uu, 
P334 


和 a, 都 只 能 取 0,1 BAL ELLO G2 得 
a; 一 » Putat. 


lic 
idien 


写成 短 阵 形式 ,就 是 
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A’ == PAO, (5.2.11) 
这 就 证 明了 
M525. 当 集 5 的 元 素 及 其 子 集 系 {51} BTOB A ss 
动 时 ,新 的 关联 筷 阵 4’ SERRE A 之 间 的 关系 可 电 (5.2.11) 
给 出 ,其 中 算 阵 P AO 4 BS (5.2.8) 和 (5.2.9) AE. 
这 里 顺 便 将 毅 故 插 阵 的 概念 略 加 推广 ,因为 后 面 要 用 到 这 点 . 
WM 523 WPA mK n 10,1) - BES 


PP* = Tas (5.2.12) 
则 称 P AME, 
SIE 4 m Aon IY ,C5.2,.12) 与 
PIP 一 了 
并 不 等 价 . 
EA 5.2.6。 设 P 是 一 个 m Xx s BRE, Xl 
m xn, (5.2.13) 


—^r (0, 15-5n Be 29 Be eRe AR P 的 每 一 行 恰 有 一 个 
1, 且 P 的 每 一 列 至 多 有 一 个 1 车 mr =n, 则 (0, D-H P AR 
换算 阵 的 充 惕 条件 是 每 行 每 列 者 怡 有 一 个 1. 
WEBH. Aa>a, Uil 
rps eT Qn L my 
这 里 rs BAPE BHP. BH, 
Fpp? 73 FQ, = m, 
#PPT < min rp, fpr) < Mms 
这 是 不 可 能 的 . (5.2.13) 得 证 . 
若 己 为 置换 矩阵 , 则 
Bonen — {0 i xL (5.2.14) 
对 任 一 国定 的 2。 由 (5.2.14) HAS, pa 中 恰 有 一 -个 为 1(1 < 
Sa) BH C52.140 的 第 二 式 , P 的 任 一 列 不 能 多 于 一 个 1， 上 
述 推 理 反 过 来 也 是 对 的 ， l 
当 m — n k AP EAK eh 1, m^], 每 个 列 又 不 能 多 于 


Bru 


一 个 1, 帮 每 列 愉 有 一 个 1. TE. 
由 定理 5.1.2 还 可 得 到 
定理 5.2.7， 设 4 是 一 个 mm X a HI, DAER, BT Tt 
HHD numorum re d$ perd 5€ 0. Bü] 
prd zo [I it De. 


Ler am 


$5.5. 2 FA MW RK 


定义 5.33, Fab BATRA SEAR. 包含 了 B 的 全 部 
非 零 元 的 线 的 条 数 的 最 小 者 ， 称 为 妃 的 线 秩 ， 两 两 不 在 一 条 线 上 
的 B 的 非 零 元 的 个 数 的 最 大 者 , 称 为 B 的 项 秩 . 
当 讨 论 矩 阵 的 线 秩 和 项 牧 的 时 懂 。 起 作用 的 并 不 是 矩阵 的 元 
的 具体 数值 ， 而 只 看 它们 为 零 与 否 , BIZ, RH CO, D-E 
A= (an) KK: 

a. =j Zi 6,0, 
" 0, Æ by = 0, 

很 明显 , 线 秩 和 项 秩 在 年 阵 的 行 换 序 或 列 换 序 下 保持 不 变 . 

定理 SIL jk 4 ZE— 60, D-RE, MA FURS: 

(D 4 的 项 秩 ， 

(2) 4 的 线 秩 ， 

(3) 4 的 有 具 非 堆积 和 式 的 子 方 阵 的 阶 数 之 最 大 者 ， 

(0 ABT REARS. Ae 1 主 对 角 线 的 子 方 阵 的 阶 
数 之 最 大 者 

这 里 ,全 1 XX RR RRR ED RR LEY i. 

MESH. (1) 和 {4) 二 数 相 等 ,(3) 和 (4) CRS EE fux 
见 的 ， 今 证 41) #0 (2) 二 数 相 等 . 

设 4 的 项 秩 为 p, 线 秩 为 pa . 因为 没有 一 条 线 可 以 包含 计 入 
项 穆 数 中 的 两 个 1, ee Z9 o. 

对 二 施行 行 换 序 和 列 换 序 ， 便 得 两 两 不 在 同一 线 上 的 2 个 1 


hides 


位 于 主 对 朋 线 的 左上 部 分 ,年 阵 4 化 为 


an il k 
ae 2), -| 1 " ) (5.3.1) 
c D E E! 


E (5.3.1) 中 , 2$ D = (45) 2e 0, RI BM A Km ø 
行 的 秽 序 和 后 m 一 o 更 的 换 序 使 得 在 已 的 《1, 1) 位 置 上 的 新 元 


B 
3 1. MOREA, Mido, 这样 -来 , 短 阵 (4 7) 的 


项 秩 0-1. KEARSE. Alb. 65.0 pý D-—90, 车 
Boe (ha) HHP 4, = 1,HC= Com) 中 有 一 个 元 ey ™ l, 
4E (5.3.1) PER: (1-898 0 + RAM, WA WER 
然 保 持 全 部 为 1， 但 新 的 已 中 却 出 现 了 1， AUER RAE 
的 ， 出 此 可 知 ,车 8 的 第 i 行 有 一 个 元 为 1, WI C 8938 i PARS 


5 . A B 
Y. BORA WRT LH isio oi iA EE) 


D 

BSR istart tot TTA AC n 列 就 把 全 部 工 都 覆盖 了 ,这 
B flies sft = (Lela ob. Ab, oe zm v. 

综 上 所 述 , 得 p o. TER. 

利用 定理 5.3.1 可 以 证 明 

XEXE 5.3.2. 设 4 是 一 个 m X » AE m <n, 4 CRM 
ATER EM. WRA HATAR e. ODE s. 

4 一 $5 uh (5.3.2) 


lace 
这 里 , 诸 P, A EMOR, E e, 为 正 实 数 . 

证 明 ， 因为 4 CRA EMR, BA m — 0, Ws — 0, 
Am 4 一 0。 此 时 (5.3.2) GAS, eee. LPR 
A» 0, 

BIG m e n EE. JUDA m = "ERE ACT 
六 个 正 元 在 不 同 的 列 ` 不同 的 行 上 , 如 若 不 然 , R RREN m AR 
存在 ,由 定 慌 5.3.0, 4 DT m ee BLU] Bed AS ES oc. 设 
这 些 线 由 = 个 行 和 了 个 列 组 成 , 则 
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etfaim, 
[i 
mm me tmj Emm., 
然而 这 是 不 可 能 的 , 所 以 二 有 严 个 正 元 在 不 同 的 列 、 不 同 的 行 上 ， 
记 这 些 元 为 Aye Faye T oaf mimd 这 里 fifa" ttim 为 [1, m] 的 一 个 全 
排列 。 记 这 王 个 数 中 的 最 小 者 为 es. 定义 矩阵 只 m Cp) 如下; 
1。 若 ?一 7 
lo. CET jo 


Pai, pm, 


于 是 , 非 负 矩阵 
A— oP, (5.3.3) 
的 各 行 和 等 于 各 列 和 ,都 等 于 mw — oe, MEER (5.3.35 中 零 元 的 
个 数 比 矩 阵 A 中 零 元 的 个 数 至 少 多 1， 再 对 矩阵 (5.3.3) 应 用 上 
面 的 方法 , 每 一 次 至 少 多 出 现 一 个 零 元 , 故 经 有 限 步 后 便 得 零 阵 . 
这 就 是 说 ,对 某 个 :,(5,3.2) RY. 
HRE m <an WAE. FERE 


A 
4 mm ) 
" 


JE 为 Cn 一 m) x n 的 全 1 阵 , BA A’ 的 各 行 和 仍 为 mw'; 因 
各 列 和 相等 , 帮 亦 为 mw， 由 前 段 所 证 ,有 
A’ = > cP is 


iar 


4 一 NV oP. 


了 
这 里 P; 是 出 P; pM m TIRRI m X = 子 阵 ， 证 毕 . 
由 定理 5.3.2 可 推出 
X385.3.. 设 4 是 一 个 #* 阶 (0,1) 阵 ,其 各 行 和 ,各 列 和 均 
A ks Hl 


， (5.3.4) 


因而 


A c PtP, o +P, 
Sis 都 是 置换 阵 ， 且 任 二 个 不 同 的 P, 和 P; 的 相同 位 置 上 都 


"7 


EAJK 1. 

FER. 在 定理 5.3.2 对 m - 2 的 情形 的 证 明 中 ,， 因 4 为 0， 
1)- 阵 ,得 c 一 1 且 工 一 cp 的 各 行 和 ,各 列 和 均 为 夺 一 1， 所 以 ， 
恰 需 万 步 就 可 得 到 最 后 的 结果 .因为 4 中 诸 元 的 最 大 者 是 1 , 故 任 
二 个 不 同 的 了 的 相同 位 置 上 无 公共 的 1. 证 毕 . 

THREE 5.3.3， 可 以 给 下 述 问 题 一 个 肯定 的 回答 ; 4 8 2n 
个 球 队 mott ts te Visits Yao BOT x PAESE RP Y MEL, 
4-4 v BES AD x BALE, TRIBRXEGE HE A RE ERIS RD 
比赛 进行 完毕 ? 

iE XE. = (ay) 如 下 : 

E A », 之 间 有 比赛 ， 

"lo, $r 58 y, VIER. 
于 是 ,4 是 一 个 # 阶 0, LAERE, ATA AAS &. EE 
5.3.3, 


(5.3.5) 


A POP + + +P, 
记 P= COE) Stk). dA O.3:50 作 如 了 安排 : 
x, 3 yj 之 间 有 比赛 , Bef mi, 
x, By, ZR. 33 py) 一 0. 
N P EERE, ELO pP DP 6b a; - 1, BOTHE BDEI n TE 
(5.3.6) 的 安排 下 , 每 一 个 * DATA B ie SZ y 队 之 一 比 
赛 一 次 ,同样 ,每 一 个 Y 队 世 恰 与 预定 要 与 之 比赛 移 x 队 之 一 比赛 
一 次 。 贝 于 任 贡 个 不 同 的 P,, P, 的 相同 位 置 上 无 公共 的 1， 所 以 
在 所 有 头 次 比赛 的 任 一 次 中 , SUA x, 59 y; EER, BARA 
次 ,所 以 ,由 年 阵 Pi LP. 依 (5.3.6) BTR) & KE ERA Sd 
s. 
在 概率 论 中 VR Ee E BEC RU TS SERU ETE UB, PTI 
PLAS FE eS ESE FH. 
定义 5.3.2. AVR T Pe A 的 元 都 是 非 负 实 的 , 各 行 和 、 各 


(5.3.6) 


. > ow 4. y 


把 定理 5.3.2 应 用 于 双 随 机 短 阵 ， 得 


上 73 


定理 5.3.4， AA 是 一 个 六 随机 矩阵 , 则 


A= M ub, (5.3.7) 
ETE 
XE: 1, 诸 Pi 为 置换 阵 , 诸 > 0, 合 于 
> aml, (5.3.8) 
ISiT 


证 明 ， ARE (5.3.8) 即 可 ,而 这 由 《5.3.77 PAA RATT 

关于 双 随 机 振 阵 的 积 和 式 , 有 一 个 著名 的 猜测 至 今 尚 未 获 证 ， 
14 是 一 个 #2 POR LG , WE 

perd < TII D as 
得 | | 
perd <1, (5.39) 
等 号 成立 的 充 要 条 件 是 4 CUBE. HEA 5.3.4, 
perd Z9 per(e,P)) = e? > 0, 

FEE, van der Waerden 畏 测 


perd ze H, (5.3.10) 
fi 


易 知 , 若 4 = > J, W 5.3.10) 中 的 等 号 成 立 . 


FERIAM van der Waerden 猜测 更 强 一 些 ; HA, Be 
是 # 阶 双 随 机 短 阵 , 册 
perl AB) « prd, perB. (5.3.11) 


# (5.3.11) thik B = Ay, WW (5.3.11) 得 出 5.3.10)。 可 异 的 


是 , (5.3.11) 并 不 成 立 . PRR W. B. Jurka (2878 Ryser 
[8]) 244i: 


11 5 8) 1109 
4e+f33 u ol, ea tl1 1 of, 
24 2 
0 8 16 0 02 
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3804 3840 
13824 138247 

另 一 个 较 van der Waerden IEAM: AAE rt 
RR GAAL Hope , 则 


perd = < per (4B) = 


pel AAT) « per. (5.3.12) 
FHF eo BIL E AY EB 5.3.6 SP, (5.3.10) 是 (5.3.12) 的 推论 . 
AH., (5.3.12) RAR, M. Newman (参看 Ryecr[8]) 给 出 了 下 面 
的 反例 : | 


1100 2101 
a= 0110| ya tpr2ray 
210011 510121 


1201 11912 


8 
AAT) = > > TA 
pe a4 64 


上 述 两 个 较 强 的 猜测 不 率 地 被 否定 了 , 似乎 van der Waerden 
猜测 成 立 的 可 能 狂 碱 小 了 ; 然而 另 一 些 较 明 的 结果 的 成 立 又 在 支 . 
持 着 天 们 对 van dec Waerden 猜测 成 立 的 信念 - 

flan, Marcus 和 Minc™! 证 明子 

定理 5.3.5. i 4 — (a4) 是 一 个 # 阶 双 随 机 矩阵 , 则 存在 一 
^» BEER. 


1 
II ja) > ae 
1€&i €» n 


XU, Marcus 4 Newman?! 证 明了 
5ER 5.3.6. 没 4 E TEE LEES B BR LABES , DU] 


per zm a, 
n 


Hp Ste BRE 4 一 l J. 


van der Waerden 猜测 引起 了 许多 数学 工作 者 的 注音 , HAH 
此 产生 了 对 挎 阵 的 积 和 式 ,特别 是 对 (0。1)- 矩 阵 的 积 和 式 的 广泛 
研究 ,提出 了 许多 有 关 的 狂想， 这 里 不 拟 深 入 地 介绍 这 个 问题 ,也 


Dd 


不 给 册 上 述 两 个 定理 的 证 明 ， 对 此 有 兴趣 的 读者 可 参阅 上 面 引 的 
资料 和 van Lint[2 ], 


$ 5.4 (0,D-A4BBEAS MCR, S) 


定义 5.4.1。， 设 4 是 一 个 m KH (0,1)- 短 阵 , 其 第 i 行 的 

全 部 元 之 和 为 ro Bi 列 的 全 部 元 之 和 为 s. WA KAE 
R = (ns rast * had 

为 4 的 行 和 向 量 ISTE 
S = EPERE 

为 4 的 列 和 向 晤 ， 若 向 量 K = Qoo KD 适合 
hy hy oes ee hee 

WERK RBM. BK ES 
iS Set Shy 

WERK RITA. RI A MR 

n: = UCR, S): 


一 1 mX 2 C0, 1)-i8 4 


(x fist a > ami) = Crt torn) 
= (ap) (> Gata > 网 = (sist tasn) 


5). 
EX 542 Foa HE 
8, = (1,+++,1,0,+++,0) 
t 
的 前 *: 个 分 量 均 为 1, n 一 s 个 分 量 均 为 零 ， 则 称 5, 为 二 极 左 
向 量 。 Am X n Bg C0. DEE 4 的 第 :行为 六 极 左 向 量 
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(o m, BD 


Brn 

则 称 4 APA RR AEE. 极 左 矩阵 也 的 列 和 向 最 记 
A S S Catt 

定义 5.4.3， 设 S 和 3* 是 两 个 = HE ,其 分 量 为 非 负 政教， 
如 果 它 们 的 分 量 依 递 降 的 顺序 重 排 以 后 分 别 为 ms 和 了 ， 
fay EE PYRARUE: 

state by Sof bst e Bd A Sial) 

5 E oe a a dx 
Ae 5* DUTIES, MBs ST ST, 记 为 

S-AS* Be st—s,. 
HALAERE a 的 行 和 向 量 六 和 列 各 向量 5, 有 
noc Ds. (5.4.1) 


tai arn jaja 
再 者 ,类 UCR, 5) RA, MERA 4. 还 有 ,5 RGÉME 
By. 
FR THES HEBER KS MABE, 
X38 5.4.1. ZRE-Ttr eos, 其 分 量 为 非 氏 整数 , WS 
的 第 7 个 分 量 5 为 ' 


jj > sgn[ max(r; — ; + 1,0)] (1 x P xn). (5.4.2) 
laine 


ifBR. 5j d. Ble 2j. TEMA SED. 4 的 第 i 行 
&, 贡献 一 个 1。 币 此 时 ， 
1 一 sgnfr — 7 + 1) = sgn(max(r, — ; + 1,0)). 
3 n«;— 3. 在 计算 时。 地 的 第 Fe, 贡献 一 个 零 ， 而 此 
RY, 


D = sgn(0) = sgn[ max zr; 一 1 士 1,0)}, 
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dc (5.4.2). WEM. 
“P TAS 32 BSA UCR, S) 非 空 的 充 要 条 件 . 
定理 5.4.2, CRyser[3], Gale[ 11). 设 向 量 R = (nni, 
te) AE S = (op sz) 的 诸 分量 均 为 非 负 整数 。 设 4 是 
m X 2 HOARE, RTO A R, SABA S. 于是， 类 
UR, $) dp mao eR p 


S5, (5.4.3) 
证 明 ， 条 人 性 的 充分 性 将 是 下 一 个 定理 的 平凡 的 推论 , 这 里 只 
证 条 件 的 必要 性 ,不 失 一 般 , 可 设 3 SR. 
设 有 矩阵 AEU, AA ARASH, iA 可 由 4 的 各 行 中 把 
Ja 往 左 移动 来 得 出 ， 因 而 . 
下 二 人 十 -十 十 页 十 二) 
ir a ie i t ms A a t o E Sn 
(35.4.4) 
MAS, SRM BA (5.4.3). ure. 
为 了 便于 叙述 和 证 明定 理 5.43 ,首先 引 进 一 些 概念 和 符号 . 
ik 


S wm A, ttt n, 
S" = (s, f. “4 5) 
Ri A BMH TTE ROBE Dg dE DUREE. BL 
S"-S. (5.4.5) 
354.5 AS B92rE ZZ IRI PARARUHEUIL PRG: 
mc DB pay ES, PE Sy Be Bea 
VW Wo V I l 
dmm Be syle sy Spa De E a > 


(5.4.6) 
2H, 
Ep Set tty > 5 (h«c <i, an), 


* Hs 


5n xS dj (je intti dl mE). 


— sj Br Sie (5.4.7) 
则 令 
SO mm CoP eee oP) 
E= siatt tass, — Ch — Sasat t*a Sias Shatta 
f» Sigs t1 n5 (5.4.8) 
车 
4—34 ss (5.4.9) 


Ape 
SO: ma (eD ee 5) 
i Spee Sat t taf niai FH» 

ETERS AE tto tT Tosa) (5.4.10). 

无 论 何 种 情况 ,都 有 
S"-ASO-MS', (5.4.11) 
MAS’ 55 59 的 对 应 分 量 相等 者 的 个 数 ,， tb S" 5S 中 对 应 分 量 
相等 者 的 个 数 至 少 多 1。 这 是 因为 , EE 4 — 1. 由 《5.4.6) 和 
(5.4.7), 
和 一 CM — 5 sy BS TL FS 

AT Sa > 5, 
# isi 1, WE C7, 


F fe if ^ 
aa 54a ARES f. 


h? 


s 
从 而 
sa SG, a S 5s 

故 向 量 (5.4.8) 是 递 降 的 . xz À <i 1, H (5.4.6) 0 (5.4.9), 

$f > Sas = Sts 

5; Hinn 玫 Si, + Gua — $4) = sms 
Elenil, WE C5.4.9), 

4, — qn E m 

Ai 


+ 18i» 


ae Li , Li 
farm, d onl — 542: 


故 向 量 (5.4.10) 是 递 降 的 ， 


因为 
> §D = > fi. (5.4.12) 
lajiin Li 
AYP ess Sla), (5.4.13) 
Did zm Sio l 
FTE. HERBIE 


fob PP Roo a n bee Ph, (54.142 
就 有 (5.45.11), EB (5.4.12) #7 (5.4.13), 
Sober tsi Sate te, 


二 
= 二， 
HERD (5.4.14) 的 左 节 。 癌 理 可 证 《5.4.143 AA. 
”由 SO EEL ,在 从 3 构 作 S" 时 .3 55 5" 的 对 应 分 盟 相 等 者 
并 未 发 生变 化 ,但 SY SS” 至少 新 增 一 个 对 应 分 量 相 等 者 ;: 
ssl. 车 (5.4.7) 成 立 ， 
dO meg. X (5.4.9) 成 立 . 


这 样 一 来 ,对 
g7 SD 
FEAR S"AS 的 上 述 手 续 , 又 得 出 一 个 向 量 SO. 
SSDS, 


ES 与 89 的 对 应 分 前 相等 者 的 个 数 至 少 又 增加 1. AR 
有 限 , 被 经 有 限 步 例如 x 步 一 一 后 ,所 得 向 量 与 5” BA: 
S" = SHAKEN oe a SSDS: SS (5.4.15) 
自然 ， 在 《5.4.67 中， 可 能 有 还 化 情形 吉 一 0 出 现 , 此 时 在 
(5.4.15) 中 必 有 :一 0， 这 是 因为 ,由 
下 


+ [BZ © 


BA 


s=; (Yin). 
TRÆR. APRIL PRU TT s = 0 CREATE SU m SO s, 

EX 5.4.4. El Ek S' 出发, eR RSE S" 的 过 程 中 出 
现 的 诸 向 量 SO 依次 组 成 的 (5.4.15), 称 为 由 5S BIS” 的 全 链 ， 对 
BGR (5.4.5) 81.4.6) HRS”, 5 ,引进 它们 的 m -函数 : 

rr 4 一 fa 
ES SD mas ura ay) 

于 是 有 下 面 的 

定理 5.4.3. (WIE 12) 在 定理 5.4.2 中 , 着 条 件 (5.4.3) 成 
VAS AS 的 诸 分 量 依 递 降 顺 序 重 排 而 得 的 向 量 , 则 

UCR, S| = [I e$59 21. (5.4.16) 


ome grt 
RH SO 是 从 向 量 5 到 4 的 全 链 中 除 S 以 外 的 全 部 元 . 
WER. 不 失 一 般 , 可 设 5 是 递 降 的 ， 
SHS 是 满足 Ce) AFA, BiB BE 
A (a) 
有 列 和 向 量 S 和 行 和 向 量 R. 8 AT BEER: 


: ， 
ed dag 


ay an, 
MERTE Bd eR 8' 中 形 如 (1, 0) EET LAIR 1 和 0， 
欲 使 所 得 的 结果 年 阵 B 的 列 和 向 量 与 向 量 Gs, 5) 译 少 有 一 个 对 
应 的 分 量 相 等 . 

在 8 中 至 少 有 


tas, (222) (5.4.17) 
个 形 如 《li, 0) 的 行 . 为 了 达到 我 们 的 目的 , 25 05.4.7) 成 立时 ,应 
该 交换 OB'G 中 形 如 《1 0 的 中 一 后 个 行 上 的 元 素 1 和 0; 24 
《5,4.9) 成 立时 。 则 应 该 交换 $4 — n^ 个 形 如 (1.0) 的 行 上 的 元 素 


让 


14300. ZIE (5.4.7) 或 (5.4.9) 成 立 ， 应 该 交换 B' dUEdM 
C1, 00 的 
mins; — sí, 5; — si.) 
PTT EAU AR 1 和 0- 
353 — A iti , EH (5.4.6), 
poms ot es ys (5.4.18) 
下 (5.4.19) 
所 以 ,为 了 我 们 的 目的 , 在 8’ 中选 取 形 如 (1, 0) 的 行 的 方法 的 个 
HEDH a(S", SS. 按照 在 B' 中 交换 元 素 的 方式 来 交换 A 
的 第 : 列 和 第 a 列 上 的 相应 元 素 , 而 保持 其 他 元 素 不 变 ， 这样 得 
到 的 结果 算 阵 彼此 不 同 ; 且 这些 和 矩阵 的 个 数 至 少 是 CS", S0. 
把 上 述 手 续 首 先 应 用 于 SHS ZE, 然后 应 用 于 5-57? zis, 
如 此 继续 下 去 ,最 语 应 六 于 5-<S"? cR] 在 上 述 过程 中 ,后 一 步 
并 不 改变 前 一 步 所 得 出 的 结果 和 矩阵 中 其 列 和 等 于 3 中 相应 分 量 的 
30. FE Ea RDS ER AVIS 于 列 , 是 前 一 步 新 出 现 的 : 
因而 在 这 一 步 , 不 局 的 结果 矩阵 在 第 f 列 上 各 不 相同 。 所 以 在 整 
AS Bb Aris Sl hi BS A. 于 是 , wR Ss 是 递 降 
的 ,使 有 


UCR, Size [IT ets, 5%), 


LEE EE 


FH (5.4.18) dH (5.4.19), Fl 
I] es, 8) 21, 


oiri 


因此 ,无论 3 是 否 弟 降 ,由 此 都 得 05.4.167. 
(RAK. Se =O, (5.4.16) 区 中 节 为 空 积 l 
现在 来 看 一 个 列子 ， 

R = (7,5,5,4,4,3,2,2,1), 
S= (7,6,4,4,4,4,4). 
由 定理 5.4,1 ,得 


+4846 


Ss —(9,8,6,5,3.1,I), 


容易 验证 


$-5. 
下 面 列 出 从 3 到 3s 的 全 链 , 并 在 5 的 右边 注 骨 w(S,S) 的 值 : 


- /2 
SP mya (9, a5 ) 
8.6,5,5,1,D,. (, 


5 
SO (9,8,6,4.4,1,1), ( 

3 
SU uu (9.8,4,4.4.3.1), ( 
SO = (9,7,4.4.4,4,1), ( 


ra 
So (9.6.4.4 4 4.2), ( 


SU e § = (7,6,4,4.4.4.4). 
于 定理 5.4.3, 得 


aeo (DOT) = eo 


TEN 5.4.5. HU C0, 1DE 4 8— T T 9 
1 29 


或 者 把 4 的 一 个 子 阵 s MR ats 而 保持 其 他 元 察 不 变 ,这 样 的 变 
High E 

显然 BLT AE SEA RTA 
同 的 列 和 向量 ,这 就 是 说 , 车 4 UCR. S). 4 是 4 经 有 限 次 互 换 
HERE OU) 4' EMKR,S)。 重 要 的 是 其 赣 亦 真 . 

XRSA44. UCR, S) 中 任 二 抵 阵 可 经 有 限 次 互 换 豆 相 转 化 . 
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JERR. 这 了 4E 这 RS 不 尖 一 般 , 可 设 六 是 递 奖 的 ,因为 
对 4 ,4 (RET ATR, 并 不 影响 定理 的 结果 .再 者 ,只 
需 证 朋 能 把 4 为 2’ BDAY. 

邻 对 5 的 维 数 施行 数学 归 钠 法 。 r= LI, 定理 的 结论 二 
平凡 的 ， 今 漫 定理 对 n — 1( 实 1) 成 立 , 往 证 它 对 # 也 成立 . 

由 4 AT 的 最 后 一 列 所 组 成 的 mm x 2 SEE 


Aa 449 
C(A,A4'): = din Fin 
f aya Ban 
的 行 仅 有 了 似 下 四 种 类 型 : 


(1,19, (0,05, (0,15, (1,0). 
SE: UH 4AMTA RR SREB AU RAG 人 
895 Ii BRE EB CCA", A") 的 行 仅 有 以 下 两 种 类 型 : 
(1,1), (0,0), 
因为 4 及 A' HO AAS I CCA, A) 中 形 如 《0, 1) 39, 
(1,0) 的 行 是 成 对 出 现 的 。 因此， 如果 设 有 OI pam) 合 


Cains au) = (0, 1), (5.4.20) 
Wide a O Siame 
(tine aha) = (1, 0), (5.4.21 


HBRIGRIR. IAHR. 4 本 身 就 合 要求. 

RIERA FE RAP OE, Re ICA, A) AG G.4.20) 8 
(5.4.21) PETTIR R RUNG. Wy cm, ART, 不 妨 
假设 i 由 (5.4.20) 3G BH AR — Re BE 

AA (ais, in) = CO. 1) 

g; c-r, > dj Zt, = l, 


1«ix2-1 lex 
因而 诸 a O ea — 1) 中 至 少 有 一 个 为 1、 记 其 中 为 在 的 全 
部 元 案 为 

Ajit ttj Clay +--+ sun— 1), 


. 136 + T 


这 里 1e 975. WF BA (5.4.20) 和 (5.4.21) 的 最 小 行 标 且 
Hy (5.4.200 WRA 
Sy, —— > is ZR aj, = l. 


fe lid ccm $4 Page 
从 而 诸 aG 十 1 Siam) 中 至 少 有 一 个 为 1, 记 其 一 个 为 an = 
ljtisiam, HPRAEME,F 


ki 
^ ay = rmn kh, 
1&i«n 


改 
>, au sh 一 1 


Latsa-1 ` 
因此 诸 eu CE <p A) 中 至 少 有 一 个 为 0: 记 其 一 个 为 sj, 0, 
于 是 在 4 中 有 一 个 二 附子 阵 


(t te) _ Í 1 °) 
3 0 1 * 


0 
把 这 个 于 矩阵 换 为 ( ，，) 司 ,由 4 得 到 一 个 新 隆 4”, 则 有 


JCA” AN jt l JAA Ot, A,A Em, 
对 A” OBRM'ESSICEUXEERH — BARES BI. AT ARAE 
提高 1, HAARP J ETAS] m 一 1, 再 经 一 次 类 似 的 处 理 
就 可 使 这 样 的 了 值 不 存在 . 记 此 时 的 结果 矩阵 为 4607 把 A 
Al 4. 的 最 后 一 列 划 去 后 所 得 出 的 二 个 m X Co 一 1) SBE, FA 
PUR, 是 可 以 经 过 有 有限 次 所 换 互 化 的 ,从 而 志 4 化 到 4077 再 
化 到 4° 也 可 经 有 限 次 丈 换 来 完成 ， 证 毕 ， 


$55 规范 类 UR, 3) 


在 对 类 UCR, S) 的 研究 中 , BERR. S 中 有 若干 个 零 分 景 ， 
也 就 是 说 矩阵 4 € UCR, S) 有 上 堂 干 零 行 、 埋 列 , 这 些 零 行 、 零 列 并 
TERR CR. S) ERER, AeA FAR eo WAA E 
rag tse RT. 
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定义 5.5.I. REX EUNT IUE 
R= {ry studs S = (Attn) 


的 分 量 合 于 
0 
且 
UCR, S) D, 

则 称 类 UCR, S) 是 规范 的 . 

本 节 所 讨论 的 类 ULR, S). BHM. 

定义 5.5.2 车 A= Cay) CUR, S), a 一 1]， 经 任意 有 限 
次 去 换 永 不 能 把 so 变 为 零 , 则 称 这 样 的 as 一 1 为 一 个 恒 上 

由 定理 5.4.4, 位 于 。 行 、f 列 交口 处 的 元 为 便 1 这 一 性 质 ,只 
要 对 类 如 中 一 个 阜 阵 成 立 ， 刚 对 中 所 有 第 阵列 成 立 ， 从 而 它 是 
幕 个 类 的 性 质 ， 因 此 ,下 面 的 定义 芭 合 理 的 ， 

定义 5.5.3.。 AU 中 有 一 个 矩阵 其 便 1, N V 28 TUB TE. 1; 
反之 ， MURA UII. 

定理 5.5.1。 25 UCR, S) AE + WRB UIP Eee 
4 都 可 写成 如 下 的 分 块 形 状 : 


4- C NIIT (5.5.1) 


RHI ACX PM Si (Ome amy Of eal, 0 为 零 阵 ， 
整数 = 和 了 不 一 定 是 唯一 的 ， 但 它们 由 行 和 向 量 丸和 列 和 向 量 $ 
决定 ,不 依赖 于 4 的 其 体 选择 . 

HER. 因为 (5.5.1) 的 了 中 任 一 个 工 都 是 恒 1 , 故 定 理 的 条 件 
是 充分 前 .下 面 证 条 件 的 必要 性 - 

设 a, 是 这 样 一 个 恒 1,7565 e + + 有 最 大 可 能 的 值 ， 写 

A= (77). (5.5.2) 
YZ 
KEW die x fhe. AWS t TAP Sy 
y: T 0 (1 Shoe), 

由 只 的 递 降 性 , 必 有 4 中 元 
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Bay, 77 ia du, mm 0, ta FE f 


PEL ET 
"i M = ( : 1 ) TÉ n jfa (5.5.3) 
RJE) 50 


Eid il PAE. AIAR a, 一 1 EAE AS sr 是 恒 
LFS. PLA. WHOS t IREAS. [RDBÉ.W RUSE e 行 也 不 能 
AS. 车 玉 中 有 一 元 
apu, C0 
FP ASS d $0428 1 和 5 的 递 降 性 , 必 有 YY 中 二 元 
ay, 1, agg tO (e «hx m). 


于 是 ,4 有 于 阵 
Bayt, RA 0 1 
Cr ot) ( 10 ). 
BLL, wna am (5, 7, ), 其 中 WW 是 一 个 。 
X fe Ba WAS, LCE AEN. ub ZSUEER: 
W 一 J， 而 且 不 能 经 有 限 次 对 痢 把 其 中 的 1 变 为 0, 故 玉 中 每 一 
^ id ag. 
现在 用 反 证 法 来 证 明 Z = 0. XPZ 5059 1,2509 
dug, 7 1 (e hmm. fo um). 
由 < +f 的 最 大 性 , 故 可 经 有 限 次 互 痪 把 4 变 为 
l J X" LES 
4 = (>, zr) = Cais 
其 中 x" 的 首 列 的 末 元 为 零 . 
现在 分 两 种 情形 考 感 。 第 一 种 情形 ， 存 在 # 合 
a ais dl. eam, 
车 Y” 的 名 一 + 行 有 一 个 零 , HA 244, 7 01 &q <7), Si a” 
AT 
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d, LP i0 
Ce apar )7 6G). 
经 一 次 互 换 就 可 把 人 89 J 1B76 ag = 1 EAS, SEE Y 
MAB. ALY DA n — 611478 1. MBs 4” 的 恒 D. di 
4, E A” ih 1 得 出 aiy 是 4 的 得 1, 从 而 得 出 : 
i+ f>e +f, 

这 与 = 士 了 的 最 大 性 矛盾 ,所 以 第 一 种 情形 是 不 可 能 的 . 

第 二 种 情形 ， We le 十 1, ml. BA arm = 9。 此 时 
经 过 把 4 变 为 4” 的 互 换 ( 如 果 有 的 话 ) 时 ,ar may 一 1! 未 发 生 
变化 。 由 5 的 递 降 性 八 知 , A” 中 必 有 二 元 

ay te = 1, ark, —Dílsea« e). 
因而 4" 有 子 阵 
4, tit AP 10 
C dk, ) B (, 1 ) 
所 以 ,经 一 次 互 换 可 把 A" 化 为 
j ox" 
a” m O 

其 中 x” 的 首 烈 的 末 元 为 零 ，Z"” 的 首 列 中 的 第 个 元 为 1。 这 
就 作成 了 第 -一 种 情形 、 所 了 凤 , 第 二 种 情形 也 是 不 可 能 的 . 

te LAP BA Z 一 0. 证 毕 . 

SEM 5.5.4. UCR, S) MERI A EY RS UCR, 
S) 的 最 大 项 秩 , 记 为 a ~ AR, S). SRG BAIT a: 一 
ACR, S). 

A BULA P BIDAR DF od ze Ses 

TH 5.5.2. ite JER. AT 

SoS P, 

MAEAEA, EUR., S), HIRIAN p. 

证 明 。 设 dp EU, As 的 项 秩 为 os Ap EN, As 的 项 和 为 
HEH 5.4.4, 存在 有 限 次 互 痪 ,逐次 对 As 施行 后 最 后 就 得 到 do. 
于 每 施行 一 次 互 换 殉 变 项 柳 的 值 最 多 为 1， 而 项 秩 却 由 5 到 达 
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e. BEA. SHREK EARN, 项 牧 就 经 过 5 5 ZA De. 
证 毕 。 


$566 (0,0)-A4BBE'S TET H 


SU fg co, D-IpEgseurzzhr T 5p. 

ESOL 若 一 个 + XxX: FRE 4 = Cau) 满足 : 

Cl) apap tap € PP (CAN ror). 

(2) aya ca; EP? 1 m 5), 
WW 4 为 集 [1,21 bBg— T x s ATS. We», 把 了 > 一 上 一 
n PITAL SII n Uriel. 车 由 4 可 构造 出 一 个 = 阶 拉 丁 方 


(^ ^). (5.6.1) 


则 称 (5.6.1) iB a PHOT T E sif Ve 4 是 可 扩 的 ， 若 一 个 rXa 
的 拉丁 矩 的 第 一 行为 标准 顺序 1 2…#， 则 称 此 拉丁 算是 行规 范 
的 .车 一 个 x x s 的 拉丁 矩 的 第 一 列 为 标准 顺序 1 2.…=， 则 称 此 
拉丁 矩 为 列 规范 的 。 若 一 个 拉丁 方 既 是 行规 范 的 ,又 是 列 规范 的 ， 
则 称 为 规范 的 . 

自然 ;可 在 上 述 定 义 中 把 集 [1, 2) 换 为 任 -- 0 元 集 ,不 过 ,这 
只 在 形式 上 漠 得 广泛 坚 , 本 质 上 都 完全 一 样 . 

引进 以 下 记号 : 

Llrss):[1, n] ERO? x s TSAR, 

KCr,n):T1, 2] 上 的 + xn 行规 范 拉丁 矩 的 个 数 ， 

Hm, 6): [1.5] El» x * 列 规范 拉丁 年 的 个 数 ， 

hi (1,0) 上 的 规范 拉丁 旋 的 个 数 ， 
容易 得 到 : 


Lakra s) = LG. 7}, 

Lairon) = niK(r, n), 

K (r, n) = H(n. r), 

Ly? = Lain, n) = ntn — 191. 
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K(2, n) = Da, 
KAD, 为 #* HEAD. BAG, #), 将 于 $9.7 中 论述 . 
SOR L.(r. O, 力 至 较 特 殊 的 i,, 仍 是 一 个 远 未 解决 的 问题 . 
ET EMA ESA 
n12345 6 7 
i, 1 1 1456 9408 16942080" 
WA 00, D-E RID BA x s ATE 
的 充 要 条 件 。 为 此 ,项 证 一 个 关于 0, 1)- 短 阵 的 分 解 定理 ， 
定理 5S.6.1， 说 4 是 一 个 mx n A CODERE, m «5.4 的 
行 和 向 量 是 R = (k,e Rk), SUPRISES 一 (ore HA 
k 2-0, 
04 —5,Sn—m (1 Sisn), (5.6.2) 


WK, 
了 一 下 十 十 Pr (5.6.3) 

这 里 诸 P 是 置换 矩阵 . 

证 明 . 4m — 5. 则 定理 5.6.1 就 化 为 定理 5.3.3， 因 为 这 时 
(5.6.2) AH 

S= (b.e). 

OLUFE m <n ATE. TREADS, 若 对 4 施行 诸 列 换 序 的 变 
动 , 则 不 会 改变 4 能 否 有 (5.6.3) 型 的 分 解 式 这 一 性 质 ， 所 以 可 设 
SHH. fF 

S: = (& — n, — nt — n), 


St = (n — m,«**,n -— m, 0,-:-.,0), 
— 好 一 是 本 
则 3 和 5 都 是 递 降 的 ,再 由 《5.6.2) 得 出 
S'S. 


由 定理 5.42 ,存在 (n — m) X s Bg (0,1)- 拭 阵 4', 其 行 和 疝 景 为 
RR, 询 和 启 量 为 5 PERG 4 

Â: = G) 
Wj Â ET 2 & OO, DER, RAE IR. 由 
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SE PE 5.3.3, 有 


A= PS EG +4 6,, (5.6.4) 

其 中 诺 A, KA 9 PE. 5.6.4) 写成 分 块 形式 

人 -ee 
由 于 

n- (XE) -( p PIEP 

PPT P,P? 
T (pp pp: J^ 

故 有 


PPT 一 Im» 
因而 诸 P3929 m X n 的 置换 阵 , 且 由 (5.6.5) 得 出 
A—Pt-+P. 
证 毕 . 
定理 5.6.2 设 4 是 集 [1.2] KA xX s TH, NOR 
1 在 4 中 出 现 的 次 数 , 那 未 , 4 是 可 扩 的 充 要 条 件 是 
NG) 2rts—a (liuic n) (5.6.6) 
THEA. a = Cau), dd 
U, = {aps üp tT" spat (1s px r), 
U, = (1, n] WU, apgr), 
Fo = {args ags t stat 0E, 


EL 
M= >) 1 (sia), 
rod 
先 证 条 性 的 必要 性 。 车 4 dup A EEE B.E 
(AB) (5.6.7) 


是 一 个 + x np THE. i 在 的 每 一 到 中 最 多 出 现 一 次 , 故 
i 在 8B 中 最 多 量 现 # 一 + 次。 PMG) 的 定义 式 可 知 ，# 在 # 中 
出 现 的 次 数 等 于 M (G), dX 
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MGI Ss sr, 
ENGO) i ÆA OUR, dx i TEXBER (5.6.7) 中 出 现 的 次 
SES NOGO + MG). 而 这 个 数 为 + ,因而 
NGD =r MGO Dr bse Ch Stn), 
PEAT RAE AIE, 
更 证 和 茶 件 的 充分 性 ， 没 矩阵 《和 == (cp) BH [1, o] 与 其 子 集 
HAT here WHR: 
un (^ E eU, 
il f. 车 q&U,. 
于 是 ,C 是 一 个 "x # 的 CO, DER, E (RIGHE FRI] E 22] 
是 : 


r^ 

(n — r,n — s,* n — €), 

(MCD,MC2), MG). 
H 6.6.6) FONG) + MG) o r, & 

sre ND —- y — MD, 
Üx.n-s;—M(ibe&n-—r (seien). 

根据 定理 5.6.1, c 有 分 解 式 

C= PL +P, +--+: 十 Pp,.,, l (5.6.8) 
这 里 诸 只 是 r x 5 的 转换 阵 ， 一 个 + x s AE RE 了 一 (pi) 对 
应 于 [1,#] 的 一 个 x- 已 重 排列 a: 72: 

by = E Boi a, 
i 10, Æ MEN 
FE (5.6.8) TART P, BS RE n — 6 AS REE A SUP 
AZ ATH di nox n BE DH (5.6.80, 了 是 一 个 "Xs 的 
ila. 
把 上 述 论断 用 于 列 , 类 似 好 可 得 ， 
Re A RID A x s pt THE. (5.6.9) 
ALA D EAr x a RY U S n) FED IPAM 
的 次 数 
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NCI) = y m p + a Áp, 


这 就 是 {5.6.6) Hs =r, BS ” 换 为 “一 “的 情形 ， 所 以 ， 册 
(5.6.5 ADAP At nx str [2j. WER. 
TE EMAAR HERBERT PER. 
S. 人 和 任 一 ?7 Xx # 或 s X + 拉丁 短 均 是 可 扩 的 ,这 旦 7 ce, 
定理 5.6.3. 
Lr n) nt 5.6,10) 
Ly = nta — L12111. 
WEBA. ik A = (D ER L.S) 上 的 一 个 上 x a AT m. 


V, = ETERRA I) (1 in), 

V; = (1. aF. (isa) 
则 有 

IF| — 5, [Vif ame Ri), 
PUTER TEHAS RR (Vili, WERE WAAR x 2 的 拉 
TH ik- :€ L1,0] 在 4 中 恰 怡 出 现 + 次, 所 以 :在 集 系 Vt 
中 恰恰 出 再” -二 次 ， 如 果 有 

PUPU e UFa Sk Sunc x 
ig Sn}, 
由 U F a 的 全 部 元 素 在 其 中 出 现 的 全 部 次 数 不 超 过 
(a — 20 —10. 

这 与 | 了 P| =a (sis n) PIR. 这 就 证 明了 集 系 (V.) 
满足 条 件 五 ,因而 {Fi A SDR. SET {7} 的 每 一 个 SDR, 附加 
于 4 的 最 后 一 行 立 后 都 产生 一 个 4 十 1) x RTS, MAR 


个 不 同 的 SOR, 产生 的 两 个 O + DX = 拉丁 所 也 不 同 ， HERE 
5.1.2, 


NC, Fapte Pn) z FAC | Vil tees ald 


= IT CIE snl — D. = am 01. 


ULTET 
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这 样 一 来 , 由 性 一 国定 的 : x n RETA Hn 一 Dt 个 不 
RS 和 +1) Xa 拉杆 第 (之 #)， 自 然 ,由 不 同 的 : x » iT 4B 
用 上 法 扩 成 的 (+ 1) Xna ATELE. $ = 0, 1,2,1, 
r— 1, (£18 (5.6.10). 在 (5.6.10) p r = n (BRE (5.6.11). 证 
H. 

UEA 5.6.2 中 的 问题 所 得 非常 一 般 化 : 设 S= (1, a] 
U4zx}。 这 里 x BAREIS 上 的 = 阶 和 矩阵 满 是 何 种 条 忻 时 就 可 以 
将 其 中 的 = HIR L1, 51 中 的 适当 的 元 替换 , 使 得 绪 果 矩阵 是 一 个 
ob TH? 定理 5.62 内 是 这 个 问题 的 很 特殊 的 情形 。 一 般 情 
形 尚未 能 得 到 成 功 的 处 理 . 
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第 六 章 ”置换 群 中 的 一 些 组 合 问 题 


EX VER II Db BEM RT. AY 
一 些 问题 和 结果 , 不 仅 在 第 十 章 中 会 发 挥 作用 , 而 且 它 们 本 身 也 有 
其 独立 的 组 合 兴 味 ， 

下 面 首先 讨论 任 一 置换 类 的 势 (5 6.1)} 然后 计算 对 称 群 中 具 
有 固定 轮换 个 数 的 置换 的 个 数 (OS 6.2, KARENAN 
换 的 个 数 ($6.3); 最 后 处 理 全 体 奇 置换 中 或 交错 群 中 的 类 伏 的 计 
数 问题 436.4)。 


$61 E s 类 


关于 群 和 对 称 群 的 基本 知识 , 航 定 读者 已 经 熟知 (例如 , TS 
7€ wan der Waerden [1])， 

WE [1, #] 上 的 ”次 对 称 群 为 SC, S, 中 一 个 长 为 7 的 轮换 
简称 为 一 轮换 ， 若 € S,, W] o BTE HLATOS AR A 
而 彼此 可 易 的 若干 个 轮换 之 积 : 

m = Cp ET T Ea (5.1.1) 
这 里 c, $PR. 车 (6.1.1) RAUS & T ii <i n), RI 
称 = 是 一 个 tt 2t + te AER 5, 中 全 体 18 25e infe Be ty 
成 的 集 称 为 1* 28. -mt 置换 类 , 记 为 
NA (6.1.2) 
RE e 自然 符合 条 件 
ki 十 2k t tak, m ns, he SOL Kinh (6.1.3) 
E (6.1.1) 成 立 , 又 说 = AAs PHM. BR, Bee Oy A 
x CIL, MI 
Srhtet- tk. 


» 197 © 


首 洛 证 明 一 个 简单 而 具有 基本 澳 义 的 结果 . 
+H 6.1.1. 
LH 

Tek dato nfhALDC 

证 明 ， 在 类 (6.1.2) 中 任 选 一 个 置换 <， 作 形 如 《6.1.1) 的 分 
WR. Bie 中 的 # Fe RRR RSPAS RZ 
SAAD, RRB HS al 个 uzte. -gt Bie, AT 
(6.1.2) 的 全 部 置换 ， 但 是 ， 这 样 产 生 的 nt MPR TS 
的 ， 这 是 因为 , 第 一 . 如 果 "* 数 码 的 换 位 "正好 把 和 的 天 个 二 轮换 
换 一 个 排 法 ,而 不 改变 每 个 轮换 中 的 数码 及 顺序 ,这 样 得 到 的 置换 
是 披 此 相同 的 :第 二 ,如 果 " 数 码 的 换 位 ”只 把 < 的 轮换 一 一 作为 加 
HEA riae AAG REST, MARAE ARAN 
FR, USES EIS AY. 除 这 两 种 "数码 的 换 位 ” 
以 外 的 其 他 “数码 的 换 位 ”都 得 到 不 同 的 轩 疯 ， 由 于 第 一 个 原因 


每 一 个 置换 者 产生 II kl 个 相同 的 ; 由 于 第 二 个 原因 , 每 一 个 


(6.1.4) 


[&, ktn | = 


Bere S [[ 二 个 相同 的 , 这 是 因为 一 个 1758380. ET 


IEEE 

同 的 写 共 的 缘故 . Lal 个 置换 中 去 掉 这 些 重 复 SRA TI 
名所 产生 的 置换 中 并 没有 相同 的 , 便 得 到 (6.1.4), UE. 

今 凡 一例 来 说 明 ， 

PELL 4r 二 4 时 ,适合 

k + 2p 十 383 + thy 一 4 

的 侈 部 解 是 (Ay. ks ka ka) = (0,0, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (0, 2, 
0,0), (2, 1,0, 03, (4, 0,0, 0), Mina # 6.1.1. 

2: M, C120 (34) 出 发 ， 拒 四 个 数码 任意 置换 ， 则 得 三 组 置换 . 


第 一 组 是 


(12) (34), GH 12), 
(21) (34), (34) (21), 
(12) (43). (43) C2), 
(21) (43), (43) C21), 


(6.1.5) 


= 198 + 


M 6.11 


m = BAA Js ob dg Bi 类 中 的 元 素 个 数 
(1234), (1243), (1324) 
1 Canai {l= 6 


(13,42), (1423), (1432) 


CO, GHO, G23) 
2 Guess | C230), (34), (43X2) Ug 
(142903), (132)¢4) 


3 Gas | CDG), ADOD, GVO -- 1 


4 € DOG). OBA) OO! q =6 
| 3.1.0.0 (204), 0260032, 2 0012) IZ 


5 E (ODG) um 


其 中 第 二 列 和 是 在 第 一 列 的 相应 置换 中 交换 两 个 轮换 的 位 置 而 得 到 
的 ; 从 第 二 行 升 始 的 每 一 行 都 是 在 第 一 行 的 置换 的 一 个 或 两 个 轮 
换 中 交换 数码 的 位 置 而 得 到 的 .以 下 两 组 的 构造 与 此 类 似 。 第 二 
组 大 


(13) (24), C245 C135, 
(31) C24), (249 15, 
(132 (42), (422 (13), 
(31) (42), C425 G31), 
Kee BATT FE Be pg (1200340 中 数码 2 和 3 互 
换 位 置 得 到 的 。 第 三 组 是 
CII (23), (232 (14), 
(415 (23), (235 (41), 
(142 322, C32) (14), 
(41) (325, (325 (41), 
EREITEA A EUR JÉ p DGO 由 数码 1 和 4 互 
措 信 置 得 到 的 ， 由 每 组 的 第 一 列 变 为 第 二 列 ， 所 一 置换 重复 了 
21 王 2 次 ;第 一 行当 为 共 他 行 时 , 问 一 置换 重复 了 2 一 4 次 ;所 以 


«1996 


(6.1.6) 


(6.1.7) 


每 一 置 钦 重复 了 8 次， 这 就 是 为 什 A (6.1.5) (6.1.6) Ft (6.1.7) 
的 每 一 组 都 只 是 同一 置换 重复 号 出 八 次 的 原因 ， 这 三 组 已 穷尽 了 
Br C12) (4) 通过 数码 的 任意 换 位 顺 不 改变 各 轮换 之 间 的 括号 线 
所 能 产生 的 … 切 127349 ARR. 

作为 定理 6.1.1 BORESR A 


F. 
| Eon l ™ (5 — Dt, (6.1.8) 
0 
alit 
Eaa] = 1. (6.1.9) 
— 
对 一 工 个 


BR. RATAREA. DOS €, 中 的 任 一 置换 
TREE 190 — Ds ER BD FR. FE oe fo dE EJ RTI 1 与 
为 首 元 , Hee 一 工 个 元 其 有 (s 一 1)! 个 不 同 的 排 法 , 对 应 于 不 
RR. 这 就 得 到 了 (6.1.8)。 再 着 , 28 €, 中 的 置换 是 ”= 
FIRS, 收 该 类 中 只 有 一 个 置换 DO ea 这 就 得 
到 了 (6.1.9), 

把 # 元 数列 [G, ke | Ja 0e uoo 的 # 元 普 母 函数 记 为 
Ca 


| 
IE 霹 术 1 


= >, [Ekka i ea 
woke te 
(6.1.10) 

SAS “k + 28 t cr b nk, m n". INTRA IO SR PE 
"k,Zm 0 (lom iem on)". 否则 将 作 特 殊 的 说 明 ， 

因为 

€, tikes = bh, A t2 ee + nh, =n, 
故 有 

| 人 asts = 0, FA + 2k, + es + nkan, (6.1.11) 


" XC Cu. atn) KRANE 5。 的 轮换 示 式 。 在 第 十 
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Bh AG AER PR BRR ME. 
S, 的 前 九 个 轮换 示 式 组 成 表 6.1.2, 


He 89.1.2 


C= fis 
ZC — tit 5, 
3C — f a rye, + 25, 
41€, 2 f] -F GHn + 31$ d- S8 f, + 65, 
SiC, — fi + 100r, 十 152, + 20r, + 206,6 + 3085, + 205, 
G1, = th litin + A550 + AO, + i52 + 1205,52, + 90r, + 506 
十 9Ba,2, + 1442, 34-1205, 
71€, = A + 216r, 4-105222 + 70:j2, + I052,6 + 42025, + 21075, + 2108, 
十 280¢.22 + 6302,4,2, + SOA, + 42022, + 50442, + 840r, + 7205, 
Bic, = A 4 282, 4-210222 + 112688 + 420288 + 1102085 + 42071, 
+ 105: + 1680224, + L202 25205 + 1344032, + 112058 
+ 12608, + 3360zr,5 + 1032z,55 + 3360232, + 126022 + 26885, 
+ 33602,2, 十 576052 + 50492, 
916, — + 352745 oF 378721 + 168275 + 12607; + 2520,75, + 756 se, 
+ 945208 + 756r, + 3360208 + 7560rnr, + 3024, + 252002, 
sp TOOB0F ,13 + 118402 22, + 15120222, + 1814455 + 10080714 
+ 22408 + 1512027, + 9072152, + 113405, 2) -+ 241926, t, + 302 407, 2,1, 
+ 2592082, + laly + 2016002, + 259207,2, 
+ 45456022, + 403207,, 


为 方便 计 , 今 后 记 Co — 1. 
定理 6.1.2， 有 


n! 
Cats fas" ta ta) = 


二 nk 一 二 Ril Ael tt Iul 


k, Ay Xs 
x (=) (5) e(t) (6.142) 
= Aalls tes 2ttay t+ de — 1914)66.1.13) 
= Yn. tes 215,777, 8 — 121642, (6.1.14) 
m B. PARRA CCLGn ata) azo AUT BE ER SON 
e) oem eus e da Be. 


6.1.15 
c7: = Co: 一 Ce ai)。 ) 
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WEAR. HE (6.1.4) HRA (6.1.10) BN (6.1.12). 2.6.99 18 
(6.4.13) 4 (6.1.14), 03 (2.6.8) @ (6.1.15), TER, 
系 工 
ee. 
Rytok bet inky n TR 125b; pee ntn] 
WER. 4E (6.1150 ER a — 5 — ee — 1, OB Bb 


"mE 
FEE! 


c. (6.1.16) 


—log[i—u 


e = ee 


Lm tat ade ate 


1 一 下 


= 


甚 左 节 北 为 

Cot CO) I e 604) E 4-4 OO, nV esee 
1! 21 n! 

比较 两 节 u^ 的 系数 ,得 


C.l, E.e», 1) = n]. 
此 即 (6.1.16), 
{6.1.16) 还 可 由 定理 5.1,] 推出 ， 因 和 | = at, H 
o, = U Ce kara? 


kim 
Ugat 


Theta BEZAT = h, AZ (& ae T = (kis z. SLM 
RA 


. 1 
IAM 
RAR pe tak a 


18 (6.1.4) 代入 上 式 , 便 得 (6.1.167， 证 毕 ， 


"ILLU 


zx 2, Cari 一 ^ (2) en | (6.1.17) 
bak ae 
dc 
ya = {nh ar 6.1.18) 
dr (n) ( 


证 明 。 (6.1.17) 可 由 《6.1.15) 两 节 对 * 微 商 , 然 后 比较 入 的 


系数 即 得 ; 世人 可 由 (2.6.70 HEM. (6.1.18) HIER C6.1.15) 两 节 对 » 
PRESETS Hh. EER. 
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BTL AAA RIRA (6.1.17) 逐个 地 求 出 轮换 示 式 ， 也 可 以 利 
HJ (6.1.17) 3X, (6.1.18) 来 检验 所 求 得 的 轮换 示 式 的 正确 性 . 


§6.2 具有 国定 的 轮换 个 数 的 置换 


本 节 讨 论 全 ,中 具有 固定 的 轮换 个 数 的 置换 在 某 些 限制 条 件 
下 的 计数 问题 . 

首先 讨论 

问题 6.2.1.。 若是 一 个 固定 的 正 整 数 (1 Gk So) KS, 中 
恰 具 不 个 轮换 的 置换 的 个 数 . 

记 这 个 数 为 Cn 4), BE (6.110) 中 令 m 5r 
:， 则 站 的 系数 就 是 eCo, RD. 所以, 数列 Cen. AD goo HIRE EHE 
数 是 


CASE = Cat fat tt), 
FH (6.1.15), 有 


"oH 
ern = < (wrt + St) 


ea ost 


= — l 
《1 — a) 


=1+ Set Dot ba — DE, 
n 


igace 
e^): = cut). (6.2.1) 
因而 得 
et) = 1, 
e) — tle De tab) (6.2.2) 
=u tnle nal (6.2.3) 
由 第 一 类 Stirling SAE MA (6.22) A 
e(n, &) = [sCn. DI 
= (— 1) s(n, Å), n zm 0. R ZU. (6.2.4) 
tH (6.2.3) He r =; tal, 18 
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f(s — n t 1) = x(x Lee ee — n + 1) 


= GO. 
= > sn, &)x*. 
kan 
所 以 ， 
eG) = >) sn GF a — 1X 
akan 
= in k` i = 1 Ei 
,DD 
k B 
= Er X (1) WG, 
0&iecs  f&k«n ^ f 


由 此 ,得 出 第 一 类 Stirling 数 的 又 一 个 性 质 : 
(1—(—1IY* (n, DD Eo k(n — D = 0, 


BEES 
(6.2.5) 
3X X, H] SAK (n, O RRR: 
(—0^—(-D)0sa, + 9j (C 
ilakas 
d 、 NR 
x 人 etn, Ryn — 1) J. (6.2.6) 


FA (6.2.2). A 
Cale) = Cf ILE 
=e, (8) + bn = De, (6.2.7) 

FA eCe, &) 的 一 个 递归 关系 

c(n, L9) —c(n—1, & 一 1) 十 (n 一 De Cn 一 1,4), (6.2.8) 
E (6.2.8), n[fd Ej Stirling SAT RR 62.5.2) AIA tt E 
clas &) 的 表格 . 

(6.2.8) 也 可 用 下 而 的 方法 得 到 ， 把 ctw, AMARA PHA 
的 置换 按 元 s 的 所 属 情 况 分 成 两 类 ， 第 一 类 , 元 ”属于 一 个 1- 轮 
jh; 第 二 类 , 元 = 不 属于 任何 一 个 寺 -和 轮换， 第 一 类 置换 的 个 数 为 


* 04。 


e — |, k — D. 第 二 类 置换 的 个 数 为 (# 一 Dele — 1, 4), DI 
XE S, ele — 1, 4) PRA RAP RRR 8E — 17 $6 3 
中 ,可 随意 地 插 人 ”就 得 到 5, 的 恰 具 不 个 轮换 的 全 部 置换 ;而 一 
个 一 轮换 有 > 个 位 可 捅 人 新 元 构成 不 同 的 (7 十 1)- 轮 换 , 所 以 对 
每 一 个 确定 的 置换 。 上述 插入 法 的 总 数 是 x 一 1。 这 就 又 证 明了 
(6.2.8), 

(6.2.8) BS BEER CORR. (6.2.7), 青 由 Ce) 一 上 就 得 65.2.27。 
这 就 给 出 了 (6.2.2) 的 另 一 个 证 明 . 

可 以 把 上 面 的 结果 总 结 为 

定理 6.2.1. S, HRE kii H BS BRA TR clo, OH 
(6.2.4) 给 出 。 “ITH (6.2.8) 和 关系 式 (626), 数 
列 (c(t, Rant 8538 B: Be (6.2.2), 

让 定理 6.2.1 ACERS aR .9 的 一 些 数 论 性 质 . 

定理 6.2.2. 对 任意 的 非 负 整数 m,n, 有 

Capa = cc, modne), (6.2.9) 

若 ” 为 素数 , 则 


£g) = 10 — 1 (modp). (6.2.10) 
证 明 . 内 为 
Catal Site P M) (Hb ou — 19 * GC HR DE EM 
njee bom — b +a) 
= (1 + 13-0 b 8 — 1) .tt Dr 
+ m — 1}(modr) 
= eple) nke) mode}, 
MA (6.2.9), 
XA 
cA) Cp = 1) 
在 modp 的 剩余 类 域名 , 中 恰 有 请 个 零点 0, 1, +--+, p — 1, WE 
Z; 上 cpl) 5 a — : —EX IERI (6.2.10), WESS. 
系 . pip, 2, LR «x p. (62.11) 
证 明 . 在 Z, 中 比较 16.2.10) 两 节 的 系数 即 得 ， 证 毕 . 
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现在 转 而 讨论 数列 Ce Qn, A) aoe HUBER PED. 
对 于 固定 的 正 整 数 o, M g U 是 在 S, 中 随机 地 选取 一 个 


置换 时 ， —Te rerom) 这 样 一 来 ,此 概率 列 的 
ERRE 


ON (6.2.12) 


"i 
因而 由 $2.4, FEROCES ED 95 SE BA 3B TR RE a 
BG) 一 tH 
2| 


ETE Ba 
fale), (6.2.13) 
fi 
AX 
e, ^e ens), 
故 
Cm), = &1B, a fcc NASD D, 
其 头 两 个 值 是 
m: = Ap en + 1,1) =}, 


"t 
m= B m KEEN S2 
2l 
1 


=i ptt pee. pb nr toga. 
2 n" 


iA. S., ARAFAT RR m, 25 m 充分 大 
时 ,近似 地 为 lege: AmE Pe T BO ICI ABE (EUR 24 
n 
log » 
为 了 强调 BCs) Xp e 的 依赖 性 , 记 
Br): = BU) = IB (net, 


+ 206 > 


于 是 


BG, n) = {1 + -)BG,5— 1), 
^ Ho? 


因而 有 递归 关系 
Ba) = Bln — 1) ++ Bte — 1). 
因为 
Bo n) -| nz 15, 
BE(1)—1, 
故 
Bn) Bin D + i 
~B(a-2+ +. + 


一 .1 it 
PPL) C62.340 St & "TELE Hue HH. 
对 于 方差 
V(s) = 2BAn) + Bn) — Bir); 
则 有 


(6.2.14) 


V(n) = Vln — 1) +7 Bin —1) + (Be) — B, 


xin 一 1) + (Bin —1)— Bin) CB, n 一 D 


+ Bln)) 


= V (a — 1) +2 Bln D E(1—2B( 
n n 


一 也 一 二 ) 


n 


= VG = 1) + "24 
a 


e207 + 


BR. LXETÉFEIRUS AS A KE A W. Feller 
L11). 
现在 来 讨论 
问题 6.2.2。 OR S, RAR kART 1-50 86 BU EL RO A 
数 . 
ILATE dnk). BD) Cdn, R) amo ERB) 为 
dale) = C,C0, 2.7 1). 


ig (6.1.15), 得 
ett) wn 本 人 
= (1 — 4) ect" 
NN gu cr a(t): amm a,(t), 


e = cuu, (6.2.15) 
因而 有 
dC — (eG) — 2)", e^ QD: m cQ) 
- DG) ea (6.2.16) 
lakaga 
e G) = dG) + 2)", da): = d G) 
- EMO 6.2.17) 
Pu HE glee d 
Hid 


d,G): = >) dln ih, 
koro 
则 由 (6.2.16) 可 得 通过 第 一 类 Stirling 数 来 计算 dn, 4) 的 公式 : 
dou = D (1 i5 4 DI 
- (ay $ Epi (" ai k- p. 
D« Peck ze 
(6.2.18) 


正 出 于 这 个 原因 , 诸 数 (o. 4) 叫做 第 一 类 Stirling PER, 


+ £08 * 


由 (6.2.17) 可 得 
e(n k) = M (^) ts —;.k-—;) (6249) 


On) <a 
Bn 
Kn, k} = C—1)7t4 M (^ )4— ts Å — 7), (6.2.20) 
0uiexcf 


这 是 关系 式 (62.182 B3, 
在 C.C, rt) HARA ¢ =I, 则 得 
D, = C,(0, 1 5,1). D dak), 


taken 
这 是 = 阶 更 列 数 D, 与 诸 dm) 之 间 的 关系 式 . 
十 面 给 出 第 一 类 Stirling ERRARE, AAA. 


HE 6.2.1 第 一 类 Stirling HRW 


3 
20 


6 0 £20 130 E 

7 n 720 824 210 1 

g 0 S040 | 7308 |  2380i — 105 

9 0 40320 | 64224 26432 | 2520 

10 ù 362880 | 623376 303660 | 44100 | 945 


Hi (6.2.15) 两 节 对 * 微 商 ,得 
LI 


d(g)e "^? ze — ped) g ena 
l—» 


= CUL ent (6.2.21) 


l|— H 


(1 — adem? EM tuc t0. 
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由 此 得 出 


d) = nd, + nid, (0. (6.2.22) 

因而 有 dn, AO IEEE A 
d(n + 1,8) = nd(n, k) + nd(n — 1, & — 1). (62.23) 
TH (6.2.23) 来 造 表 6.2.1 时 , 可 以 采取 类 似 于 造 Stirling BOR BY 

BM. 

HUA A (6.2.23) HA BRB, S, 的 恰 上 只 下 个 轮换 但 
无 1- 轮换 的 置换 ra 中 ,数码 ”十 1 可 能 出 现在 某 个 2 轮换 中 ， 
或 者 不 出 现在 任何 一 个 peih. 车 前 一 情形 发 生 ， 则 mm 为 
Li, zl 的 = 一 工 个 数码 a an ttt oe 所 产生 的 起 一 1 个 轮换 
CE -Hi PEST 2-H 388 ae 2- 轮 换 的 一 个 元 为 x 十 1， 
31709 E1, n1N 6s, saaa) REIA da 因为 mo， 


am 有 { ，”，) 一， 种 选取 办 法 ， 故 这 种 x。+ 的 个 数 为 nd( 一 


A 


1, & 一 1)、 若 后 一 情形 发 生 , xau 可 由 S. BEE k Ape, 
无 1- 轮换 的 演 换 的 任 一 辊 换 因 子 的 任 一 位 置 插入 数码 # 十 1 来 
得 到 ， S, 中 这 种 置换 的 个 数 为 dn, AD. AEX n, BURR 
rey BST ER ndla, k). iXSEUEB] T (6.2.23). 

5 e le 的 情况 类 似 。 由 (6.2.23) 可 推出 (6.2.22)， 再 由 
(6.2.22) JEH (6.2.21), $42. (6.2.21), 利 用 初始 值 aC = one = 
1, BLAS (6.2.15), 

可 以 把 上述 结果 总 结 为 

定理 6.23 Eb (5,4) 满足 递归 关系 (6.2.23)。， 与 第 一 类 
Stirling MAHAR (6.2.18), 数列 (dln, Dio 的 普 母 函数 
au 人 ai) & (6.2.45), 因 而 可 表 为 46.2.16), 且 满足 递归 关系 (6.2.22), 

Fn idm a) 的 数论 性 质 . 

定理 6.24. 对 非 负 整数 m.s. 有 

daami) = dd modn), (6.2.24) 


对 素数 PCH 
dar) = — zr modp). (6.2.25) 
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证 明 .。 Gate 咱 数 学 归纳 法 米 证 明 (6.2.24), 
FH dolt) = 1 (6.2.24) 3] m — o per. Adit) = 0, eh 
(6.2.22) Al (6.2.24) Xm = 1 ERSZ. 1€ (6.2.24) Sm — 1 Nm- 
2 成 并 , 今 往 证 它 对 mm 也 成 立 。 由 (6.2.22) 和 归 钠 法 假设 ,有 
dsm ™ n tom — dm t+ On + om — dp OA 
= di 一 12,2) + Cm — Dii, o0] 
m d,(2)¢,,(¢) moda). 
这 就 证 明了 (6.2.24). 
Hi C6.2.160 58 ER pg, 有 
dD = M ( ela 


octan 
= eple) MCI 
= P = et {e 
= --1(madp). 

这 就 是 i 5.2.25)。 证 毕 ， 


$6.3 具有 指定 轮换 上 长度 的 置换 


首先 考虑 一 个 简单 的 特殊 间 题 ,然后 若 感 较 复 杂 的 一 般 门 题 . 
ITEM 6.3.1. RS, PRA 站 个 -轮换 为 其 因子 的 置换 的 个 
RM. mere il, nl. | 
用 gCn; r D CRTR, EAGAR A 
Balra t)i = > g(usr,RX*. 


kam 


gr, 2) = c,(1,°--,l, i. 1,***,1). 
一 一 一 一 一 一 一 


F 


FH (6.1.15) ARSI Ceara uso 的 指 母 函数 为 
PE — tT PT PE 


fon,’ 
= (1 — u) e t ?güriX:—grD, 
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此 即 
(1 er m I gr): eg (6.3.1) 
Hamn 的 系数 ,得 


(=F L, ela, 
gir.) — ngon 5 一 (2): 

a, Xi rtn. 
(6.3.2) 


为 了 更 好 地 利用 (6.3.2), SEX gr, D 如 下 式 中 者 ， 
"CE ps Er, (6.3.3) 
rs 
在 《6.3.2) HRA n — os — 1, 并 重复 应 用 + 一 1 次 , 便 得 


Beal, 2) = (sr — gts £) 
= Csr -= IC 一 2)g-Kr, t) 


= Csr 一 1 -coefr， 1). (6.3.4) 
T8 (6.3.4) (RA (6.3.2). 化 简 得 
Birar) = srair D + (2 — EY. (6.3.5) 


AY alr) = C= 1, He (6.3.5) 和 数学 归纳 法 得 
NC. *Y nw s= 
Alr, 1) 一 DA ) rita — 1) 
= (rlr) tir MY, viO): = yr): = rit, 
(6.3.6) 
或 写 为 
gr.) == 60704) — 1) + ry 
— Cir, 0) tty, gr, 0): = gr, 0. (6.3.7) 
Zr ono tw, Ow <r, Wl 66.3.2) 给 出 
Balt, i ngon. t) 
= ava — L)g,-alr, t) 


ealie 


= Cn). ts t) 
= 《we 人 ys t) 
- CO uno De 
demie rt! 
n! x 
= --—:* NE {z — 1y7t 
22, rr — DI , 
IERD 
gr D Ph G-10y, s= |? | (6.3.8) 
r 


nares T] 
由 此 可 得 


定理 6.31 数列 (g(oir. Rao PIRE ER B pt (6.3.8) 给 
H ,从 而 


a 一 pak EN 
g(nsr, k) = 4&1 P D Cf — k)i? BUSES Ss 
0, Big lO REA > 5, 
| (6.3.9) 
«s c= [7] 


证 明 . ph (6.3.50 得 


gr.0— > FE OY (coe 


paias FJ! ograj’ 


ma ME $c 1y-^ s) 


DERES Raia rt 


比较 两 节 上 的 系数 即 得 4《6.3.97. 证 毕 . 
BAA (63.5) 还 可 得 出 另 一 个 递归 公式 . 根据 (6.3.5)， 
有 . 
G — De grs Dm = Yrga r Os 
将 此 式 代 人 (56.3.5), 得 
Cir D = sr Bar, D + UO Dleta) — Gs 
一 irg-&r, 23] 


= 2135 


= ir —1- raiders) + Cl — ts — 1) 
X rëra t), {6.3.10} 


E (6.3.5) BRERA ©, RER: > 1 求 和 ,注意 到 


gov, 1) 一 (z 一 13° - |, 
便 得 
et wee pei 十 eD, r, t)i 一 (Crit (63.11) 
(6.3.11) 可 改写 为 


POINTS, 


EX C6.3.125,18 
ela and 十 ya 十 (rm) p c 


1 


= pae" FDA | 1. (6.3.12) 


7 . (6.3.13? 
— PH 
比较 (6.3.13) 两 节 wr 的 系数 , 便 得 (6.3.6) WK: 
[gC imn m rn, ort). (6.3.14) 


FR, (6.3.14) 也 可 直接 从 (6.3.6) HEM, (6.3.6) 岂可 直接 从 
(6.3.14) 推出 ， 
在 (6.3.14) AK n — p (素数 ), 并 展开 左 节 , 便 得 
Balra z) + 1 — 2 = 0 (modp), (6.3.15) 

还 可 对 不 用 数学 归 摧 法 证 明 

BeaUr,:2 + (1 —2)’a,(r, r) = O(modp), (6.3.16) 
(6.3.15) 就 是 4 一 0 的 情形 ,由 (6.3.6), 有 有 

B. Dm rl 


Hip (6.3.5), 18. 
Bpl ra 2 = (pb Drga 22 + Cf — 01) 
= phe — 1) + 0 — i Me — 1) 
eG? t+ r—1) 
mgr, + r — 1X modp), 
这 就 是 说 《6.3.15) SA 1 也 成 立 ， AMARA, HX JAK A 
(6.3.10) MUSA Big. TA 


^24 


gear, D» = CG + k)” — i+ DFpa ales 1) T {1 一 +) 


XR 一 Drgesa Ur, 1) 


m (kr — 1 + OG" — lars £) + CL — 2) 


XCR — Lee? — Dgr, n0 
== (4° | ar, ((modp). 
这 就 证 明了 (6.3.16) 对 任意 非 仙 整数 天 成 立 。 
HAR (6.3.16), 48 
feu. = Ep Dey Pa :) 
= (P — Donar. 0 


= (P — 1) pelr, nod), 
1E[R E X (6.3.17) Hit: 0, 14 

Bitar, 0) = (— D' gu Cr, 0)(modg); 
fe = 工 便 得 


Rivage, 1) = OGmodp), 
TEH 8 AY RSS 
632 AMLO. 1) 满足 同 余 式 : 
到 (Cry 1) em rs DUF — LY (modp), 


这 里 
PEÉO.RIDO,n-—kGip. 


$64 fX S Her ee 


(6.3.17) 


上 面 的 务 种 计数 问题 是 就 5S, 中 的 全 体 置 换 来 进行 的 . 如 果 
MSA. RATER U, 中 进行 计数 ,或 单 在 全 体 奇 置 
SAU, 中 进行 计数 , HORE Re? 现在 就 来 讨论 


这 一 问题 ， 


因为 一 个 -轮换 是 伪 置 挠 的 充 呈 条 件 是 24r， 亦 即 一 个 +- 


de EHE ROSE BAAR ID. 所 以 ， 对 有 分 解 式 《6.1.1) 的 置 


换 s CEI RIN SR PER BCI ,中 , 奇 轮换 一 KEI 
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HNC A ABRs = RARER EE oth, d 
CCMA ET. MRE, AUBIN 5 CMC m 
toda 这 里 


CH := » [Gye ts, 
k, +R, tbat gen 


e "t ka Gy kara [Las 


Na 
、 1 
CW ley toe 2 COC sta, t4) F C5. —t,7**, 


C—173,)). (6.4.1) 
这 是 因为 
Calhiatt tata) + Calti tta Ca ea CIT) 
= yO ny — ktA d 
ki EI eoo Likt "T ate G + ( D ) 


x ipio ihn 


om? unl o phe " a phn 
Lug lee “ntok f i 
kytik, RU nES— 8 id n! 
HA A n 
ICE * 
一 2 > LOR sau LTE tir 


Stik Hotak 
类 似 地 , 可 定义 集 SAN, ASE ATLA CPG), 
这 里 


C5, a) 一 5 | Ga 


EPIR, E ak um n 


而 
ED aacra = €, sus n (5, I)a 
则 有 


CP tis tt ata) = HOO = Z2 一 Ch. —nh. tt. 


(—-1)74,)). (6.4.2) 
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根据 (6.5.1) F (6.5.22 , sr ZA EMAIL A: 
CUP ma, CH= dn, CP — 05-24, CÓ? — d HM 3 8n, 
C0, CP = n, CP 一 3454, CO = Grit, + 65. 

于 述 结果 就 是 

336.1. CP. ts) 由 (6.4.1) 给 出 ， CIC unu) 
FA 66.4.2) 给 出 . 

H eln, ORARE, EX Cn, AU, HA & HR 
RISB, OG, O 为 S,NIL, HRA A PERRO SB 
BRP, CPR), CPO 分 别 为 它们 的 普 母 函数 . 于 是 ,有 

CO = CHU, ,1), 
CH = CM Cry ,1). 


再 由 定理 64.1, 得 
eac = ; X (C. 十 Colts — t, tts 
ni 


(—1)7u)) 
= Haa y e OP 


= > ((1 — u) ++ (COD): = CT, 
(64.3) 
羔 亿 地 ,有 
gudin = i [0 — «Y' — OH t 1, 
(CV) — CPG), (6.4.4) 
由 此 可 得 
CPG) = i [iG $+ LG tn — D IG — 40) 
G — a +l) (6.4.5) 
CP) 一 + Lr #1) Hen 1)-- 
Qeens t il. (6.4 6) 
217° 


Auta 
Cn) 一 i Lls(n&)| + sak) 


= ; s(n, RCL + Co LP) 


(= DI = cO, Alot by 
0, Zi lta +k, 
(6.4.7) 
和 


—stn k) = [s(n,&)] = cln, hk), Blin +e, 
0, AG 2|n +k, 
(6.4.8) 

(6.4.7) 981 (6.4.8) 是 意料 中 的 结果 . 因为 可 以 由 直接 考虑 它 

115 ela, A PERROS SH. BRE, WR 是 一 个 24s ete 

mim, HBS A PHORM, Il 

Ry 十 2k, +++ + nk, = n, 

& + Ay ties the Ry 


CUPS LR) — | 


因而 
Ay + ka crm n + &C(mod2). 

这 就 是 说 , n + & AFR = AR oe kA 

ARM PERE = HBB. 因此, 名 ,中 的 cle, O PARR 

个 轮换 的 置换, M2le + RIED DTE ACH, HH, 25 2452 + A tit 

全 部 落 人 人 SMU, 中 ， 这 就 给 出 了 《6.4.7) 781 (6.4.8) X — P VEIT. 

FA (6.4.5), 有 


CYL) = i bee bh DG n Balt —D le a] 


= > [GG E jel tam 0 i IlG 


(r — n d 1) + aC + 1 ba l) 
— (100—582 + 11 
= Cue) + ncs). (6.4.9) 


7218+ 


类 似 地 ,由 (6.4.6) 有 
CHC m nCEQD + CPG), (6.4.10) 
ÉE (6.4.9) A (6.4.10) 的 任 一 个 中 互 换 “0 PT e" i ERE UM 4RER 53 
一 个 . FI RIED ET vo dcn] Seis FR] —3ÀB HORE AR. 这 将 为 下 
面 的 推导 所 证 实 ， 
改写 56.4.9) M C6410) 为 
nt OC) = CV CP), (6.4 11) 
nCiPG) = CLG) — CPG). (6.4.12) 
18 (6.4.12) 及 其 换 # 为 # + 1 BRATA 064.11), GS 
aCU (x) — (Zn + LUCHO + Ca + DF — n*) 
X CP =0, 
SRE, CPG) 满足 递归 关系 
ntaa — (ln + brea + n DF e, = 0. 
(6.4.13) 
类 似 地 可 以 证 明 Cx? CO thie le (6.4.13). 
FA (6.4.3) A + 微 商 ,得 


c) enu) mer s [(1 — u) + C1 H 471] 


Li. 4 
2 (1—40)S 
X(1-— a) — (C1 + sw] 
i 


= 4 (enc) 十 neue yy, 
】 # 


L1 — «)7* ++ uY +6 


AE 
《1 一 u^) COC) ener me pene) de peen, (6414) 
类 伺 地 ,有 
(1 — wc (r)eu 9) -— tuescen 十 tem Ow, — (6.4.15) 
d£ (6.4.14) Al (6.4.15) 中 分 别 消去 eso 和 ew 得 
feu = cht) cals) 一 - uc Op) ence), (6.4.16) 


tence) mm — ac O(g)en 0) + eee, — (6.4.17) 
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比较 上 的 系数 也 导出 《64.9) Rt (6.4.10), 
ni 


BLAZE AME M, dn, 4D 出 发 来 定义 (n, k) RA Mn, k 


M d,G) 出 发 来 定义 dz G) 和 dz) T Je ES 64.1, 


可 得 


ES 一 P LC.COu ru tun) + CD, —1, 7, (— 1027701, 


(5.4.18) 


d) — 了 [C.C0 2. ru) 一 C,C0, —51, 7, —1)770]. 


BH (6.1.15), 有 


exude — i > «t (GC. 1, 2. + C,CO,—2, 7e 


n2). 


(—1)74,)) 
一 i [CL — a) + CO iret 


一 exime, (PAA = APO), 


(c0): = e). 
故 可 通过 诸 eG) KB PO: 
AC) 一 Le9G) — rr. CoM CPG) 


一 —1) fey itt)» 
2, f } ( ye t 
或 通过 诸 OO ARH Pe): 
Ce) = [Oa + rn. (HPC): = aw) 


= 5 (5 JAA. 


(6.419) 


(6.4.20) 


(6.4.21) 


(6.4.22) 


(6421) 的 系数 关系 为 
Y ca" Jui — is k= DI. 
Pn, k) = tjak Ejn + R, 
ù, E HYnt k. 
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(5.4.23) 


25 4:25 (ABE Si, 的 情形 ,有 
ead n = E [C1 — uy) — (1 二 uye“ 
= cal Dee 7r (amy: — diD(c), (6.4.24) 


(ern: = e$). 
dy) == Lele) — c, (e): = eDG), 


-. PM (64.25) 
| 21 cay» (^ ise —ik—jl 
dOa, k) = it j 
| E ltn + ks 
lo, Hilla tk. (6.4.26) 
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第 七 章 分 配 


所 请 分 本 问题 , ELAR. 就 是 把 一 些 球 放 人 一 些 仿 中 的 放流 
问题 . 这 是 古典 弓 会 论 的 下 要 巢 题 之 一 。 它 与 古典 概率 论 有 着 极 
密切 的 联系 ,又 是 第 一 章 所 介绍 的 排列 组 人 台 间 题 的 一 种 自然 拓 广 . 

这 里 首先 建立 起 分 配 问 题 与 通常 的 排列 组 合 问题 的 联系 ,而 且 
依据 球 、 箱 是 否 可 办 以 及 箱 是 否 为 内 有 序 的 来 把 问题 分 为 六 个 主要 
的 类 别 《〈$7>7 .1)， 然 后 这 一 地 解 次 这 些 类 型 的 分 也 问题 (7 .2 一 
$7.6). 


$71 概 ie 


记 已 给 MER. mi, SOR n MRAR m fir 
EEE. BEAMS PKS: RETIREE 
的 或 具 一 般 的 规格 , 盒 是 可 办 的 或 不 可 办 的 ,其 容量 有 限制 或 无 限 
制 , 盒 是 内 无 序 的 或 内 有 序 的 等 等 ， 这 里 。“* 盒 是 内 无 序 的 "一 语 ， 
意 指 盒 内 的 球 的 放置 与 这 些 球 的 顺序 无 关 , 也 就 是 说 , 仅 只 顺序 不 
癌 的 放置 被 认为 是 出 一 放 法 。 类 似 地 理解 “ 食 是 内 有 序 的 ”一 语 ， 
上 述 各 种 情形 组 合 起 六 液 产生 了 多 种 多 样 的 分 配 问题 ， 主 要 类 型 
有 : 

[ 型 ， 球 是 可 叭 的 , 合 是 可 多 的 且 是 内 无 序 的 : 

I 型， 球 是 不 可 办 的 , 盒 是 可 辨 的 且 是 内 无 序 的 ; 

II 型 ， 奈 是 -一般 规 烙 的 , 盒 是 可 国 的 且 是 内 无 序 的 

IV 型 :过 是 一 般 规格 的 , 盒 是 可 效 的 且 是 内 有 序 的 ; 

VE. RES, ERTIY; 

VI 型 ， 球 是 不 可 辨 的 , 盒 是 不 可 办 的 . 
当然 , 蒜 的 -一般 规 插 色 括 可 吝 或 不 可 办 作为 其 特 款 ,因而 从 本 质 上 


-zZ 


说 , IT BAA HET D. 两 型 在 内 ,但 是 , HOT — BUND 
II 的 求解 要 借助 于 特殊 情形 L 的 解 的 已 知 结果 ,所 以 仍 将 它们 
列 出 ,而 且 介绍 的 顺序 也 是 先 特殊 而 后 -一般 

在 分 配 问题 中 ,主要 关心 的 不 是 黄体 的 分 配方 法 本 身 ,而 是 分 
配方 法 的 总 个 数 。 因 经 常 提 到 它 , 故 简称 为 分 配 数 , 1 型 分 印 数 ， 
U 型 分 配 数 ,…… 等 等 。 又 ,分 配 数 的 数列 简称 为 分 柄 数列. 把” 
个 球 对 吉 个 盒 的 Z 型 分 配 数 记 为 4 加 (mwm，4), 分 配 数列 (42(m， 
4)) ,wo 的 指 司 函数 记 为 mdu, HERRITA "Gsm, A), 
这 里 Z 代 罗马 数字 L IL, VL, 而 4 RRR E. 

ATRE IRER RRO, RE BECO RRA MAE E] ROIR. 
这 种 称呼 对 盒 也 适用 . 所 调 球 的 规格 是 1920 «nts EO S 1.3 中 
扩 界 定 的 , 指 的 是 ,车 把 这 个 球 中 的 根 同 者 归 为 一 类 , 则 有 名 个 
FB sha PITH she 个 = 元 关 ， 

把 一 个 球 o 分 配 在 一 个 傅 4 中 ,有 时 又 说 球 a ETA 4, 或 
Wifra Wok a 占 了 位 ， 不 闻 的 说 法 用 于 不 同 的 场合 会 带 来 一 些 方 
E. 

某 些 分 配 问题 和 第 一 章 中 介绍 的 排列 组 合 问题 本 质 上 是 同一 
问题 , RAGS H MASE, 另 一 些 问 题 则 是 后 者 的 
一 种 推广 ， 现 在 米 看 看 前 一 种 情形 . 

对 了 独 分 配 问 题 ， 可 设 不 同 的 "个 盒 为 cs ens cen， 不同 
80 n PERH bis 六-…,5。 如 果 建立 下 面 的 对 应 : 

Ro, HIER 5 <> 数码 i 在 第 i 个 位 置 ， CLA) 
刚 这 o DRRR cot ,ca 的 一 个 分 配 法 ,就 对 应 于 集 [1,m] 的 一 
个 -可 重 排 刚 : 


EK b, HAR Cia 
BERI jja tja ep E 2 BAR Cho (7.12) 


Gi€ [1 m1) 
i Ek b, BAZ Sige 


Bio — PECA REMIT RATA, i SHERI —P ARE 
PAN GR — 3x OSEE 7-11) RAMAJ, Ba, 对 应 (7.1.2) 是 
+ 223 里 


(1—1) BY. GRRE OR, I 型 分 配 问题 就 是 集 [1, m1 BY s- n] BE 
FB. MPa AAR, (7.1.2) 左 节 的 排列 是 任 
意 的 可 重 排列 ， 如 果 对 诸 合 的 容量 有 一 定 的 限制 , 则 (7.1.2) A 
的 排列 就 是 带 有 一 定 限 制 的 相生 排列 ， 例 如。 WRR HA c 的 容 
RE ELSE EH RETE HE DEBT AR ELA SE. 4, 中 的 数 充任 , BBA, (7-12) 
中 的 排列 jj 中 ,1 的 重复 次 数 € AL. 

对 工 型 分 配 癌 题 ; 如 果 建 立 于 面 的 对 应 : 

EA k PER AYE eo 数码 REE A; MK, (7.1.3) 
WX 8 PERE s Catt ten APACE TR [3s m] 
的 一 个 #- 可 重组 合 ; 

组 合 和 lysis 
MES UET AT 
EUH kh PER ATER ev 


"anon 


TUR k PER SERE eo (7.14) 


tanar 


EUR ke 个 球 占据 盒 =。， 


RE, i 6 


` fn, k20 (Nr n). 
ETE 


因为 = 个 球 都 是 相同 的 , 所 以 会 e 被 占 位 的 情形 与 哪些 个 具体 的 
球 无 关 , 只 与 球 的 个 数 有 关 . 因而 对 应 《7.1.3) 的 右 节 只 记 次 数 是 
合理 的 , 故 (7.1.4) 的 左 节 就 与 诸 i 的 相互 位 置 无 关 , 内 与 i feu 
现 次 数 有 关 , 所 以 是 一 个 m- 可 重组 合 。 易 知 , 对 应 (7.14) 是 (1 一 
1 的， 这样 一 来 , n 型 分 配 问 题 就 是 集 [1, m] 的 nF] RA AI 
题 ， 如 果 对 诸 盒 的 容量 不 加 限制 , 则 (7.1.4) 的 左 节 的 给 合 是 任意 
的 5 重组 合 ， 如 果 对 庄 盒 的 容量 有 一 定 的 限制 , 则 (7.1.4) A 
的 组 合 就 是 带 有 一 定 限 制 的 组 合 . 例如 ,如果 根 制 盒 a 的 容量 只 
fee 4, 中 的 数 , 那 未 ,7?.1.4) BHA ho fott ofa 中 ,数码 1 的 
BORE CAL 
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其 他 美 型 的 分 配 问题 就 不 能 简单 地 归结 为 第 一 章 出 现 过 的 排 
列 组 合 问题 了 ， 而 要 复杂 得 多 .。 这 在 $ 7.3 及 其 以 后 诸 节 中 皆 可 
看 到 . 


§7.2 工 型 分 配 问 题 


由 前 节 所 建立 的 对 应 关系 。1 型 分 配 问题 由 第 一 章 的 结果 就 
可 得 到 原则 上 的 解决 .下 面 就 把 那里 的 主要 结果 用 分 配 问 题 的 语 
言 重新 叙述 出 来 , 并 未 一 些 重 要 的 具体 情形 给 出 完全 的 解答 。 因 
为 有 前 几 章 ， 迁 别 是 第 二 童 作为 准备 ， 这 里 的 处 理 比 第 一 章 开 展 
得 多 ,结果 也 丰富 得 多 . 

如 果 没 有 特别 指明 球 数 和 盒 数 ， eT Al n. 

EETL ”对 I 型 分 配 问题 RR ER c. 的 容量 取 自 由 
茶 些 非 负 整数 所 组 成 的 集 A mimm DL UI ARK Fj dm, 
(Arstt Am) aoe E f REOR RE 


ed Dem,c Ayres 4M 一 


LU 
Tir EE 
Ca Mm Aig 77 Ag II m a Cm CA, A)). 
(7.2 1) 
这 是 定理 1.5.1 的 转述 . 
由 定理 7.2.1 可 以 推广 出 许多 重要 的 特殊 情形 的 完全 解答 ,这 
是 因为 对 这 些 情 形 能 很 成 功 地 外 理 母 函 数 (7.2.1) 之 故 ， 然 而 ,一 
REALE (REL. 
Hl. MRNA = 的 容量 没有 限制 ，。 即 4, 一 dj) 一 一 
A, = N*, MARERA (di m.N?))... WERE 
es Don NT m emt. (d'P( m, N°): = dm, N°), 
因而 有 


dH m, NO) = m, (7.2.2) 
这 可 由 (1.2.3), 蕊 可 由 (72.10 推出 . 
3&2. WR HU IESE BA 4 一 …- 一 4% = N, SP RK 
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A 
dÜ(m, N) = A"0^ — miSa, m), (7.2.3) 
这 里 SCs, m) 是 第 二 类 Stirling 数 ， 
这 是 定理 1.5.2 的 转述 ,也 可 用 (7.2.1) 重复 定理 1.5.2 的 证 明 
过 程 来 得 出 ， 还 可 以 另 证 如 下 因为 
Pm N°) = S, (7) 400i — kN), 


Om kem - 


即 
CH, N} + 1)? — m* — E"0^, 
(art, N))*: = dk. N), 
故此 关系 之 道 也 真 : 
dim, N) = (E — 1)"0* e Aro’, 
X3. 如 果 要 求 分 配 符合 条 件 : 恰 有 ?个 盒 非 空 , 则 分 配 数 


ES 


是 
Cm} S Cn p). (7.2.4) 
EBA. rh (72. D) EET te Be Be 
(e = De = 00 2 Qs E, 
HCA (7.24), 
(7.2.4) 还 可 推 证 如 下 : dem f h ie h p e Ri tk BOE 
(5 J 对 每 一 组 选 定 的 ?个 使, 使 其 非 室 的 分 配 数 是 p15Cw,p), 因 
HARRER 
(rises) = Sap). 
us. 
系 4， 如 有 果 限 制 盒 ;的 容量 为 (LR m), moo 
n. 一 5， 则 分 配 数 是 
mh . (7.2.5) 


好 +: 
WEB]. 此 时 (7.2.13 4629 


* 226 + 


f^i ~ ni m 


1&i6m Fl mitt "nml "M 
WA (7.2.5), WE, 
系 5， 如 果 对 盒 容量 的 限制 条 件 是 4 一 … 一 4。 = (0,51, 


yi ^r ECAR Ca (m. LOs s1) RTE BRE 
emi = D LY", (6m, 10,51) = Ps, 


0&i«s ff 
{6,5]), (7.2.6) 
因而 有 递归 关系 , 
i(m, [0, 9) 一 3 (^ atte — 1,[0,51). (7.2.7) 


和 < 


2n 
ms (0571) = mdPOn E0, m d.C — 1, 


[0,:]3. (7.2.8) 
SM Ss e La 
diU(m,[0,:]) — m, Bass, (7.2.9) 
d'Ui( m,10,5:]) = m+ — m, (7.2.10) 
d m,[0,51) = mitt — m — (nDiG + 2), (7.2.11) 
dons 0,5) = mt? m — (mr (* * *) 
; T3 
— (m) ( ; ) (7.2.12) 


AEBH. (7.2.6) 是 定理 72.1 的 直接 推论 ， 由 《7.2.6), 有 
ed Pim] 一 2: e Dons esi, 
okras Fl 


比较 两 节 中 T 的 系数 即 得 (7.2.77. 
(72.6) 的 两 节 对 上 BS 


FDC m, [0,5] Jet en toe 

ri i ra m-l 
=m 一 一 
ci 
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=m( > EER 


Dagar üo«i«:r FI 


A 
= pmet!’ om 418 = F met -le y 
s! 


比较 两 节 中 a RMR (7.2.8), 


was DH. 有 限制 条 件 A, 一 … = A, = [0,5] 与 没有 限 
aie E — RE, 故 由 系 1 得 (7.2.9). (7.2.8) 30 (72.9) 便 得 
(7.2.10) —(7.2.12 ), 证 毕 . 

对 身 外 一 些 重 要 情形 ,由 于 设法 对 母 函 数 (7.2.1) 作 了 妥当 的 
处 理 ,就 能 得 出 问题 的 完全 解答 , 构 碟 下 面 几 个 定理 ( 瑶 万 迪 13])。 

定理 7.2.2. 如 果 对 盒 容 量 的 限制 条 件 是 

d, ,= 10,2,4,°° +} = iB 
395 4 Uk HE RTE RAO WPA (dC, B Yaso 的 指 母 
ca ou 
Um s cm (OTR TY” I yaa us AD , 
emt m (ETE ) , (Cm, B')Y*: = diP(m, B), 


- (7.2.13) 
因 布 有 递归 关系 

Aim, B) = md m, B) — (m) (m 一 2,B^), (9.2.14) 
各 计数 公式 m = 1) 


$5 Capo. 0X) 0 ss — 2h 


d , TE igtiptee tata 
^ (n, B) ~ (m — 2i), zi2[w, 
lo, Ai 24a, 0245) 
| 之 C—1»* (m). Yo A sits sa 2539 ° " 
= n 

(xix > —i) 
HH . 

(5 i tsan ): € 21a, 

0, 200 3924s. (7.2.16) 


XCH sp JE m, (m o 2), (tm 一 20! EL REAL, Y A Bell 
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多 项 式 . 
证 明 . 由 定理 7.2.1, 有 
el = 一 (1 十 ? + A + e0 vt 
METEET 


= (EENT, qim: m dale): m PUn, Bs 


JERR C7.2.135. 
FH (7.2.13) 的 两 节 对 e RAK 189 


tem (EGE) 


2 
十 m (= tey 


CE: eben (zt Rec y _ |] 
(SEY 


x med m» dim» . 


— (mhe 


Ht EXE 7 的 系数 便 得 (7.2.14). 


当 thn 时 ,由 uU) 的 组 合意 义 知 其 为 零 
邻 对 : 用 数学 归纳 法 证 明 
dim) = >) (-1)(mn Pj mm 一 ?3 
asia iot ht ti 
(m — 2:7) d, (m —2:) 
(n = 2s > 0), (7.217) 
ro ORY, (7.2.17) 是 平凡 的 , Sik (7.2.17) E Cr 0) 成 立 ， 
zu "XP sor 11 成立， 由 归纳 法 慨 设 和 (7.2.14), 有 
dim) = S (1m) >) mim — 2 Pes 
Be er dgtipeerí me ri 
(m -= 21 yh * [Cm 一 2 
Xm 21) — (mo Da er — 2€1 + 1))] 


.229 * 


= 5, (=) 了 mito(m — 2yh. e 
LESTE irit ti mi 


(m — 2d, uma — 2i) + 全 【一 Di 
Qmeae 
X Cm oan >) mm — 2 re os 
ig tips ties i 
(m m 21) id, acm — AG 十 1» 
= 5 (— Yn) M miio( m 
Dei Athe Gee 
= 2yh---(m — 2r Dg, uuum — Li) 
+ Š, (Diu 2j mito 
Deren iprit ti, pots 


x (m — 2ym. " (m 一 20: -一 Did, ep 


x (m — 22) 
= mtd m) + >> C1) ma 
EET 
x >, mium — 2yh---(m — Li) 


figi teen m 
Xd, com — 2:) + ( — 1)" (moasada een 
x(m — 26 + 1)) 
- >» (-1)'(m), > mlm — 2yh-.. 


Dds tl ipti ti stein 
(m — i Yiida a mm — 24), 


JERR (7.2.17) fide «Oy « + 189 583E. 

iE (7.2.17) 中 ,因为 第 二 个 和 号 前 有 久子 《my a m i 2i 
时 ,第 一 个 和 号 中 相应 于 这 种 指标 i 的 项 自动 消失 ,因而 未 必 担 心 
n ug 


di —&), (20, £200; 
* 230 * 


自然 也 可 简单 地 定义 为 
di(—k3-—0, Bie, £20. 
3x 2) no WE (72.17) 中 代 + T EH 2, m) 的 组 合意 头 知 
ak) 一 I, 若 Ae; 
ay (7.2.17) 45 (7.2.15). 


(7.2.16) 可 由 (2.6.21) Al (7.2.15) HERR. urhe. 
定理 7.2.3. 如 果 对 盒 容 量 的 限制 条 件 是 


A mo m A, m 1,3,5,- 一 :4 
36:2 [IE REBCHTAR BEA, MERI (Plm, 4) avo WHER 
数 是 
et Penn m (EV, Gn, AY: m AC, A), 


(7.2.18) 
FAA E EA 


dlm, A) = nidi. (m,4) + Gn) Pm — 2,4) (7.2.19) 
和 计数 公式 m S 1) 
di(m, A) 
3+ (—1)y* 
SEOD (a), T >» mim 
igtipe n [at me 
— 29... (m —2 | aL VS! — 
2) (» i| ; |) , €X2l5— m, 
0, 车 2tn 一 m, 
(7.2.20) 
3+ (—1)" Cehiz 


2 (25 一 Du 


= (7.2.21) 


n"— - 25,* "ts 


* 2315 


这 里 Y 为 Bell ZAR H s 为 
nh T 23s (n - 2|" zH]) 
do; 项 等 塞 和 . 


证 明 . 这 里 的 思路 和 办 法 .与 定理 7.2.2 雷同 , 简 述 如 下 ， 
由 定理 72.1, 有 


3 5 m 
eto (+ t +) (d(m))": = dm, A), 
! H 


—- (5 ; e ) ; 
MR (7.2.18), 
Fa (7.2.18) 的 两 节 对 上 微 商 二 次 ,有 
(d(my ed = mite tin + Cm ref, 


比较 两 节 中 GID: 的 系数 使 得 (7.2.19), 


53 (7.2.17) 相 类 似 地 ,对 :用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 
dl stm) = 21 (m) 5 m^ m — 2ymn.. . 


fgtipkt hm 


(m — 2iYid, (m — 2/)(n 22 25 > 0), (7.2.22) 
出 d, On ) HAAR XA 


p 


2, G m2, 

di(m) — 4M, Æ m — 0, (7.2.23) 
0， 其 他 : 
l, m--i 0, 

dim) = to ne 或 (7.2.24) 


和 
dm) — 0, XE on om. 


3:21 BY, ZEC7.2.22) 中 取 5 — 2 —1, Nj (7.2.23) 得 


= 232 = 


d, (m) 
nu >> m) 5 


migm — 2yh««. 
oci- ighi bee bd ete 


(m — 2i)™id m — 2i) 


m" S, m'(m — 2yh«- 2907 , 35 2|m. 
= fgit tip vatum 
0 


2 
5 


H2. 
m Y sal utis 253,° .. (= 
a (2 EN 2 


1) a-a)» Elm. 


若 24m, 
RE, Y A Bell STs, H mC — 2Y,,2 8] i USE 
和 . 


当 2 Bt, E (7.2.22) 中 取 :一 ”二 + , 则 由 (7.2.24) 得 


I 


dm) 
= > Cm Ya >> 


mel m 一 ~ 2yh- eo 
«ux i gt ti m ELS; 


(m — 2i Vid. (m — 21) 


(m 2, 


; t 
m” m — 2ynh. 223 
ha hn time l= 


acm 
2 


这 里 了 为 Beli 狗头 式 , 诸 五 为 mum — 2), a RS 
ORI, 
上 面 诸 式 可 以 统一 地 写 为 《7.2.20》 81 (7.2.21), WERE. 
定理 7.24 如果 对 盒 容量 的 限制 条 件 是 
A, = Ay c = A, = {2,4,6,---5  :B 
AAR TE PSRATELRR AN BR, 则 分 配 数 列 CaP Cm, BD) nao 的 指 母 
函数 是 


Li i 2m 
ei Don me an( ** =) . (7.2.25) 
" 2 
还 有 递归 关系 ， 
dm, B) = mid,_0m,B) + m(2m — 1M, (m — 1,8) 
(7.2.26) 
和 计数 公式 (m Z8 1): 
dy (m,B) 
1, Zi | n H m = l, 
mi(2m —1)0 X mo m — 19» ++ Dima, 
igiyt thu Som Zi2|nBmt!, 
0, Zi 2m, 
(7.2.27) 


2m —1)1! f 
maim — D Yn al sss Zíg.t Zo Jaa], 


221m, 
0, 车 2n. 
(7.128) 
这 里 Y 是 Bell SUA. Emm — 1,2, 的 i 次 等 
AO. Sh, da Cn, B) 和 定理 72.3 中 的 分 配 数 有 下 面 的 关系 : 
dalm, B) 一 2m "d,(2m,4), (7.2.29) 
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WEBB. 由 定理 ?2.1. 有 


erm 一 人 于 +Ê -+ -Y 
FA 4! 


~ (feet _ 1)" 
2 


= (ciy, (d(m)Y: = dm, BY, 


EE yria (7.2.25), 
EH (7.2.25) A (7.2.18), 得 


ed Don BY es IM ed Diam Ade 


PA Rh Ho " 的 系数 便 得 (7.2.29). 
nu 
FH C7.2.20), 有 
da,(im, A) 


(Qn) > (2m)'«(2m — 2yh--- 


Ed 
ighit eti gg 


T} Clm — mn — 1)", £21», 


0, 24a, 
1 若 212* 且 一 1， 
2*7759m(2m — Ltt M mate 

= igri "ti 
x Cm 1, # tle Hm > 1， 
0, 车 24n, 


2m m — Dn ( 
^ (n—2m) ! $m Sis Sin2 fy tts 


i 
E —m—l1 Js»). 若 2 | an, 
0， ai Ita, (7.2.30) 


LE - 


! 
oe 


这 里 ”是 mC 12+ PP RS, 
38 (7.3.30) 代入 (7.2.29) 1818. (7.2.27) A (7.2.28), 
HH (7.2.29), 47 


di(2m,4)-— 27d (m, B), 
将 此 式 代 入 (7.2.19) (818 (7.2.26), TERE 


tH (7.2.25),^8 
PHMLLLLP M ED 
~ (hey 一 Aone, 


RAR. RA dk, BAMA, B^) 的 组 合意 义 , 知 


dP(m,B')-— Sj ML B). 
所 以 定理 7.2.4 可 有 
X1. “rl, m 


ml, 
+ > Cm), QD 
akan 
dim, B= tx M, Eh 1 ire 22-2 3€ 212, 
fgtipte tr, Sgt 
(7.2.31) 


CmXQ & — Dtt u 
n (3 一 k)i Veale, hay, 


($ 77 Ungu) Bri 
9, 车 ifn. 
3&2. Manel 22h BASS 
mt So 


24 GO 4 — 


2S Gm 


22364 


x 六 RQR OEE a 


iotr tigga 


= » (Dak » mm — 2). 


E ighi Hyg 
(m — 2iYí, 
m= OK PFI ZIG. 
200, A) = P00, B) = AO, BO Sl, nz 0, 
因而 不 为 上 述 诸 定 理 所 包 含 。 而 当 # 一 0 时 ,有 
HAm, A) = a(R, B) 0, ml, 
Wm, B= l, mol, 
改 为 上 述 诸 定理 所 包含 . 
现在 来 看 一 个 例子 . 
PI721. 4 n= 6, m= 3k, h 07.231, 


d3, B) = 3+ Y (Jerk — Dit 


IIT 


x > gH 一 Lire + 244-2 
igit Sok 
=~ 3+3-2+3C1 +4) 4 31511 
= 3+ 90 + 90 = 183, 


其 中 第 一 项 的 3, 等 于 把 5 个 互 异 的 球 放 入 3 PERNA, SEE 
的 集 是 8', 怡 使 一 个 低 非 空 的 放 法 数 ; 第 二 项 的 90 等 于 把 6 个 互 
异 的 球 放 入 3 个 互 异 的 盒 ， 盒 容量 的 集 是 85, 怡 使 二 个 盒 非 空 的 
放 法 数 ; 第 三 项 的 90 等 于 把 6 个 互 异 的 球 放 入 3 CEFE, n 
容量 的 集 是 8 的 让 法 数 ， 

出 (72.15), 也 有 


. 237 + 


43, B) = NS MG 
paiga 
x »» Bore (3 — 2)": 


Aykhpe Rm 


= 5 OCG} D > 


for +t i 
= 3° — 3-204 +1 + 3) 
= 183, 


$73 I 型 分 配 问题 


HH OS 7.1 所 建 辽 的 对 应 关系 ,11 型 分 配 问题 也 可 由 第 一 章 的 结 
果 得 到 原则 上 的 解决 自然 ,这 里 的 内 容 比 第 一 章 要 开展 得 多 ,让 
Bias. 

类 似 于 定理 72.1, 有 

定理 731 对 下 型 分 配 问 题 , 如 果 限 制 盒 o 的 容量 取 咎 由 
某 些 非 负 整数 所 组 成 的 集 AIT <i om), WS AGR Cal Gm, 
Ch. rtt da) oon 的 普 母 函数 是 

fi (7.3.1) 


LS ioe HE Aj 
这 是 定理 1.4.2 的 转述 . 
由 定 7.3.1. 可 以 推演 出 许多 重要 的 特殊 情形 的 完全 解 管 ， 
XXE 7.3.2. PRM AS BAR Ra 
A, lr), p20, E xim, 
风 分 配 数列 (y (m. (Pista) aoe MERRE 
AMCs m, Gst t Pm) = E tin eo, — (7.32) 


AmA 


+ — paces tpl 
Cm. Cp tp m (C m— (Cp Py) ). 


m— 1 


(7.3.3) 
证 明 ， 073.1), 有 
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BC m, Coser sped m TP See 
Lise jb 
- TI (^ Se), 


KA (732). — 
dE (7.3.2) FATT RE A RL Be ao Bux 3 (7.3.35. 
证 毕 . 
3&1. 如 果 对 诸 盒 的 容 三 没有 限制 ， 则 分 配 数 列 Mm, 
(0,00) amo 的 普 母 国 数 是 
dis m, [0,00)) = (1 — 177, 
ES 
u a nt m-l 
dy (m, [0,00)) ( m—1 ) 
3&2. 如 果 限 制 庄 盒 非 空 , 则 分 配 数 列 CAP (m L1. 000. s 
Hg 35 Bt pA E A 


4»; m, L1,20)) = (LÀ Y, 
HA 
DC [0 ,00}) 一 ( n=] ) 


m-1 
定理 7.3.3. 如 时 对 盒 容量 的 限制 条 件 是 
4, ip; bg — l], 9 20, gll (lice), 
则 分 配 数列 〈es (m (pis ,Pm) g) Jaa ASR ARE 
dU (15m, (piste? Pads g) meh PCL CL — 077, 


(7.3.4) 
因而 有 
dn. ior Pads) m 2, E) 
[p . ML 
x (" +i (et I + Pa 十 9 (7.3.5) 


证 明 。 由 C7,3.1) 可 得 


©2396 


PCs m. (fist? * Pads 4) — I1 >> et 
l«i«m U«ej«4—L 

T AL (^ p ) 
WAT (7.3.4). 

在 (7.3.4) BAUER REGERE ER LEE s "的 系数 便 得 (7.3.5), 
证 毕 . 

由 此 定理 立 得 

X13, 如果 对 盒 容量 的 限制 条 件 是 

A, mm du [1,:], 
Wir foU m, 11, :]))wwo ERARE 
dXXa; m.[1, 51) = (6—27, (7.3.6) 


— 4 
HA | 
arm tym D Cp" L7 1) es 


. Ux; «o 
还 有 递归 关系 : 
(1 -- Ad OCs mall, 51) = «(1 — rdt; m — 1,E1, 515, 
(7.3.8) 
dg Cm, L1, 5D = dum [1,5]) + dice — 1,01, 5] 
— 49 (m — 1,11, 5]), (7.3.9) 
dism, 1.61) = >) VLC m—-7,[1,5—1]), 


De] Sint 


(7.3.10) 
am — is as 10. 
(7.3.11) 
证 明 .。 (7.3.6) I (7.3.7) E (7.3.4) A (7.3.5) 的 直接 推论 ， 
Hi C7.3.6) 18. 


dvs m. [1,5]) = 7 eas m—1,[1,5]}, 


dnt.) + ( 
ü«s 


xml 
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FUL iris (7.3.8), (7.3.9). 
Pr (7.3.6), 有 


1 . af i= er s m 
EC m,[ 1,5) (4 1-3 +: ) 


- BOER” 
a<i<m*? 1—t ) 
mY 
一 5 ( Ad asm — j, s—1), 
Odi<m* T 


JERA (7.3.10), Flew (7.3.11), WERE. 
这 样 一 来 ,递归 关系 (7.3.8) A 7.3.10) E RE (7.3.6), qf] 33.3 
关系 《7.3.9) 和 《7,3.11) RE 7.3.7). 
SAHA 
系 2 如果 对 诺 合 容量 的 限制 条 件 是 
A, = A= = 4, 010,5], 
则 分 配 数 列 (297(m, 10. :1)0 zo AO BERE EUR 


Fi -—— itl at 
dD m, 10, #]) = C=) > 


LA 
do in 0,51) = Pu ( i ) 
x( EE . 
m-—i 
且 有 递归 关系 


(1 — Dd Dm {0D) — (1 — £40 m — 1,10,5]), 
d$U(m.[0,5]) = d, (m, 0,51) + dm — 1,10,51) 
一 d,-,- m — 1,[0,:1). 
EH 7.34 如 果 对 诸 盒 容量 的 限制 条 件 是 
d = {2 pi, 2p; + 2,43] wm E. p >D (A mim) 
为 由 2p; MINSK ASAT RAR, WA RRA, Ci 
Em) doa BYE Gt AE 


«2419 


darm, (ur ESI) om ttt) — Bm, (7.3.12) 


因而 
mt 7 mss »— 1 
2 ^ ? | 车 2 1n， 
Em, (Epee, EB,))= m— | 
0, E Ua, 
(7.3.13) 


证 明 ， 由 (7.3.1), 有 
gU :5 m,CE,, . **,Ew)) 一 IH > prti 


l&d mw PIU 


Dens 
BUR (7.3.12), 
1E C7 3.12) S BS EZ RARER ”的 系数 便 得 《7.3.13). 
um. 
由 此 定理 立 得 


RI 如 果 对 诸 例 容量 的 限制 条 件 是 
B = 4, = A= e m A, = (2,4,6,--] 
为 全 体 正 偶数 所 组 成 的 集 , 则 分 配 数 列 m, B) ano HEERA 
数 是 
gu E PO m 
q'U(1; m, B) ( qz :) " 


因而 . 


acd 
0, Xi 245. 
3*2. 如果 对 庄 盒 容量 的 限制 条 件 是 
B'— A, m Ape A (0,2,5,---] 
为 全 体 非 负 个 数 所 成 的 集 ， 则 分 配 数列 〈ey (m, Bao ATE AE 


2428 


a DC m s B) rm 


函数 是 


dM m, B) = (5): 
因而 
C o} Bib» 
am, 8 一 个 | 
0, 3 242. 


EH 7.3.5. 如 果 对 诸 盒 容 注 的 限制 条 件 是 
4, = (2p,,2p, + 2,+++ 2p; + 2g — 2] = ES 
pod, g21(sigm) 
Xİ 2p, 起 至 2pi + 29 — 2 正 的 全 体 偶 数 记 成 的 集 。 风 分 本 数列 
(Rm, (Bi ER) ano 的 普 母 函数 是 
dU n CE,” a En) = ghar tem | 一 aad bid 
X(1-— D”, (7.3.14) 
因而 有 


da Cm (Eist, En) 


aet) 


mt ipt pa 一 gq 让! 
2 F} A 2lan, 
VESTE ml 
“0, E 2ta, 
(7.3.15) 


证 明 . — 0 (7.3.10 得 
dIa m, (Ej, --- ERD) = II 5 APD 


lj OS 一 


-T( X e» 


Let Sea Di 


wA C7314), 
FE (7.3.14) PS PS AS EORR A Bee” 的 系数 便 得 (7.3.15). 


we. 
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由 此 定理 立 得 
X0. 和 如 果 对 渚 盒 容量 的 限制 条 件 是 
Ay A Am (2,4, 7,2) DD 
为 前 :个 正 偶数 的 集 , 则 分 配 数 列 (m, D) 的 普 母 函数 是 


1 一 Ayn 
dls m, D) = e(l. =) 。 


1-2 
RA 
sm E +m— al 
—1)' > Zlin, 
dm, D) = z ? S ) m—1 #2 | 

a, # 2+n, 
(7.3.16) 

和 递归 关系 ; 


(1 — £P ym, D) = ACL — POS m — 1,D), 
di (m, D) 一 dU Cm, D) + Lm — 1, D) — di. sm 
—1,20D). (7.3.17) 
由 此 可 知 , 递 归 关 系 (7.3.17) ERE (7.3.16). 
系 2. 如 果 对 诸 盒 容量 的 限制 条 件 是 
4, — ee 4, 42 

Mas +1 PSR RATE, ARRA QU (s. D Jaaa 的 普 
mee (poe 


qns "n, D) — | 


且 有 
D (7) 


P obs bil 
x » H2he, (7.3.18) 


m--] 


di Cm, D') = 1 


D, At 2s 
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和 递归 关系 ; 

(3 — PAM rim DU) — (1 — 22039 — 4,0), 

dym DY = dm, D) + dm — 1,D') 

— ds (m—1,2D'). (7.3.19) 
EETA, RUA (7.3.19) Ap 4 C7318), 
定理 7.3.6. 如 果 对 诸 盒 容量 的 限制 条 件 是 
A, = [2p; 41,22, -F 3,7] = :0,, p BO Sim) 

AM 2p, + | RSA HM, 则 分 配 数 列 CA Cm, CO, s, 
On) Davo HO EER E 

dsm CO, p On) em proto] — Py, (7.3.20) 


HRS 


ptm — {pitt pa) l ) 


4S" (m,(0,.*,0,)) = 4° m—i 
Xi2in—m, 
Ü, 车 ln 一 m, 
(7.3.21) 
ALM (7.3.20) 与 定理 7.3.4 PHS Ree FERR: 
dCi m, CO, a, Op D e drs m CE LH ED) 
(7.3.22) 
TA. 完全 个 照 定 理 73.4 的 证 明 过 程 ,或 用 定理 7.3.4 的 结 
果 , 均 可 得 出 本 定理 .现在 来 说 明 后 一 方法 . l 
可 以 在 定理 7.3.4 的 分 配方 法 与 定理 7.3.6 的 分 配方 法 之 内 建 
立 如 下 的 对 应 : 


SR WE vu 
定理 7?.3.4 中 个 蒜 的 分 配方 法 

ZA 7.3.6: n 七 m 个 球 的 分 配方 法 

易 知 ,这 是 一 个 《1 一 1) 对 应 ,因而 二 种 分 配方 法 的 个 数 相 同 : 


+ 245 。 


= RaR 


24 £1 24541] Id 


dii.(m,CO, ***,0,0) = dt Cm, CE, ED). 
XER 
dm, CO, On — dm, CE, p Ema 
H (7.3.12) 便 得 (7?.3.22)。 
出 (7.3.22) (818. (7.3.20) R (7.3.21). TE. 
由 此 定理 立 得 
. 系 . ”如果 对 诸 愈 容量 的 限制 条 件 是 
Ad mo m Ap {13,5 eee o :A 
ASAE RA RAE WAAR (22 Cm A) ao 的 普 苹 函数 
是 
i t lii 
dt; mA) = (i) ， 


1 一 
AE 
[mcn _ 
2 s H2la—m, 
dm, A) = | mi | t E "m 
0, E lyn = m, 


定理 7.3.7. ”如 果 对 诸 盒 容重 的 跟 制 条 件 是 
A, {2p, + 1,2 p, 3,°++,2p, + 284 — 1] = 10%, 
pd, geldasigm) 
WM 2p, + 1 起 至 2p; 十 24 一 1 止 的 奇数 所 组 成 的 集 ， 刚 分 配 数 
Bll C&P Cm CO. + OL) ane 的 普 母 函数 是 
BPCe3 mC Oi, OL) = eet teat mM c A), 
BA 
di" (ms(0i,***,0,)) 


^g d- m 
my | chc te mgt 
—] Y} 2 
_ PN xoi m-—1 . ) 
Xi2|s— m, 
0, F Hn ~m, (7.3.23) 
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这 里 的 母国 数 与 定理 7.3.5 PHRMA T 面 的 关系 : 
rsm, (Oi, ,0,)) — d asm (Ei, EL). 
WEBB. 与 定理 73.6 Ta, 既 可 用 定理 3.7.5 的 证 明 过 

程 ,又 可 用 定理 3.7.5 的 结果 ， 故 从 路。 证 毕 . 

由 此 定理 立 得 . 
系 . 如 果 对 诸 盒 容量 的 贸 制 条 件 是 
A= +++ = Ay = 1,3, 2; 1l}:=€ 
为 前 * PIERO, WAR (31 Cm, Cna HFS 
Hn " ( (1 — £) 
dim, C) = (SL EY, 


因而 


O86 Sm 


m. FEE 
2; (7) ? } 


dinm, C) 一 m—1 
Xi2|m-—m, 
0, Tip 一 m, (7.3.24) 


还 有 递归 关系 : 

(L 一 后 CID m, C) = A — PA MGs m — 1, C), 

du (m, C)- dim —1,€)+ dy- m, C) 一 da~u 

x(m — 1,C). (7.3.25) 

Eu SERI, BITE (7.325) 有 能 (7.3.24). 

下 面 氢 述 一 个 一 般 性 的 结果 它 虽然 简单 ,但 很 有 用 ， 在 一 
监 文献 〈 例 如 RiordanL6]) HARA he BIS OLAS. JL 
Jik. : 

RRA RP: 诸 盒 容量 取 自 数 集 4. 把 这 个 
Alo (Pm, 了))ww， HERR 10 A aC: m, P). 
FAA PAY SH PS H ASA ee: B 

[ni P^: pln RD E. EPA TALE s.n, 其 余 
ES: 3- e MEE 


1247 ^ 


BP’: AAP RMSE 5 ~ :9 其 余 的 鳃 容量 仍 到 自 


须 注 意 , 这 里 的 诸 ”不 必 一 定 属于 AL 

分 别 记 这 两 个 间 题 中 的 分 配 数 列 为 (Pm, Pus 和 
(d (m Pano, REFARI A Hem, P) AMCs m, 
P). FHA 


定理 7.3.8. 

dUD( ism ,P) - pott FIDE gim — kP), (7.3.26) 
dim, P”) = (eas m — k,P), (7.3.27) 
di Lm, P) = CA E — E.P), (7.3.28) 
di (m,P) = ( ) av(m 一 人.P)。 (7.3.29) 


证 明 ， (7.3.26) 是 定理 73.1 的 直接 推论 AAs eH 
选 出 各 个 盒 来 图 定 为 同一 个 容量 * ERA (7) 个 ， 故 有 
(7.3.27), (7.3.28) 9850 (7.3.29) 分 别 Æ (7.3.26) 和 (7.3.27) BJ E 

这 个 定理 有 多 种 多 样 的 应 用 ， 

例如 ， 加 果 对 诸 盒 容量 的 限制 条 件 RE. 第 i 个 会 的 容量 是 
LKSk E m, LE kE TESO., 其 他 盒 非 空 ， 则 由 定理 
7.3.8, HORT ROS AGRO Ca (m Gao + st Dao 的 普 侠 函数 是 


dOU( es m (s un) m gotta, m — &.[1,00)) 
— pntat] 一 p) t, 


且 有 
dimi, ttt 35422 - di, rua m m &,[ 1 2009) 
Am ye oy m d 
= ( m—R—1 ) 
Xin, MRAM: mo Pea kB 
容量 都 是 *, WC AACR (7 (m 0,2, WE BRS 


= 248 。 


he Inn. oo 


a" Crs mys) = C) JOC mtl ,90)) 


m 


= ( f pem 【1 = acre, 
且 有 
n m— ks — l 
woo- GET 

再 如 ,如 果 对 闭 盒 容量 的 限制 条 件 是 第 i 个 盒 的 容量 是 
sl do 各, 这 里 真是 一 个 定数 ), 其 他 盒 的 容 景 不 限 , 则 此 
时 的 分 配 数列 《PCm, C. 0 ane 的 普 母 国 数 是 

Co ) 

a Fl tt 


且 有 
d,Cm.Cs tou D) m du cum — &,[0,00)) 
一 (二 Ku ED 
、 m—k—i . 
其 他 情形 就 不 一 一 列举 了 ,需要 的 时 候 可 以 套用 - 


$7.4 Il 型 分 配 问 题 


利用 $ 7.205 7.3 的 结果 可 以 求 出 TTE 型 分 配 问 题 的 解 。 
定理 7.4.1， 设 ”个 球 的 规格 是 
2A 


那 未 ,对 不 限 容量 的 吉 个 不 同 的 盒 的 II 型 分 本数 是 
LC N^): = d. nta m NO) 


moh lS ym +24 % 
-eC TTET 
2 3 


(" tom lye CAI) 


WES). 首先 证 明 ;， WEA py 的 六 十 ?个 球 对 无 容量 限制 
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8 m SANS 2 RUE E 
md p—livinm tg l 
ee). 

这 是 因为 ,对 前 ”个 球 的 任意 一 种 分 配 法 ,不 影响 对 后 9 个 球 的 分 
配 革 ， 所 凡 由 计数 的 积 则 和 定理 7.3.2 的 系 1 IE (7.4.20. 重复 
应 用 (7.4.2) 或 用 数学 妇 纳 法 便 得 (7.4.1)， 证 毕 . 

定理 7.4.2. ERA 29. 182 ante 的 # 个 球 对 加 个 不 同 
的 盒 的 分 配合 乎 条 件 : 每 个 盒 都 不 空 , 则 这 样 的 分 配 数 为 

dD, m, N): = dE (m, N) 


= (ADK, NO) — 1) (nC NS: 
. cx qug N°), 
= > co() denn (m m & N°), 
üsk«m e. 
(7.4.3) 


(7.4.2) 


MASA BAA: 
dU ate Cm IND 
` mt am poly nm HI 
= 2: ( q-- i m i Je tacta tete 
Xm — j, NR, 2 1), (7.4.4) 
证 明 . 把 定理 7.4.1 中 的 4D Com. NOD 个 分 配方 法 如 此 
HE: 使 得 惟有 六 个 伪 子 是 空 的 这 些 分 配方 法 属于 -一 类 ， 由 于 这 


和 个 空 全 的 选择 法 有 ( ， ) 个 , 故 


dm N°) = » ( 1) dA ND 


kkm 
. mm (dC , N) + D”, (game NE: 
-— qUD(R ND, 
其 逆 关 系 就 是 《7.4,3)， 


EEA 
G = 9799 = aa = Ot, mzmk CAS) 
. 350- 


Ti PSEA 再 比较 两 节 中 A AOE 
(nott ha» ceay(* TITI, 


Pa 4 — } 1 
rm (7.4.6) 
AA, k > 1 ce 7.4.1, 
mtgal 
du. uas (mN?) -( q ) 
du. saifa 1glR aiia aH san (m, N°). (7.4.7) 


38 (7.4.20 4A, 07.4.3), 利用 (7.4.67 得 


Ll 
ds ke oko N) 


= D co( 1717 Dass 


Dk um ` 4 
xim — k, N°) 
+tqg—;— il 
- X co(7) x cv(**1717!) 
[re k> jm * — J 


x ( tym age "C m &.N?) 


>? an B CD 7") 


了 站 q 


X Aaa n D k= Dad?) 


= 3 me qi CP atum 
iad q—7 ;) Ait teen 


X (m — j,N?) (&, 2 1). 
ZE (7.4.4), TEE. 
另 一 类 递归 关系 由 下 面 的 定理 给 出 . 
ETAL 4km SIA 
gun . (m, N°} 


LÅ gigg t Agit gA nn 


=< g im ID 
了 十 1 Rigi E go Xe liggt nA 


Cm, N°), (7.4.8) 


-3531+ 


TEES 
Uo aca a Eg Co pega. nn (m, N) 


1 ni 
q 十 工 K +m) Fibs sate eg DR nta "c .N?) 


um _ o 
tom Ghee nate aa gpi IG eg eoa D i,N )| ， 


(7.4.9) 


证 明 . 由 定理 74.1, 


Til: a 
ILOMPLAPRRELUFNTEFRILAEERPT T. (m N°} 


m d ay pn o 
° ) ti ga gt uta I pp g pie sata (m LIN? ) 
qi. 


qt m(4*m—l 
= ( a+ 1 i q Je agoten- ota tN?) 


qtm 
= Gt. 1 ds. aka P gag Tera Cn N°), 
JERN (7.4.8), 


应 用 (7.4.8) 于 (C7.4.3), 得 


(Lr " , 
[A im ND 


S 
= »2 (—1)}* ( e -ataut atesta (m 一 RN?) 


kod 
— —]15k i9 T mm — R unns 
2x 1) 的 q 41 V kusaka caa ya lake 


xt N?) 


= 


n 1 le +m) dy... egt thigh TENE NTC aN) 


+m Spe 7 Jaye 


E Weg tl oper gap ols conte 
x Cm — 1) — d - DN» 
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= 1 tq + m) gun (m ,N) 


4+1 Vae ga tica a tg pile 


+ mage Cm — 1,8?) 


[LITT PLI tg pog T] anke 


HERR (7.4.9), WEEE. 
递归 关系 《7.4.4) 对 小 9 有 较 简 的 形式 ， 例 如 , 3 2 — 1 时 ， 


有 
kines aka tN) 
= DORUM N) + md ak, nko (m — 1,N) 
Ck, 2 1); 
M q= 2 时 ;有 


m+! 
A. CIN) m (777 Missus On) 


zgi r 
+m ON (m — 1,N) 


十 (” gi ( — 37 NY 
2 tiia h. nka m > * 


现在 来 看 一 个 例子 . 

BITAL 规格 为 pr 1"7* BS n ARI m POR A) I 5} 
ERA, 着 对 各 盒 的 容 蜡 不 加 限制 , 记 其 分 配 数 为 m, N°); 
若 限 制备 盒 非 空 , 记 其 分 配 数 为 dam, N), FEA 


$ E ate (mney Ee (EY (7.4.10) 


PFD np 人 一 pP CAI 
que m,N Bru dd uu et - m a4. 
之 之 os 人 6 — 9 (=, t} > (7.411) 
因而 有 
Mn = m P + Å —I a- 
40 (m, N) P2109 1 ) atore, (7.4.12) 
"nn — 2 q4*3m-kin-p | 75 &k+p—l 
doma m N) = Dy Det 'GX k—1 ), 
(7.4.13) 
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(人 TRT ao. 


(7.4.14) 


db (m, N) = 
ae? 224 R G) 


解 ， 由 定理 7.1 KERALA 
dU (m N°) = dU P (m N° )4 2 (m, N°) 
— di" (m,N?)49 (m ,N?). 
dg 7.23508 7.3 的 结果 可 得 


dil (m ,N?) dL, (m, N° Ó)G- 
2: ” » "Tn 
= > dU (m ,N° ems? 
ppd 
= e™C] = :)y, 
JEAN (7.4.16). 


由 aum. N) 的 组 合意 义 , 有 


dUP(m.N)-— Y (7 ?, j aD (m — Nod? (m, NO). 
Dkm 


(7.4.15) 
这 是 因为 ,车 对 m -- P ORAL Pee IP 


盒 讼 的 分 配 数 ; 由 定理 7.38, E (7) ats N), THRE AT 


空 盒 对 靖 个 相同 的 球 的 开 型 分 配 就 不 能 再 空 了 , 故 可 从 这 了 个 球 
中 取出 不 个 ， 使 这 些 空 盒 中 先 每 盒 放 人 一 个 球 ， 就 化 为 请 一 到 个 
BARRACA RRA Ie. TEAN HAAA, 这 个 分 配 数 是 
ao NE) A (7.4.15), 

Bi 7.4.15) 可 得 


gat Pa 
2. 2; mau pem, N ^6 — p)! 

("ye SD aom — KN)— 
= à 2^ om k )G — PI 
x YS dsm NP EE 

næ? 
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= 5; Ch ie" — 1)97X(1 — e) 


DERE 


= (1 "eo 1 +2)", 
WG 7-411), 


因为 
E i = an? n—i 
P3 D i" UC 
k+p—l 
By Y" 
其 中 的 系数 即 《7.4.13) WAT. 
又 因为 
(1 ,一 路 ~ (tah! 


DG) et = DAG = rmt 


-Dy 


m+; mla 
x > ( j ) arem, 
i20 m— 1 


其 中 co D 的 系数 即 (74.12) 的 右 节 . 


把 5 7.2 和 $7.3 的 相应 结果 代 人 (7.4.15) 便 得 (7.4.141), 解 


FE. 


(7.4.123—C7.4.14) 三 个 等 式 的 右 节 用 等 号 联接 起 来 ， 便 得 一 
个 组 合 恒 等 式 ， 
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§7.5 IV 型 分 配 问题 


今 设 4 个 球 的 规格 是 
182ta ++ g*n, Rit 2k tee + nk, = n, (7.5.1) 


m 个 不 同 的 “内 有 序 ” 的 盒 是 a, ntt ,cms 且 设 有 一 个 IV 型 分 
配 问 题 PUV 待 解 。 Rik FARA CE e 个 球 都 相 
同时 ,与 问题 PUO 的 盒 容量 限制 条 件 想 同 的 分 配 间 题记 为 P,P 的 
分 配 数 记 为 dim. P). 于是， 对 间 题 了 的 上 每 一 个 分 配 法 , 把 个 
球 的 位 置 随意 交换 就 可 得 出 PUO 的 全 部 分 配 . 这 样 的 置换 共有 
n) 个 ,但 是 其 中 可 能 有 相同 的 分 配方 法 重复 出 现 . 因为 对 9 个 相 
阐 的 球 , 它们 之 间 的 任 一 置换 所 产生 的 那些 分 配 都 是 相 财 的 ， 让 
9 M 18] ”, 便 得 到 总 的 重复 次 数 是 
CAPEL, eee + (n1 2^. 
因此 分 下 问题 PP 的 分 配 数 是 


di, uk, (M) 一 d, (m ,P). 


2]. 
Cy C21 ase + = Cay te 
(7.5.2) 
有 时 ,把 球 的 规格 (7.5.1) 也 记 为 
(m,m.'**.f)), (7.5.3) 
指 的 是 这 个 球 分 成 i 类, 98 ARGA n. TARR, Ki 
的 球 不 同 (sid. Aids (7.5.3) 时 ,结果 (7.5.2) aE 


duum) 一 一 一 下 dalm, P), (7.5.4) 
#1l nt 


这 里 自然 有 
n ^ md----d- nm, 
上 述 结果 可 以 总 结 为 
定理 7.5.1。 规格 为 C7.5.1) B9 n 个 球 对 王 个 不 局 的 内 有 序 的 
盒 的 分 配 数 可 以 通过 盒 是 内 无 序 时 分 配 数 来 定 出 ,有 如 (7,52) 所 
示 ， 若 这 + 个 球 的 规格 为 (7.5.3), 则 有 公式 (7.5.4)，。 
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例如 ,在 $ 73 中 已 知 把 » 个 相同 的 球 放 人 sm 个 不 同 的 盒 的 分 


LESS 

(" +m ) 
故 若 这 闫 个 盒 都 是 内 有 序 的 且 球 的 规格 为 《7.5.37 时 的 分 配 数 , 亦 
即 分 配 # 个 规格 为 (7.5.3) 的 球 于 各 个 内 有 序 的 不 同 的 盒 的 分 配 


BE 
at ("t7 小 (7.5.5) 


了 n 
XERME 01". 就 是 说 5 个 球 是 互 异 时 ,分 杞 .a 个 不 同 的 球 
Fm TAB RAI BA AR 


mm Ge Da (7.5.6) 
WRARSETBIS, FARMS (7.5.5) 01 (7.5.6) 的 分 配 数 分 
别 是 

"T #— 1 
#1 R21 om — 1 ) 
和 


Z4! 
$7.6 VVI 型 分 配 问 题 


当 ; 个 愈 都 相同 时 的 分 配 间 题 是 很 复杂 的 ， 这 里 只 介绍 一 些 
”简单 的 结果 ,而 把 有 些 问 题 的 解决 放 到 下 章 去 ， 

定理 7.6.1. +» 个 不 同 的 球 分 配 于 mw 个 相同 的 盒 ， 每 盒 非 空 ， 
这 样 的 分 配 数 是 第 二 类 Stirling 数 


Si, m), (7.6.1) 
如 果 去 掉 RE PRE, Wop A Be 
$5 step. (7.6.2) 
lim 
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Tt, ESAS, Miia t+ SHS OMRE X mc 
AAR AM RR et 倍 ， 这 是 因为 ， 对 任 一 固定 的 分 配 
方法 , 令 球 的 位 置 不 变 , MEn TAERAA. 那么 当 盒 各 不 相同 
时 得 到 mt 个 分 配方 法 ， 当 各 盒 相 同时 只 得 到 一 个 分 配方 族 。 于 
FES (7.2.3) (849 (7.6.1), 

(2.62) 是 (7.6.1) 的 直接 推论 。 证 毕 ， 

这 个 定 埋 有 下 面 的 应 用 。 设 下 整数 是 ”个 不 同 的 素 因 数 之 
积 : 


am peep, (7.6.3) 

Bl] « SRR m SAF SRR THEA Sin, A. 

REW (7.6.3) 中 的 每 个 素 因 数 p; AER : MER. 把 = 的 mm 
个 因子 的 每 一 个 署 作 盒 如 得 上 述 结 采 。 自然 ， 这 就 给 Stiding X 
以 一 个 数论 的 解释 . 

定理 76.2 把 # 个 相同 的 球 分 配 于 mm 个 相同 的 盒 ， 冬 盒 非 
空 ， 这 样 的 分 配 数 就 是 把 正 整数 0 分 拆 成 nm 个 项 之 和， 每 项 丝 
JE. 这 样 的 分 拆 的 个 数 , SDAP RICA palm), RRS 
盒 非 空 ” 的 限制 , 则 分 配 数 是 

D>) poli). 


I< jm 
这 个 定理 的 结论 是 自明 的 。 它 并 没有 给 出 这 个 问题 的 解答 ， 
只 是 把 它 化 成 与 之 等 价 的 务 一 个 问题 一 一 “分 拆 ”. “SHR APRA 
用 ,然而 它 的 求解 并 非 易 事 ， 下 面 将 用 整个 一 章 的 篇 幅 来 讨论 它 . 


第 八 章 分 Tf 


在 第 二 章 和 第 六 章 中 已 经 者 到 , 基 些 重要 的 和 式 的 求 和 范围 和 
“分 拆 " 育 善 很 密切 的 联系 ; ER CRP HH, 有 一 类 分 配 问 题 
Sm békié— Pa es 此 外 , 在 第 十 音 中 还 将 再 一 次 同 它 过 
面 、 不 促 恕 此， 分 拆 " 回 题 本 身 还 是 组 合 论 的 重要 宵 容 之 一 。 所 以 
有 必要 系统 地 介绍 有 关 它 的 理论 。 这 就 是 本 章 的 任务. 

下 面 首先 介 继 分 拆 的 一 般 概念 和 它 的 Ferrers 图 (§$ 8.1)。 然 
后 把 有 序 分 拆 癌 题 化 为 分 本 问题， 从 而 利用 第 七 章 的 有 关 结 果 使 
之 得 到 解决 《$5.27， 乱 后 讨论 了 志 序 分 拆 的 问题 : LBS BEER TR 
($ 8.3) 和 和 Ferrers E (8 8.4). 分 拆 数 的 性 质 (8 8.7,$ 8.8). teh, 
对 一 些 重 要 的 特殊 分 拆 也 作 了 适当 的 介绍 (8 8.5, $ 8.6). 


$81 要 论 


定义 8.1.1。 正 整数 ”的 一 个 分 拆 , 是 把 = 表 成 正 整 数 的 和 
m9 on om bess by, n DR Ol Sisk), REI (BILL) 


的 一 种 表示 法 。 如 吴 表 示 式 (8.1.1) 是 无 序 的 ， 也 就 是 说 ， 对 诸 
zi 的 任意 换 位 后 的 表示 法 都 仅 只 视 为 一 种 表示 法 。 这 样 的 分 拆 叫 
MERE BRIER HR. 反之 。 如 果 表 示 式 (8.1.1) 是 有 
序 的 , 或 说 (8.1.1) 的 右 世 是 一 个 有 序 和 , 即 它 不 仅 与 各 项 的 数 信 
AX, 而 且 与 各 项 的 次 序 有 关 , 不 同 的 次 序 认 为 是 不 同 的 表示 法 ， 
这 样 的 分 拆 叫 做 一 个 有 序 分 析 。 (8.1.1) 的 每 一 项 mm 叫做 一 个 分 
部 。 分 部 的 个 数 叫 做 分 部 数 ， 一 个 分 部 的 数值 叫做 这 个 分 部 的 容 
Bb WAKO D BR. 分 部 最 为 n 的 分 部 又 叫做 ny- 分 部 。 #4 的 分 
拆 的 个 数码 散 的 分 拆 数 ,分 拆 数 的 数列 叫做 e 分 拆 数 列 

定义 BLA 对 = 的 一 个 分 拆 (8.1.D), 若 对 分 部 数 和 分 部 最 没 
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有 任何 限制 , 则 称 为 一 个 无 限制 分 扳 ，*# 的 无 限制 分 拆 数 记 为 p。. 

若 对 分 部 量 有 限制 茶 件 ， 且 拒 这 些 限 制 条 件 的 保 记 为 Á, 购 称 这 

样 的 分 拆 是 一 个 全 -分 拆 , 其 个 数 记 为 %2 或 pay. WAR ÅS 

解 成 两 个 豆 不 相交 的 集 的 并 : A= AQUA. Dd m 8, A- 

分 拆 数 还 可 记 为 gi,,。 今 约定 ， 除 特别 声明 外 、 均 有 ph? ml. 
Alin, Ri AAA 


分 部 数 = ka (8.1.2) 
2 pe (8.1.3) 
A mE, (8.1.4) 
AECKO NEAL, (8.1.5) 
E S BM, (8.1.6) 
各 分 部 量 为 偶数 ， (8.1.7) 
To NETS, (8.1.8) 


以 及 它们 的 一 些 组 合 ， 
对 于 分 部 量 的 限制 条 件 的 一 般 形 式 是 
DES TEN (8.1.9) 
这 里 B 是 某 些 正 整 数 所 组 成 的 集 . 自 然 ,(8.1.4?,(3.1.6) 和 (8.1.7) 
都 是 《8.1.97 的 特 款 ， (8.1.5) 和 (8.1.8) A (8.1.9) 也 有 着 极 密切 
的 联系 . 
对 于 上 述 限制 条 和 件 ，# 的 分 拆 数 和 分 拆 数 列 的 普 母 阔 数 今后 
将 采用 了 下 记号 
没有 限制 条 件 : — 0. ple): 
对 应 于 (890: pH, pO); 
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SRF (8.1.2): 
对 应 于 (8.1.3). 
对 应 于 (8.1.4); 


Pes Paths 


Patan Pop (DE 
pr”, p(n); 


对 应 于 (8.15); pP. pPL)s 
对 应 于 (8.1.6): pO, =p Cr); 


对 应 于 (8.1.7): 
对 应 于 (8.1.8); 


pS, pO) 
p. p, 


在 上 述 记 号 中 ， 有 关 分 部 景 的 限制 条 和 件 记 在 右上 和 角 的 括号 内 ， 有 
关 分 部 数 的 限制 条 件 记 在 右 下 角 的 括号 内 ,如果 右 下 角 有 s, WIE 
在 = 之 后 ， 类 似 地 记 那 些 限 制 条 件 为 (8.1.2) 一 (8.1.9) 的 某 些 组 
AR HE. 譬如 ,在 限制 条 件 (8.1.4) 80 68.1.85 Fn 的 分 折 数 
秋分 拆 数 列 的 普 母 图 数 训 分 别 是 
pe dc) 和 pe "1. 
Bil NRE AT BD EGER I. HL $ATEDER ED SP 2 2 的 分 拆 数 ; 后 | 
BARRIRO ) noo 8928 RE GR EC. Mao, 在 限制 条 件 (8.1 .3) 
All (8.1.6) 下 ,的 分 拆 数 和 分 拆 数列 的 兽 母 冰 数 就 分 别 是 
Pee 和 pi). 
WEARS ARK, 且 分 部 数 不 超 过 名 时 , # 的 分 拆 数 ; 后 
RRB (plea duno AERAR. 

分 拆 问 题 与 第 七 章 的 某 些 分 配合 题 有 着 极 密切 的 联系 ， 有 序 
分 拆 等 价 于 工 型 分 配 问题 , 所 以 利用 $ 7.2 的 结果 就 可 得 到 解决 ， 
这 将 是 5$ 8.2 的 内 容 。 无 序 分 拆 等 价 于 VI 型 分 配 问题 ， 这 已 于 
$7.5 RBH. 然而 那里 并 未 解决 这 个 问题 ， 趣 把 它 留 在 本 章 处 
BO 所 以 , MS 83 忆 后 都 在 处 理 无 序 分 拆 间 题 . 这 时 再 一 次 指 
出 ,如 定义 8.1.1 所 述 ,无 序 分 拆 常 简称 为 分 拆 . 

下 面 列 出 sn€ [1,8], 分 部 数 £€ [1,8] 时 全 部 分 拆 的 表 《【《 表 
8.1.1), 以 殿 引 用 和 对 分 拆 建 立 一 个 直观 的 了 解 ， 替 中 采用 分 拆 的 
另 一 记 法 : 在 (8.1.1) SHA 个 项 为 Cl Sin), k 2 0, Dll 
把 这 样 的 一 个 分 拆 记 为 


]52*5. 5*1. (8.1.10) 
有 时 也 把 分 拆 《8.1.1) 记 为 
Cars Bost RD 
对 应 于 (8.1.10), 974 (8.1.1) 又 可 写 为 
At 2k, 4+ +++ bk, an, 4,20. (8.1.11) 


这 一 形式 在 $2.6 关于 复合 函数 的 高 阶 微 商 的 公式 中 ,在 第 六 章 关 
于 蜂 棉 群 的 各 种 计数 问题 中 已 经 展 次 出 现 ， 方程 (8.1.1) 及 其 解 
数 的 问题 在 $1.3 中 也 已 用 到 . 
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除了 用 方程 (8.1.1) 或 (8.1.1 D) RRR aS, RAB aie 
Ferrers 图 来 表示 .对 无 序 分 拆 ,不 失 一 般 ,可 设 方程 《8.1.12》 中 有 
人 My pes ey SL, 00 (8.142) 
在 一 条 水 平 直线 土 描 下 a 个 点 , 在 其 下 面 一 条 水 平 直 线 上 描 下 mm 
个 点 , 且 这 两 条 线 上 的 第 一 个 点 同 在 一 条 上 竖 直 直线 上 ,其 他 点 依次 
与 上 行 的 点 相对 , 依 此 类 推 , PATER ARKE RRL v 个 
点 ,第 一 个 点 与 所 面 各 行 的 第 一 个 点 均 在 同一 紧 直 直线 上 ,其 他 点 
仿 次 与 上 行 的 点 相对 .这样 得 出 的 点 阵 图 就 册 做 ”的 分 拆 《8.1.1 
的 Ferrers Bl. Par, 11 的 分 拆 
11 一 6 十 4 十 1 (8.1.13) 
的 Ferrers (iat 


(8.1.14) 


反 过 来 ,对 于 一 个 Ferrers 图 , HELV T » po — BY 


+ abe* 


一 个 分 拆 ， 所 忆 ,= 的 一 个 分 拆 同 它 的 Ferrers 图 之 间 是 (1 一 1 对 
应 的 ， 把 一 个 Ferrers 图 的 各 行 改作 各 列 , 但 其 相对 位 置 不 变 ,这 
样 又 得 出 一 个 Ferrers 图 , UU A Ferrers PHY 34 du A Be d Ha. 例 
如 ,图 (8.1.4) 93k x 


(8.1.15) 


FAVOR Ferrers FEBR NEU 2) EERU BE 原 分 拆 的 JEU ARBOR HE 
(8.1.15) 所 对 应 的 分 拆 是 
1 一 3 二 z 十 2 十 2 十 上 十 1， 
这 就 是 分 拆 《6.1.13) AY 3&8. 
由 共 统 分 拆 的 定义 可 知 ， 一 个 分 拆 的 共度 就 是 把 此 分 拆 的 
Ferrers 图 依 列 PR AAR m ARMOR REET RF. l 
现在 约定 ， 今 后 谈 到 无 序 分 拆 GIDN a E ARA 
€8.1.12). 
att (8.1.1) 的 Ferrers 图 对 应 于 一 个 下 n 89 C0, 1)- RE 
PEP: 点 代表 1, EMRET. E890, (8.1.4) 所 对 应 的 3 x 6 BY 
(0,1)- f Zc AB HE i 
11.61 11 1 
f 1119 中 


16668000: 
这 这 个 x m FEM P HATTA OS BROS GB XE C81... 以 它 
的 诺 列 和 为 分 部 的 分 拆 就 是 《8.1.1) Akaia. 所 以 , 由 定理 
5.4.1, xr f 
定理 8.1.1。 分 折 (8.1.1) WRDD TRE 
d= 2 sgn [max (a, —7 +1,0)] ASISA), 


-AARE SHIM CREM. Plin. 24 
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12 =5+3+2+1i+1ł1 
ie e BRA. 


$92 有 序 分 拆 


今 戎 隔 正 整数 二 恰 具 下 个 分 部 的 有 序 分 拆 : 
ncc bon; doo dona, mnel «isd (824) 

与 此 相应 的 ,是 把 # 个 相 辐 的 奈 放 人 个 不 同 的 盒 , 第 :个 盒 装 人 
a PER Cl Sisk) 的 一 个 分 配 。 反 过 来 ,这 样 的 一 个 分 配 就 对 
应 于 形 如 (8.2.1) 和 的 一 个 有 序 分 拆 ， 易 知 , 这 是 一 个 (1 一 1) 对 应 。 
因此 , 形 如 (8.2.1) Sha PRA ESI # 个 相同 的 球 旋 
人 万 个 不 同 的 盒 , 使 得 每 盒 韭 空 这 样 的 分 配 的 金 体 ， 所 雇 , 可 以 把 
$ 7.3 DRT I 型 分 配 问 题 的 结果 用 有 序 分 拆 的 语言 重新 叙述 出 
来 。 和 值得 注意 钓 是 ,分 折 (8.2.1) 中 有 条 件 0; 2 10 mr OL A 
it, Sams. “分 部 量 不 加 限制 " 意 指 分 部 量 是 任意 正 整 数 均 
可 :然而 对 分 本 而 言 , 盒 容量 不 加 限制 却 指 盒 容 量 为 非 负 整数 . 

本 节 首 先 把 57.3 中 的 主要 结果 用 分 拆 的 语言 转述 出 来 ,下 在 
此 基础 上 建立 些 新 结果 ， 

关于 有 序 分 拆 数 和 有 序 分 拆 数 列 的 普 母 晃 数 ,采用 $8.1 的 符 
号 ,只 是 改写 其 中 的 “pg” 为 “天 。 以 使 与 无 序 分 拆 的 记号 相 区 别 . 

EIE 8.2.1. AR PABA, Bb AOR Be 
TERMAR AO Sik), RAR OOTP aao RI 
EHAE 


Dri (8.2.2) 


(seem EA, 
这 里 约定 
Puy = 0 ml 
这 是 定理 7.3.1 的 转述 . 
SEX 82.2. 恰 昌 环 个 分 部 的 有 育 分 拆 , 如 果 对 分 部 量 的 限制 
条 和 件 是 
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EL ip). pl (lix k) 
则 此 时 的 分 折 数 列 PP t uuo 的 普 母 函数 是 


PI (8.2.3) 
因而 
adk—(n tpl 
stie ( k A _ MUTO) GLO 
这 是 定理 7.3.2 的 转述 。 
Rm. 如 果 对 各 分 部 量 役 有 限制 , 即 
A, = Ay mm ++) = Ay [ 1,00) & N, 
WHT HOPE BRS CPR ame 的 普 母 函数 是 
8o = (+) (82.5) 
BA 
5-1 
Bon 小 (8.2.6) 


这 是 定理 7.3.2 0K 2 的 转述 。 
定理 8.23. 恰 具 不 个 分 部 的 有 序 分 拆 , 如 果 对 分 部 量 的 限制 
RAPE 
Aim ips p tga ll pl g St (aise), 
MERRIA RRI Pu PP Ja ERARE 


Br te) mm antt =， (8.2.7) 
BA 
& 
pasee $ c) 
Den * 
ktam lat o bata) 
x( (à ) 
(8.2.8) 
这 是 定理 7.3.3 的 转述 。 


Rm. 如 果 对 诸 分 部 量 的 限制 条 件 是 
人 一 1 


» 265.7 


RWS RRA CPD woo R3 BCE 
Aer) = (ME 2Y, (8.2.9) 
HE 
i,e — $$ — l 
BG = D) 1Y (* Y" - Y (8.2.10) 


De ie 
XC REGERE 7.3.3 系 1 的 转述 . 
定理 &2.4 GAAP BE BICIS Fe AH WEN SOM RCEEO 
限制 条 件 是 
A = {2p 2p, t2, h = E p Bl St SR) 
为 从 2g, HEE KT BT ABA HGS 20 38 RCPS Ius 
的 普 母 函数 是 


PC) m PHP Le mm, (82.11) 
BA 
kt Da ate te od 
2 
Frage) 一 | T 
à &-—1 

0, Zi 2a, 
(8.12) 

这 是 定理 7.34 的 转述 . 


又 .如 果 对 诺 分 部 最 的 限制 条 忻 是 
A A (2,4, 6, ji B 


AEREA » UCET ROA Gio). BEE BER BE 


BBC) 一 (一 一 ) ， (8.2.13) 
HA | 
Bog 
wa 2 » 2te, 
Par & = k _ 1 (8.2.14) 
a, 车 Ha 


+ 266 * 


这 是 定理 73.4 系 1 的 转述 . 
定理 8.2.5. 怡 具 包 个 分 部 的 有 序 分 拆 , 如 果 对 分 部 量 的 限制 
条 件 是 


A {2p152p; + 22.72 p+ 29 — 2}= :FE', 
pl, gal Ui sk, 
2E 2p: EE 2o 24 — 2 ak 839 > BB A ae. ge Sp E SR RK 


列 GO yu Pu SERE 


gior Or) ma ye ote yg) Ed] : (8.2.15) 
HA . 
iy 
ZG) | 
. ny tert — qr 
Bas ce Err EQ 一 4 2 (ttn) 4 ) TÉ 2|n, 
koi | 
0, zi Hs, 
(8.2.16) 


这 是 定理 73.5 的 转述 。 
R. MRANA ARRIR MIR PR 
dy; = dy = :DD 
为 前 AER AET AR AOE 则 此 时 的 分 拆 数 列 (Pho) 的 普 
Ae pRB 


p 1 ae 
PB) = (* e = ae (8.2.17) 
AA 
dU » *t4&—ui—l 
ZO 2i (=D $ \ » Hi 2|n, 
patty 7 k&—1 
> 38 2a, 
(8.2.18) 
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这 是 定理 7.3.5 的 系 1 的 转述 ， 
定理 82.6。， 怡 具 志 个 分 部 的 有 序 分 匆 , 如 果 对 分 部 量 的 限制 
条 件 是 
di — {2p +1, 2p; + 3,5) = :0,, p POU SEA), 
为 从 2p; + 1 RY IER RATA RRA, WER BY op De BY c 
(PRRD O) Japo ABE RHA ROE 


peara) = pretep tke | — Py, (8.2.19) 


H4 
ante 
(pte tp ol 
2 ? ^ , 车 Zin 一 Rs 

Bite = a 

0, 车 2[n 一 R, 

(8.2.20) 

这 是 定理 7.3.6 的 转述 ， 


A 如 果 对 分 部 量 的 限制 条 件 是 
4 — = Ap = {1,350} = 14 
AEREA RT AS» RU EG HR RH BF) (Pg) avo 的 普 
RES Bebe 


ABU) = GJ). (8.2.21) 
HA 
nt —1 
2 » 210 — k, 
Bs | &—1 | (8.2.22) 
0 , € ita — k. 
这 是 定理 7.3.6 的 系 的 转述 . 
EM 8.2.7. 恰 具 上 个 分 部 的 有 序 分 拆 ,如 果 对 分 部 项 的 版 制 
条 件 是 


4, = (2p, + 1,2p, t 3,++°,2p, + 2g — 1] = :05, 
Bel, gel Stak) 
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AA 2p, + 1835] 2p; + 2q — 1 LEASE BTR, WEY 23 fE A 
5l Cp. 0i m9p)uus ADEE BRE 


- pH 
Peary, 2) mm Rete beg tA (5) 3 (8.2.23) 


1-7 
BA 
Po asin}? 
fat i 
| 5 TA ata 
= d i u | 
0 ， Hi Zin — k. 
(8.2.24) 
这 是 定理 7.3.7 的 转述 . 
WE. 如 果 对 分 部 量 的 限制 条 件 是 
{iC 


为 前 :个 正 奇数 的 集 ， TUE RRB (PGi Dave 的 普 母 函数 
是 


ABC) = (Ky, | (8125) 
BA | E 
Rail l 
5 e» 2 | #2in — k 
Pii 4 web t3 &—1 j 
9. 车 2n 一 大 


(8.2.26) 
这 是 定理 7.3.7 SORA EB. 
设 已 有 一 个 有 序 分 拆 问题 P. 
non tn, +--+ tay, EA, 08 4 C1 Sisk}, 
其 分 拆 数 记 为 Moly. 分 拆 数 列 Olin a BU E REPE RICA 
POCO. AAA P 75] IUS BATUR EHE ae: 


* 369 ， 


Py BES? POM EBARA as totes to 甚 余 的 分 部 量 仍 
BEES 

P: 有 工 个 分 部 量 都 为 5: 一 5。 其 余 的 分 部 量 仍 取 自 集 A, 

分 别 记 这 两 个 有 序 分 拆 问题 的 分 拆 数 为 到， 和 BS OH 
Bo PPA eae 30 Bevo 的 普 母 函数 为 PG 和 ale). 
MA, 


定理 8.2.8, 
BOC) = shores), (8.2.27) 
m i Re _ 
TOR i EERO (8.2.28) 
Piu = PD, ne aps» (8.2.29) 
a fR . | 
Po ( , ) Pert. (8.2.30) 
这 是 定理 7.3.8 的 转述 . 


由 上 述 诸 定理 和 系 可 以 得 出 分 部 数 介 于 4 与 ! 之 闻 ， 或 分 部 
数 不 少 于 的 各 种 有 序 分 沂 数 和 有 序 分 拆 数 烈 的 普 母 了 数 . 今 将 
常用 者 列 于 后 ， 

定理 8.2.9。 如 果 对 各 分 部 量 没 有 限制 , 则 不 少 于 / 个 分 部 的 
APRA Gon) WE HARE 


i 


N) =. 了 ^ 
PED) acasa ce? (8.2.31) 


因而 有 
n—2-—t 
PRL. 一 2i 1—23 ) 
n —— lùs 
= 之 C _ ). (8.2.32) 
分 部 数 在 16,0 SR A ZH Praa] CPI, dae AAR Be Be BE 


zt H 


t | t . 
PICO = i yla Lpa — EP |, (8.2.33) 


因而 有 
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i : iy 
Pa) = 2, 2 ( ， —2 ) 
n—2—F 
2 2 ( 1—2 \. (8.2.34) 
证 明 . 由 (82.5.8 
PERG) 一 > > pH 


BORD kom! 


= 5 ANC) 


km 


= > Aci 一 1 


z 


“a — 20 — i? 
HEBD (8.2.31), 
RFT (8.3.31) 的 右 节 ,有 


fi / ; bs 2 +; 
(1 (1 — 22X( — 2) i D>, 2 x y 


io io 1—2 
|f —2—i 
-5 mí y. 
nal Oia] i — 2 


BAT (8.2.32) 的 第 一 式 。 由 (8.2.60 RAMUS (8.2.32) 的 第 二 式 ， 
由 
Pian = DR — PL, 
LUBE (8.2.31) 和 (8.2.32), 立 得 (8.2.33) 和 (8.2.34)。 证 毕 . 
X. 


PRC) -——-—, l | (8.2.35) 
1 一 如 . . 
Poy 一 2 (8.2.36) 
I 
go = i 一 = — di (8,2.37) 


—2—j 
P = 2°71 — > 2: C 1-2 ') (8.2.38) 


Dic 4 


2.27105 


由 定理 8.2.3 的 系 , 可 以 类 似 地 证 明 
定理 8.210. 如 果 各 分 部 量 取 自 集 [1;s] ， 则 不 少 于 个 分 
PERSE ESRB CONE noo 的 普 母 函数 是 
P = GU — #7} 
Penta) (1—2)7(1—24 t ety’ 
BA 


mae- > 2 c»( 15. (8.2.39) 


koi Ojik & 一 1 
FISK, (8.2.39) 中 的 和 实际 上 是 有 限 和 ， 
由 定理 8.2.4 的 系 可 得 - 
定理 2.11.。 n5 BERE EE BUR B —102,5,6,--), 
则 不 少 于 1 PB RBA (DULL aoe BOXEGEDR BOE 


"E 
BenQ) = ü-— py — 28) 3 
HA 
Tim i 
i 
ES 4A > Æ 2n, 
ete <i 1—2 
a, . E M», 
LP 
x ) d 2|», 
LETT k—1 
D, i 242, 
”由 定理 8.2.5 的 系 可 得 


定理 8.2.12. 如 果 各 分 部 量 取 自前 + PPP D = {2, 
… ,2s}、 则 不 少 于 4 个 分 部 的 有 序 分 拆 数 列 GUDu 1H 
SERE | 
e" 2 I — per i 
Pi ED, = a 一 DA z _ 2 pK) " 


HA 
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É i b 


”sil 
È 5 co 人 | #2ln, 
we okie eje k —] 
0, E 24. 
(8.2.40) 
自然 ,8.2.40 中 的 和 实际 上 是 有 限 和 . 
由 定理 8.2.6 的 系 可 得 
定理 8.2.13 如 果 各 分 部 基 取 自 正 柯 数 集 4 11.3.05]. 
WARD tS ATR Co eo DERE 


PS (y= 


1 
(A 


HS 
ntk l , 
2 > T 2ln 一 ks 
Pont) 一 [zl &—1 | . 
0, (0 2 一 
由 定理 82.7 的 系 可 得 


定理 8.214. MRSA BA * 个 正 奇数 的 集 C = {1， 
3, ues 2s m 1}, 则 不 少 于 j TAREE FB (Pon na) 的 
HEARE 


zo m voL m 
Pian 《1 一 py- —;—f+4 EM 
HE 

Pun 

F stk al 
> zo|? Sdn 

= (km OKER M 
&—1 

T X 2n — k. 


METER. 


5 83 4 UREI AZ 


USRI S 8.1 中 的 记号 . 
定理 8.3.1. 
pa) = TT +, (8.3.1) 


re: 


WEB]. 展开 (8.3.1) 的 右 节 ,有 
I-E” 


ieh (eB m 


- 2; ph Piris jpe ， 若 Ê -— {i its} 


LE et 


=1+>) » i)e, 


BL iar thd tha t-n 
其 中 六 的 系数 正好 是 方程 
tity t ih t fats tee men, dau hu € B, nl 
在 BH Gi fast): 


bia? is tag tt fag tte 
i 个 . it 
的 个 数 , THEA BAC Bay. 的 分 拆 数 , 当 “一 
0 hf, BAES pP = 1, m (83.12 ARR RA 0129 1. 
证 毕 . 
M832 BH OO). 的 普 母 函数 是 
eG) m TT ——— A, (8.3.2) 


+ 
Zr fu 


WEBH. 把 c 3.2) 的 右 节 展 开 ， 得 
Opty HB 


ved | — r'u peg feb 
= ( petit) ut, 
km ‘hth Penk 
这 里 为 方便 计 , 写 
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B 一 人 
注意 到 ORS, (Bd: rdg 


Il 1 + = ] + 5 (x( X. i jan )ut), 


i 
red Pu k»l "ami 
iis ri, mn 


其 中 wt 的 系数 正好 是 pO) 证 毕 . 


定理 8.3.] 和 定理 8.3.2 的 内 容 是 如 此 广泛 ， 使 得 许多 重要 的 


结论 者 是 它们 的 特 堵 ， 这 有 如 下 面 的 定理 所 示 . 
定理 8.3.3. 


pa) = ee 
POO = n-—dàgMu 50 一 二 
PPO = DG —5ü 一 
pM) = ; 


(1— g9)X1-— D?) --(1— py 
PPO) = (CL FOF XO +P), 
p^ 9) — CGU 0C + aL + 1), 


证 明 ，(8.3.3) 一 (8.3.8) Æ (8.3.1) 的 直接 推论 ， 
(8.3.9) 的 右 节 的 展 式 是 | 
Oc OO PY tt 
tic 
= 1+ D M i». 


mel Có Ege on 
[Ed 


Jhon 的 系数 就 是 pio, HEAL (8.3.9). 


(8.3.10) IEH 53 (8.3.9) WERA AES UL, MEA. 


(8.3.3) 
(8.3.4) 
(8.3,5) 
(8.3.6) 
(8.3.7) 
(8.3.8) 


(8.3.9) 
(8.3.10) 


AER. 


= 273 


RL 


对 正 整 数 #， 各 分 部 量 为 青 数 的 分 折 数 与 各 分 部 量 相 


异 的 分 拆 数 相等 : 


证 明 . 


RA 


p) = 


po = py, 
FA (8.3.90 有 
POPU): = Cl A 20 
—-(1—2X1—2X1—f5)0»-, 


1 
一 p^). 


HERL TEE. 
例如 ,各 分 部 量 相 蜡 , 数 5 的 分 折 共 有 


5, 41, 32 


等 三 个 ,各 分 部 量 为 奇数 , 数 5 的 分 拆 共 有 


等 三 个 ， 
* 2. 


PVC) = 


证 明 . 


$5, 3i, P 


ke TNA ph) 0, 则 有 
it 
(1 A k= 
AA 
2) am PERCY — pO), p 222 


i, (8.3.11) 


1 
(1—:X1-—2)-- — 24) 
_ 1 
(a — 0 — 2) (101—217) 
z^ 


^ a—-20ü-8»--ü—H8) 


因而 (8.3.11) 25 Z2 ERAT. 至 于 《一 上 的 结果 是 直接 的 :证 毕 . 


% 


对 正 整 数 2, 分 部 量 丰 超过 有 的 分 拆 数 等 于 ,对 正 整数 


RUN wu wq EI 


二 * 


po? = pO. (8.3.12) 


TERA. 由 (8.3.11) 可 得 
pr) = np P), 
由 此 比较 两 节 中 mtt 的 系数 便 得 (8.3.12), 
于 面 介绍 一 个 更 为 直观 的 证 明 ， 易 知 , 以 下 两 个 分 拆 
gon don cdd muda QR (I SIS), (8.3.13) 
abekmea tates: bo ga, mia = k, max (m) =k 


(8.3.14) 
之 间 可 建立 一 个 (1 一 1) 对 应 , 故 两 种 分 拆 数 相同 ， 分 拆 (8.3.13) 
的 各 分 部 量 不 超过 大; OH (3.3.14). 的 最 大 分 部 量 为 万 , 因而 系 3 
pear. WEEE. . 
A, n 一 6,4 — 28, 分 部 量 不 超过 2, 数 6 的 分 拆 共 四 
^: 
2, 20, 215, 15 (8.3.15) 
最 天 分 部 量 为 2, 数 6 十 2 一 8 的 分 拆 也 是 站 个 : 

DH Lg qp a, 2 = 2211, 29815 215, (8.3.16) 
(8.3.16) 表明 ， 它 的 每 一 个 分 拆 是 由 (9.3.15) 的 分 拆 增加 一 个 2- 
分 部 得 来 ， 或 者 反 过 来 说，(8.,3.15) 的 每 一 个 分 拆 是 由 (8.3.16) 
的 分 拆 删 去 一 个 2- 分 部 得 来 . 


4. 
np. 2i iPas 
ikan 
证 明 . FB (8.3.3), 有 
d 
di ga) Bi 


"ONCE EE -+r)y 


iai 


因而 
ur. 4 
> AD al à pio 


nal 
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= p(s) > ik 


Il 
kg 
— (1 3 put) e. 
| i>i tei 


koi 


比较 两 节 中 的 系数 , 便 得 系 4， 证 毕 ， 

由 定理 8.3.2 和 定理 8.3.3 立 得 

定理 8.3.4. bh By] (parle) reas (PAPC Do, Cori. 
(Gu Du. CRSP Dao ESCO Jano Gh CD) aes 
GAS!) iow HOE SE BR ERE 


1 


pts u) = Ci = unl — aD — a) (8.3.17) 
pry a) = XT water! 一 (8.3.13) 
paw) = (1 ~ wr)(l = OT — up qam 
po) a —E CO —-—— (83.20) 
praua) = TESTES IRE (PTS (83.21) 
pO, ti 一 一 i. ll (8.3.22) 


CL — aX 1— ur: — ur) 
pO. 8) = C + at] + mE + sues, (8.3.23) 
poser, ug) m (A H til b ur sb d uh), (8.3.24) 


这 里 约定 ,对 上 述 诸 式 所 对 应 的 分 部 量 限制 条 件 B EU 
pU) 一 1, 
5. i i=l BYE Pua 77 D0, pitj 
pa m /A — 00 — 0 (1— 89), (9.325) 
证 明 ， 由 (8.3.17), 有 
(1 — me)plr, u) = plr, ru)y 


Bl 
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C1 — ut) > polie = > pora, 
ipo ET) 


比较 两 节 x 的 系数 ,得 
pot) 一 | pas). 


如 此 继续 挝 代 了 次 ,得 


f i i t 
pat?) PI EP 0—5 pms) 


r4 


"0-20 — Fy. —2)’ 
此 即 (8.3.25), TEBE. 
比较 (8.3.11), (8.3.12) 431 (8.3.25), 3718 
* 2 


p") pn) = tp) 
或 者 换 为 分 拆 数 的 语言 ,就 是 ， 对 正 整数 5, 最 大 分 部 量 为 记 的 分 
枚 数 , 等 于 分 部 数 为 & 的 分 部 数 , 也 等 于 对 正 整 数 > — &, BE 
不 超过 看 的 分 拆 数 . 

系 2 的 前 一 等 式 也 可 由 分 拆 与 其 共 示 分 拆 之 间 有 (1 一 1). 
HARAK. RADHA & AREER Eo BRM 
RAD TR. . 

通过 Ferrers 图 ,可 以 直观 地 把 上 述 对 应 表示 出 来 

Piw H n = 6, k = 3 if, A FER: 

BRADBEA AAA — 3n 321 3 
LFA Ferrers E MERE 


Euge 3 

Fe Ba 41! 321 2 

对 65 一 3 一 3, 各 分 部 点 不 起 3 " " 
过 3 的 分 拆 


邻 对 表 中 最 后 一 列 解释 如 下 : REBAR EJ RANA 
中 ,把 每 个 分 部 量 减 少 !, 则 得 分 部 最 不 超过 外 的 , 正 整 数 ”一 大 的 
一 个 分 拆 ， 让 这 样 移 两 个 分 拆 相 对 应 , 易 知 , 这 样 建立 的 对 应 是 
CI 一 D 的 ,因而 二 者 的 个 数 相等 ， 这 就 是 系 2 的 后 一 等 式 的 直观 
证 明 . 

*X 3. is = | HAE pu = 0, D 

(ip) . a) (8 3 26) 
Pun Ci) = ü— 2 3:5: «1-5 a. 

a WEEK s. 分 部 量 不 超过 奈 的 分 
拆 数 ,等 于 对 正 整 数 n + ( i 4 BEES k ASA 
的 分 拆 数 ;对 正 整 数 »， FEKI & 的 分 拆 数 ， 等 于 对 正 整 数 = + 
(T 分 部 数 为 & 且 各 分 部 两 两 相 漠 的 分 拆 数 . 

EW. 由 (8.3.23), 有 

PCr, m (OO + apr, ur), 
此 即 
D PPG) = (1 + u) »» py Cue), 


P0 


比较 两 节 中 ah AS 
PEG)-—-.—— y FED. 
PECL FZ A 


foe 
PRG) = 一 一 . 


由 于 pC) = 1, RA (83.20). 
由 (8.3.26) 和 (8.3.4), 有 
dd (^i!) (x 
PER = 4 pea), 
比较 两 节 中 ee C O 的 系数 便 得 系 中 关于 分 拆 数 的 第 一 个 论断 . 
由 (8.3.26) 和 (C8.3.11), 有 
pa) == ae 2) (4), 


ri 一 1 


1-—;7" 1 


piv). 
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HEBR rp n O 的 系数 便 得 系 中 关于 分 拆 数 的 第 二 个 论断 ， 
EH, 
自然 ,关于 分 拆 数 的 上 上述 两 个 论断 ,因而 公式 (8.3.26) 也 可 由 
间接 法 得 出 ， 今 简 述 如 下 . 
分 部 量 不 超过 k, 数 = 的 任 一 分 拆 
m5Ódd-c ta, len Sk Cie el) 
I3 DHE ,就 是 分 部 数 不 超过 8 的 一 个 分 拆 : 


meson ob e P a, ny > ar I nys 
xx Hi PU ER 11.4) PAR- Re, eH PE] X 
tb 
04) 
的 下 列 分 拆 


nt (OO HG tpt Git ü- T tee 
cTnedcTG—UTI»DcTGOG-I) 
+++ +241 
mini tay t+: +a mp > fy > ++ >a," zl 
相对 应 、 易 知 上 上述 对 应 是 (1 一 1) 的 ,所 以 ,关于 分 拆 数 的 第 一 个 论 
断 成 立 . 
BMRA &, din HE HRS 
Süd ooo tnp Bony a el, 


可 与 数 + (5) 的 下 列 分 拆 


(oe rai» Go ames 
Tono d d) *on, 
= oig dnd cda. mTamLme mm] 
相对 应 BALERS CL— 1) R9, Bru, 关于 分 拆 数 的 第 二 个 
ier RAZ. 
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YM the] A Feres 图 直观 地 表示 出 来 . 例如 ， 当 
nn 一 6, 一 2 时 ,相应 于 第 一 个 推理 ,有 以 下 的 演化 表 : 


SME a2, Ho 
PsrHERN Ferrers 
图 


ERB Ferrers 图 |] 000 ft 
ESBS) . 


ersan‘ 


CHR 


的 相应 分 拆 的 Fe 
rers 图 


相应 于 第 二 个 推 至 ,有 以 下 广 化 瑟 : 


分 部 数 为 2， 煞 6 的 分 
FJ Ferrers 图 


E" 6 +()= 7 的 相应 
Arha Ferrers 图 


LAS hay) BS "Seah UT RRO LAA. 
X4 iS 1 Hee pit, =o, Wi 


"n 


或 者 换 为 分 拆 数 的 语言 , 就 是 : 对 正 整数 =, AA MNMBECOSEK.H 
分 部 数 为 于 的 分 拆 数 ,等 于 对 正 整 数 ” 一 上 各 分 部 量 为 不 超过 2) 
的 、 双 分 部 为 偶数 的 分 拆 数 ， 

WEBR. 由 (8.3.19), 


POU, u) = _* p, ui), 
— ul 


FRC) = (8.3.27) 


此 即 
C1 — e) >) p (Ow = S, ihe, 
Imü He 
比较 两 节 中 e 的 系数 ,得 
+ 282+ 


pits) m I piso, 
ARESKI FI RIETS 


ia. £ [4 
n 1 一 i (oy 
pay | B ap [一 Ta pints). 


HAT eins) = 1, 4 (8.3.27), 
由 (3.3.27) $1 (3.3.8), 得 
p) m Fp), 
MRT DIETER. EEE. 
关于 分 拆 数 的 论断 也 可 直接 得 出 ， 今 在 以 下 三 种 分 拆 之 间 建 
立 对 应 : 
msn tices bom, my ee n R l, Ha (1 Si ml) 


n— l= {n= D bob (n — 1) 


n,—1 


oe Mol 二 5 一 上 十 于 一 工 
2 


moli p... eZl gy 
2 ' 2 2 


Pm ming (kh. 


golem bs tm 2S EXSA PERS HUS RA 
21m, Bom, x 2E (lies, 

易 知 上 上 述 对 应 是 (1 一 1 BLA 4. 

例如 , 当 212—113 , LIRR YE, Bm 3,1 一 2 
it, 对 焉 整数 8， 各 分 部 量 为 奇数 且 分 部 数 为 2 的 分 拆 共 有 两 个 : 
71 和 53: Fk ERM TEA WERK 8 一 2 一 6, 各 分 部 为 不 超 
过 4 的 偶数 的 分 拆 分 别 是 兰 和 42， 

BS. ikl et Heo pit, = 0, W 

E a 
PR) = ATV A 

或 者 , 换 为 分 拆 数 的 语言 就 是 ， 对 正 整 数 s, 各 分 部 量 为 偶数 且 分 
部 数 为 工 的 分 折 数 ,等 于 对 正 整数 = 一 24 各 分 部 县 为 崩 数 且 分 部 
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(8.3.28) 


数 所 /的 分 拆 数 . 
证 明 .。 (8.3.20), 有 


pU u) 一 1 p?G, ar), 
| 一 uj) 


此 即 
(1— uP) $5, pGOw = DS) pu, 
ET. E 
比较 上 趟 两 节 中 e! 的 系数 ,得 
PRG) 一 | HS oO. 
BGAN P XB d 
PAG = m . cT m t Sor poc 
WAT (8.3.28), 
EH (8.3.28) Ai (8.3.8), 
BO) = rpm), 
LE Bi s en" BOR BES RT RRA. VERE. 
A5 aiei Amie. 也 可 用 直接 法 得 出 , RR 
建立 以 下 对 应 即 可 : 
moe m + -o + On, een — 21 = 2m, — 1) +--+ 
Toa — 1}, 9, Slee ea, Sl, l= min, d a}. 
例如 ， 当 = 为 奇数 时 ， 上 述 两 种 分 拆 数 都 为 零 . 当 ” 一 10， 
7 一 3 时 ,对 正 整 数 10, 各 分 部 旦 为 偶数 是 分 部 数 为 3 的 分 拆 共 有 
TL 62542: SHER Me — 22 = 4, 各 分 部 量 为 偶数 ， 与 上 述 
分 拆 相 对 应 的 分 拆 分 别 是 4 ,22. 
5&6. 和 递归 关系 式 


PRG) = PASO) + ERGO, (8.3.29) 
PSE — PSIG + oo (8.3.30) 
TERR. 由 (8.3.18), 得 
p aya) 一 2. pts, ut), 
1 一 u? 
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KG BD 
C1 一 az) Def SOC pju? = M fig Cat ¥ 


Im0 io 
比较 二 的 系数 便 得 (8.3.29)、(8.3.30) 是 (8.3.29) 的 直接 推论 .证 
E, 
系 7 有 递归 关系 式 . 
pA) epee a, (8.3.31) 
i H pants. (8.3.32) 
TERA, H (8.3.2004 


p^, yy 一 d. prm ET pa gn, 
— ut 
由 此 ,与 系 6 相 类 似 地 得 到 (8.3.31) 781 (8.3.32). ERE. 
3&8. 有 递归 关系 
PEPE) = PPB) + Pepys, 
PE? 一 PERE + PED. 

WAR. 由 (8.3.22), 出 发 ,与 系 6 的 证 明 类 似 . 证 毕 . 
RS 疹 递 妇 关 系 

guy? (0) = PRATO) + pope OG), 

pos sk) — D mE -i p PUR R, 


TESA. h (9.3.24) HR, SA 6 AUE. WER. 


$8.4 分 拆 的 Ferrers 图 


TES 8.1 中 已 经 介绍 了 分 拆 的 Ferrers 图 及 其 共 斩 的 概念 ， 
$ 8.3 Hire aK ZAI. 本 节 专 门 讨 论 分 
拆 的 Ferrers 图 ,并 导出 一 些 有 趣 的 结果 
WRES o AA BOCERRS 分 拆 
n=mt mt oen mm nh. (8.4.1) 
id 


m = marfi}, 
Apri 


WI (8.4.1) 的 Ferrers 图 的 左上 角 是 一 个 边 长 为 m 的 正方 形 ， 0 做 
这 个 分 拆 的 (或 这 个 分 拆 的 Ferrers FRAY) Durfee 方 ， 这 里 “ 边 长 ” 
指 边 上 的 点 数 ,把 此 Durfee 方 抹 去 后 剩 下 两 个 相似 的 “尾部 *, 每 
一 个 者 是 菜 个 数 的 某 一 分 拆 ;其 一 的 行 、 列 对 换 耐 保持 相对 学 置 不 
变 , 则 得 另 一 :每 一个 中 的 点 数 是 “二 椰 ， 且 其 分 部 数 不 超 过 


反 过 米 , 对 于 正 整 数 UT, 分 部 数 不 超 过 六 的 任 一 分 拆 ， 都 可 


在 其 Ferrers BAAR RIP Bo’? 个 点 的 正方 形 , 在 此 正方 形 
BS FHSS SUERTE SEE Ferrer 图 ,使 得 这 样 得 到 的 全 图 
是 一 个 分 拆 的 Ferrers BE, 亦 即 在 座 加 时 ,第 一 水 平 线 对 齐 ; 第 一 坚 
直线 也 对 齐 。 那么 , UNDE—^T ASAD Ferers 图 ,而 所 给 的 分 
Hame Ay Ferers 图 的 一 个 “尾部 ”， 因 此 , oon 合 于 
se 


Zle — m3 27 0, 
则 可 在 数 # — m A b 2r BE. Se 0 SE od ZA 
—7 ERRATA. DRA PR A 1-1) B9. 34 24m — mj 
时 ,上面 那 两 种 分 拆 者 不 存在 ,所 以 , 对 固定 的 正 整数 n2 om. ASR 
BE ^ E ORE 


1 
{1 C—O oR 


的 过 级 数 展 式 中 。x 人 的 系数 , 亦 即 
1 
《1 一 32(1— x") -- (1 —*") 
PA BS ete” 的 系数 , 亦 即 
x 
(4 — PI aS aum) 
HR RB a" 的 系数 。 P Km, m RAHE m mH Du- 
rfe Jj. He p AH SvcHN GER. MA, 由 上 面 的 结果 可 知 ， 
(8.4.2) 就 是 数列 Gm, ay) 后 普 母 函数 ， 这 里 约定 HO, O= 
l, Km, 05 bani lCm > 0). 因而 二 元 数列 Gim, PD 的 二 


« 16G» 


(8.4.2) 


3 SE GORE 
Ie x" 
Drga LA aL ey 
在 (8.4.3) 中 令 : l, ERAS ER UU: 


a 
Ty (844) 
A— A, 8E ASEH Perrers 图 , 如 果 其 Durfee FAY 
AR m. MALU +E AE, RAE Dote HHEH 
9 D, 二 条 喜 角 过分 别 是 水平 返 和 至 直 近 . BARBS A 
RRAKS MEH “HR”. 把 这 些 直角 形 从 左上 到 右 下 依次 用 
[1. mi 中 的 数 来 编号 , Hide i 个 直 骨 形 的 读数 为 ji。 TE, 当 
按 这 些 直 角形 读 出 时 ,就 得 到 ”的 一 个 分 拆 : 
mee dy bi, tose t ia dpe i, me ed el, 
(8.4.5) 
272] sm), 
Ao Plas: 由 Ferrers 图 


(8.4.3) 


BBM) E 
10 € 7+ 3, 
分 拆 (8.4.5) OBR m. AAN (8.4.5) PABA SE ERI 
数 是 
II Ge). (8.4.6) 


ivi 


比较 《8.4.3) 和 (8.4.6) 恒 得 
定理 8.4.4. 有 恒等式 
Tj (1 + r7!) 


E x" 
-2"ü—50-:54 iy 


rig 


(8.4.7) 
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TE (8.4.7) bs — 1, & 
系 。 有 恒等式 
I a + 97» 
- 20-20-40) 
利用 Ferrers 图 还 可 证 明 另 一 个 有 条 的 结果 ， 
定理 8.4.2. 有 恒等式 
EIS SU +h 


[a-si ZI 7 ) 


(8.4.8) 


= > (-0IMeseceo, (8.4.9) 
-ak en . 
证 明 ， 今 有 
]la--1-» MX o 


i>i CR ittia 
(Lk) 


21+ 5 — rue 
i+ >{ 3 1 S olje 
"rr ih igen 
ies SE) ig RU LSPS) 
tlk atk 


tl + > CPt — Pato) t" 
orl 


l 


一 d Sent. (8.4.10) 


"zl 

XX HL, pau RaW HARARE: 2.4 RoW, 
其 分 部 数 为 奇 首 . 

下 面 的 证 有 明令 赖 于 (8.4.10) 中 的 系数 e, 的 组 合 性 质 . RA 
分 拆 

1 

把 这 个 分 拆 的 Ferrers 图 中 最 的 的 一 条 水 平 线 如 册 做 该 图 的 基线 
b, WE Efün ACs! —-RRBA 1 是 通过 该 图 的 点 的 最 长 线段 ， 
WY BURRS HRs. A m 22 > 站 所 以 :的 右边 不 可 


» 2BB * 


有 该 图 中 的 点 . (BR, 0, 5 可 能 只 会 一 个 点 . ) 如 下 图 所 示 :; 


(8.4.11) 


ABB 


今 用 5 = 2, 一 3 RARER + LABIA, PRs BATTA. 
一 般 的 , BRAD}, * 分 别 表 示 基 线 志 和 圭 线 * 上 的 点 数 。 现在 来 讨 
论 Ferrers 图 上 的 两 种 移动 . 

Sma, 如 果 以 下 二 种 情况 之 一 发 生 : 

(i) bRis 没有 公共 点 , 且 2 <s 

(2) B Ris EZ, EL Ssl, 
WHE 2 BE) s ARIAS * 平行 ， 这样 所 得 的 图 仍然 对 应 于 一 个 
具有 两 两 互让 的 分 部 量 的 分 拆 、 这 时 就 说 可 旅行 移动 e. 例如 ， 
对 《8.4.11), 经 移动 s ABH 


MA 
V4 (8.4.12) 


BB. 如 果 以 下 两 种 情况 之 一 发 生 : 

(D 6 和， 没有 公共 点 , 且 P5 

(2) e s Z, Bb >s +2, 
则 把 s BA 的 下 面 作为 新 的 基 缓 这 样 所 得 的 图 仍然 对 应 于 -…- 

当 5 和 没有 公共 点 时 ,移动 BRo<s, 而 移动 要求 
bcm Yair 相交 时 ,移动 o 要 求 & 所 ;一 1 而 移动 8 SR 
6 3 十 2。 所 以 ， 对 任何 一 个 具有 两 两 互 异 的 分 部 量 的 Ferrers 
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图 ,只 有 以 下 几 种 可 能 : 

C1) 可 施行 ,不 可 施行 85 

(2) 可 施行 ,不 可 施行 o 

(D 喜人 不 可 施行 ee, 又 不 可 施行 B. 
FS. 如果 一 个 Ferrers AD 可 施行 x, 且 施 行 “ 后 得 出 图 D'. WU] 
对 图 D' 可 施行 8, 和 且 施 行 8 后 就 得 到 DD.。 同样 , 若 对 图 六 可 施行 
8. 且 施 行 8 后 得 出 图 D”、 则 对 图 D" STINET; o. Hifi a 
D. Br ,在 情形 (1) 和 (2) 时, 具 奇 分 部 数 的 分 拆 与 具 倘 分 部 数 
的 分 拆 之 间 能 建立 (1 一 二 对 应 其 系 , 故 二 者 的 数 且 相等 . 

情形 (3) WDM Fe BS Ee 


bls MAR bm sm ih (8.4.13) 
或 
b As 相交 旦 总 -一 1 一 一: (4.4.14) 
Xf (8.4.13), 有 
è 一 
n= kt (kt lt + Rm 1) Sy ? (8.4.15) 
X4 (8.4.14), 有 
3h? + 
a= (REID c E 2) Hse db p moo. (84.163 


所 以 , 当 = 不 是 形 如 (8.4.15) B (8.4.16) PR A 
Pede m Palos 
X s 是 形 如 (8.4.15) ARRAN, HGRA (8.4.13) 的 分 拆 只 有 
一 个 ,就 是 (8.4.15) 的 中 节 ; 当 w 是 形 如 (8.4.16) 石 节 的 数 时 , 适 
tt (8.4.14) 的 分 拆 也 只 有 一 个 ,就 是 (8.4.15) 的 中 节 。 XX 
BEAT FRAY St BBE PSE k. 
综 上 所 述 ,可 得 
_ Q— X ER 
En = Pate T Pato) = f D^ ži 2 d 
0, Hb. 
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FA (8.4.10) 可 知 上 式 与 48.4.9) 等 价 . VERF. 
应 用 定理 8.42 可 得 关于 p. 的 一 个 递归 关系 . 


X. 有 递归 :关系 
Bn = Poni E Pant Pans Pow Foo CADET arma 
+ (ip, aaa he 2, (8.4.17) 
1 


这 里 P-i = ofi > 0), 
TEAR. 下 定理 8.4.2, 43 
(1 *»c1XM Gu n p> pax” = d. (84.18) 


kewl "2-0 


(8.4.18) 左 节 中 an (o > 1) 的 系数 应 为 零 , 故 得 (8.4.17>。 证 毕 . 
可 用 (8.4.17) 来 逆 归 地 计算 p, WHA. 对 ”< 100, 有 下 面 的 


表 


28.4.1 P, PR 


n= £m 


4 


408796815796476) 56634173 
4697205[1800-327| 54112359 
53927 320506735] 72333807 
6185689/23338469| 82010177 
7089500/26543680| 92669720 
72012558 $8112264/30167357|104621419 
2323329 | 9289091|34262962 1 18114304 
2679689 1061986313888767 31133230930 
3087735 [12134164/44108109|1 50198136 
3554345 [13848650|49995925|160229875 


065467 
1121505 
1300136 
1593499 
1741630 


49) 627 37338204226 
56| 792| 6B42| 445831239943 
77/1000. 8349| 53174281589 


1 
z 
3 |raua2ss|t8i43| 63261132993; 
5 
7 
1 


5601 


135|L575|r2310| 75175386155 
17611958)1 4883] 89134451276 
231[2136|17977|1055358|526823 
15 97301021637 124754614154 
?2 |385|3718|?60:5|14727 37 15220 
30 |190j4565/31185]173525)831820) 


Wy Ub PoCM XA d 3 Mon c 


$85 完全 分 拆 


定义 8.5.1. fn'RiESERE 的 一 个 分 拆 
fi = kit + fon + “ee + ketes )práoXe d, 
kl, ok 2l (8.5.1) 
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REE: HE- ERER man, BRERA Pe 
Ri 
Åna = la æl, rakie > ip l (8.5.2) 
102 SAR (8.5.3) 是 一 个 完全 分 拆 . 
例如 ,# 的 分 折 ir, RU 


就 是 一 个 完全 分 拆 , 了 如, 当 # 一 ?7 时 ,分 拆 41;, 421, 21 B 
是 完全 分 拆 .， DÀ 41? SALA 
7—3-1-1:4, 4—1, 5-4, 3, hl, 
6—2-14-1-4, 4—2, h— 1d, l 
5=1l-i+l-4, hsl, h—1, 


4=1:4, L= 1, 
3—3.1, 4-3, 
222.1, h-—2, 
11-4, hà, 


而 且 形 如 (8.5.2) 的 上 述 表 法 都 是 唯一 的 . 

要 想 分 拆 (8.5.1) 是 一 个 完全 分 拆 , 必须 至 少 有 一 个 1 分 部 ， 
否则 i 就 不 能 表 成 (8.5.2)。 RA 4-1. 如果 有 9 和 一 1 个 1- 
分 部 , 那么 , 无 小 于 n SE 1 分 部 存在 是 小 于 gm ERR 
(8.5.2) 的 表 法 唯一 的 充 变 条 件 。 如果 这 一 条 件 满 是 , 则 分 拆 必 须 
至 少 有 一 个 ge, BM a 就 不 能 表 成 (3.520. MA ke a 
如 果 有 到 一 工 个 和 -分 部 ,， 那么， 无 小 于 ae 的 非 1 ASE q 的 分 
部 存在 是 小 于 eus 的 正 整 数 的 形 如 (8.5.2) KOR Het HOTS E A 
件 ， 但 是 nee 不 能 经 前 面 的 分 部 表 出 , 因为 前 面 的 分 部 量 的 总 和 
是 

plg: 一 17 十 (an 一 1) 一 qup 7 1. 
BEDA h = 4x. WARLA, AS = 的 分 拆 是 
Lat, gg, yn. ` {ggr . ZIP XM qiie, gs = 2, 
(8.5.3) 
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因而 


有 一 上 二 qn 一 1) 十 gs 一 lL) + sss 
+ (qr Gr qa 1) 
2 (8.5.4) 


Bo, WR s 是 形 如 458.5.4) 的 数 , 则 分 拆 (8.5.3) 是 一 个 完全 
arty. 这 就 证 明了 
定理 85.1. 下 整数 ”二 上 的 有 序 因子 分 解 
n + l = aye gs Gy ee 2, gy 2 
SR a 的 完全 分 拆 
le gq gg ga siqua Y 
ZIAD AT ae (1 一 1) 的 ,因而 二 者 的 个 数 相同 . 
例如 ,本 节 之 首 的 例 中 有 = 一 7; 而 #* 十 1 一 8 的 全 部 有 序 因 
于 分 解 共 有 以 下 四 种 : 
B84.2—2.4 


=2-2-2, 
与 这 些 分 解 相 对 应 的 , 7 的 完全 分 拆 是 
1*7! 一 i 14 一 !42 一 ! = 4, 


por se 127, 12122102 2) = 124, 
WH o SEA (8.5.3), 94 m «n dp m BE 8.5.2) 的 
表达 式 是 不 玲 求 得 的 .的 为 
lg 十 1， 


BALE 
Neg Sma gia, 122 0, 

四 所 有 A 

m = Cayo cg ey + ns Os mi quoq. 
如 果 m = 0, Mm AF a 3.5.22 GA PRES (2^. in& 
m > 0, HAAG 

Qn SM qutt qugiuens OSA 
因而 有 2: € 

my = CE tm OR 
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如 果 m = 0, lm Aye an (8.5.2) 的 分 拆 就 是 《6 ， 
q1,)^. AR m; D, 则 有 h 合 


gorg, sm qvotqudues OSH, 
BE. AOL m hom IL. KBAR. Be 


ma = (g bas 
ita m 83 1n (8.5.2) 的 分 拆 是 
Cn: 40" Qn 7*0 Cant gig) Fe 


$ 8.6 集 Beim, 的 情形 


ABT, E DRE 
Be {as nca) Laces Say 
的 情形 . 
此 时 , pS 就 是 方程 
aux, dr aux bits + aye, mn 
的 匹 序 整 解 的 个 数 . 
由 定理 8.3.1 ,数列 (ze 的 普 母 函数 是 
pP Goma. E Cau 
ESI, 4 


B= (1,2,-++,&} 
时 , (8.6.2) 化 为 


Mb LL 1 
OO GNF 
由 此 可 得 


《1 一 rp SO) 一 pG), 
HCA EVAR A 


iS (ah) cs -0 


egga: + 


(8.6.1) 


(8.6.2) 


(8.6.3) 


(8.6.4) 


Hi RAE RANA pO? 一 1(n > 1)， 就 可 逐个 地 求 出 任意 的 


pS) 的 值 ， 这 是 Euler 的 方法 ， 
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对 任意 固定 的 n, E> a, Ml 
py = Pas 车 & Tn. 
因而 , 对 分 部 量 无 限制 的 分 拆 , 仍 可 使 用 Euler 的 方法 来 求 p, 的 
fü. 


应 用 递归 关系 (8.6.4) 很 麻烦 ，Cayiay 改 用 部 分 分 式 的 方法 ， 


例如 ,由 部 分 分 式 
1 1 1 t 
G-50 -A a DT 
i = 1 «oL 
《1 — 2(1— 240 — 28) 6(1—£0?.— &«(1— y 
17 1 
+ 72(1—:) 8d +48) 
2+7 
+ METET 
就 可 得 出 了 
4 p82) — 25 + 3 + (1, — 19per2,, (8.6.5) 
72pi» = 65! + 365 + 47 + 9(1, — 1oper2, + 8(2,—1, 
| 一 1 pcr3。 (8.6.6) 


BNWT BML: 
CLs 若 2 I", 
£25 Ei 24n, 
fis Gu = 0 (mod3), 
(c, £25 c3) pcr, = Ors 若 n = i (mod3)5, 
€i, 4 n = 2(mod3). 
MacMahon MAJA EAG REFR. smst 
EE, A, 是 它们 的 齐 次 对 称 函 数 , i; EG i URSA, 那 
4 TURA o, — GE BS 1), 则 由 $2.6 的 结果 可 得 


] 十 ha + Air? +e ee 


KA 


(eu deere { 


i 
(— rx) ~ Cl = 8). * 
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ea 1 , . (867 
no PSO DR C52) 


此 时 还 有 
soe leet et 4 


一 OE (8.6.8) 


I=? 
故 由 (2.6.23), 18. 
Athy 了 

= C a, 5t). (8.6.9) 

这 里 Y, 为 Bell 多 项 式 , C, 是 对 称 群 S. 的 轮换 示 式 - 
je (8.6.8) 代入 《8.6.9) 便 得 到 (8.6.7) 的 展开 式 ， 例 如 ,由 
2À,— si to, 
6h, = sib 3545, 25, 


可 得 
2 - ll I 
ON Oy 1-7” 
1 aL p 3 S 
(1— 01 — 27X1— 7) a=% u-—xX1—7) 
2 - 
1— f£ 
2l. 3 ONN 
Q-—:0 ^ 20 —7Yy 
3 2 
A 1 
由 此 得 出 
2S? = n+ 1+ (1,0)per2,, (8.6.10) 


125559 — (n + 1)(n +3) + 301,0) pcr2, + 4(1,0,0)per3,, 
这 比 (8.6.5) Al (8.6.6) SE ij ER — e, 

部 果 和 注意 到 (mod ln + Speen’ + on 十 5 和 上 面 最 后 一 
式 的 循环 式 给 出 , 0, 3, 4, 7 四 个 值 之 一 ， 则 得 De. Morgen 的 结 


HR. p<? 是 离 cru 最 近 的 整数 . 
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由 定理 8.3.4 的 系 2, 有 
PD = Pads Pa? 7 fg 

因而 讨论 Poa A Poovey 对 了 和 解 pS? 和 pS? 是 直接 有 益 的 . 

对 固定 的 &。 方程 

n — aud ay oo ey, aq ey es ey ST (8.611) 
与 方程 

n— k= yb yt ct E y Pr et = Vp 2.0 (8.5.12) 
是 等 价 的 。 方程 48.6.122 可 以 分 解 成 以 下 外 个 方程 

n= kayt e tyo ntt aynl, 
(kes 21). (8.6.13) 

XP— MEER s. (8.6.13) 的 解数 是 pios. 所 以 方程 8.6.11) 的 
解数 Paty 为 


Ps. Gi t >) Pa-k, (she (8.6.14) 
J&r«k 
初始 值 是 容易 确定 的 : 
0, #lSn<k, 8.6.15 
Ps) ls TEFEN ( ) 


d (8.6.14) 和 (8.6.15)， 可 以 逐个 地 得 出 任意 的 cb， 其 前 几 个 
Hä 


#8.6.1 Poa. AR 


Apatta. 
wre) k, 还 可 用 (8.6.14) 各 (8. 6.15) RH pua; 的 直接 计算 
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a 


Ew 


E 


Pen = 1, F nel 
AEH (8.6.14), M os — 2A 
Pa 一 Pazin 十 Pau 


(8.6.16) 
= Paii 十 1. 
Bn> +t, RAH (8.6.14), 可 得 


Paty = Panay T 1 = Peay 十 Poe T1 
一 Pao. 
如 此 继续 下 去 ,用 数学 归纳 法 可 得 


n 
Pr Qr Pad #02) + i2] 


BAN Lemos 所 2 MLE, RAY BRIE 


(8.6.17) 
M k-3k un n > 3, H (8.6.14) R (8.6.17) y 
Pasta) 7 Pacis 十 Passat 十 Peace 
= 2,-3.3) 十 [==] + 1. 
2 
Tus 6, 再 用 (8.6.14) 7 (8.6.17), 则 得 
n— 3 
Pu = Peu. [E 2 ?| + [p | +2. 
如 此 继续 下 去 | 
Pay = 


»—s| 


SE "=(= 
Pagg par F , 

+H eL. |z] l 
7 2 |z] 
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= > (rz + 1). 


ies] 
出 于 
»3 CE = — 3m — Im, 
decim 
KA 
Ponp = » (ee + 1) 
Tegra 2 
- X Gatot $[-2] 
ein, - eimt 2 
= 3ni, (8.6.18) 
XAF 
léym 2 
RA 
pana D [A] + 1} 
Seeley 2 
= 3al +m, (8.619) 
同 理 ,有 
Pein D) (| | + 1) 
| leas 2 
= 3 +2 m’ : (8.6.20) 
pain 5 (| 富士: 一 于 | 1) 
iE Ht z 
= 3m t 3m t ly s. 0 (8.6.21) 
Peaun SS a +1) 
Ieiet 2 
= 3n + 4m + l, (8.6.22) 
Pass D [out 3 — 3 + 1) 
laiga | 2 : : 
es 3gi-b 5n, 2, (8.6.23) 
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{E (8.6.18)—(8.6.23) WAAS A 


n 
17 E 0 (mod 6), 
sol x. 
D TE E 1 (mod 65, 
moll Zia 2 (mod 6) 
12 3? 7 ? 
Pain = tp Loa 
mo 1 = 
m " Zia — 5 (mod 6) 
12 12° 
(INC 
-= (5 
这 里 D 表 离 中 最 近 的 整数 


由 (8.6.16) 381 (8.6.17) —(8.6.23), n] 48. 


Pon, x) 77. Ponto) + Pen, 2 T Poa (1) 
= 3si-F 3n, d- 1, 
Pese» = 3n d 4m + 1, 
Penn 一 3 ai + mdi, 
Pon 43000) = 35j-F ónt 3, 
Poo titer = 3a Fat 4, 
Pasien = 3+ Bn de 5. 


H (8.6.26) 可 得 下 而 的 


定理 8.6.1. 


其 中 TE co 5 


ARR, 
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pL = Patan 是 7# 的 二 次 三 项 式 : 


pe» = con? + cw + eg, 


(8.6.24) 


(8.6.25) 


(8.6.26) 


(8.6.27) 


只 与 n( mod 6) f] js 3E RAK, Es n BS 
系数 ci cix 9) 2 都 分 别 是 1712 $01/2. RUE 
AZ., co 的 值 表 为 


其 中 i 为 sn (mod 6) MSE MRR. 
证 明 . 由 (83.6.26), 注意 # 与 m1 的 关系 见得， 自然 ， 也 可 由 
(8.6.16), (8.6.17) # (8.6.24) H. EHE. 
PERS TRE 0S 的 完全 而 彻底 的 解答 ， 
对 于 一 般 的 Pao 一 PS, A PI 
EA8622 RPM E n 0 k — 1 次 多 项 式 , 其 首 项 系数 是 


1 . 
(k Dk 
nt! a 
qug teet (8629) 


其 他 诸 系数 与 (mod AD MBSA RAK, Se 的 具体 数值 
无 关 . 

证 明 。 今 对 大 用 数学 归纳 法 , 《一 1 2 3 时， 由 《8.6-16)， 
(8.6.17) &1 (8.6.24) 知 定理 为 真 ， 设 定理 对 不 超过 一 1 的 值 为 
真 , 往 证 对 和 也 真 ， 

im (mod kL) RANTES RAS 20 no 0 《mod 不 一 1) 的 最 
小 非 贷 剩余 为 #201 Sisk 1), Wik BER 和 而 定 。 由 归 
纳 法 根 设 , pO. JE (n — OM 1-1 REA ERU E: 0 B 1 — 
1 次 多 项 式 . Hipp (8.6.14). 5j 

Pado 一 Panbo 7 p Poo 

; n 
(OG —2164— DI 


其 中 Ras) 是 一 个 次 数 不 超 过 不 一 3 的 ， 变 元 = 的 多 项 式 ， 且 
Ryan) 的 诸 系数 只 依赖 于 mi T 1), RRAR RET 


fig, 


+ Ryan). (8.6.30) 
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BAL S MA 
nk 

( — Dt 
是 差分 方程 (8.6.30) 的 一 个 解 , 这 里 Ru (D 是 次 数 不 超 过 4 一 
2 的 , 以 为 变 元 的 多 项 式 , 其 系数 只 依赖 于 Rua) HRM, A 
而 最 终 只 依赖 于 四。 如 果 hO 和 hOD Abk 3E 23 28 (8.6.30) 
RF WET RSP RR. Ai, 

koh 

GDR + Ryle) +e : (8.6.31) 
Æ (8.6.30) 的 通 解 , 这 里 “为 任意 常数 ， E (8.6.31) PLA 2 = 
figs 8 


TOR, n) 


E = Dastk) 77 TESTI 一 Rm), 

AX c IA RR m. Big eI 48 e REJ R,-(2) HERR 
Re- ) 的 系数 只 与 mm 有 关 这 一 性 质 ， 证 毕 . 

由 此 定理 便 可 得 出 关于 pS 的 类 位 性 质 ， 

E pS 是 * 的 太一 1 次 多 项 式 , 首 项 系数 是 

l 
QADR 

其 他 渚 系数 只 与 # (mod k) ADEA RR AK, 53 9 的 具体 数 
(EX. 

证 明 . 由 《8.6.29), 有 


Ek) LL 
pce Padan = Pau 二 » , Pau 
TEA- 


L 


nk! 
RADR 
这 里 pyle) ERARE & — 2 的 ,以 为 变 元 的 多 项 式 , 其 系 
数 只 依赖 于 形 如 (8.6.29) 的 多 项 式 , 因 而 只 依赖 于 = 《mod £12 的 
最 小 非 负 剩余 ,而 不 依赖 于 = 的 具体 数值 ， 证 毕 . 
这 里 自然 会 提出 一 个 癌 题 : 对 一 般 的 集 各 ， 有 无 类 局 的 结果 
Who 答案 是 肯定 的 ,只 大 结果 较 弱 ， 
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+ Ppa). 


定理 8.6.3. 若是 ma :ak 为 最 小 公 倍 数 : 则 
pË = egan be d 0 ORS Rat, 
(8.6.32) 

其 中 诸 系 数 c 只 依赖 于 5 而 不 依赖 于 n. 

TEAR. 设 = 是 一 个 本 原 的 a 次 单位 根 。 IBA. AUR a; > 1. D] 
存在 最 小 正 整 数 * Hot 是 一 个 本 原 的 9 次 单位 根 。 把 

fem < a 1 A 

中 不 同 的 数 记 为 Bi. 所 ,Bs， 在 其 中 出 现 的 次 数 分 别 为 1， 
fast tote. FH (8.6.2), B 


> ePe = [[a-207 


nat Djak 
= (1— OR — Boe — Bo + G — Be, 
(8.6.33) 
因为 1 一 Pi 没有 重 根 ,而 (8.6.33) 的 中 节 正 好 有 & AAT, AE 
rox (leise. (8.6.34) 


{E (8.6.33) 的 右 节 展 成 郊 分 分 式 , 由 于 (8.6.34) ,可 得 
nia) 十 2 一 及 十 二 (一 站 
— hl~ ge + dole — P+ +(—1)4 Ct 一 B0 
— in(t — &)7 t ine — A) bb COGO fh * 
— Ile 8,7 Lar Ba) th Dal — B.) 5, 
(8.6.35) 
RH), 4 MERR. NA 


amore Te ECE 
(8.6.36) 
(IFG — PA 
一 ( uid BLA (8.6.37) 


aya zf 一 1 


HERA (8.6.35) 使 得 的 系数 为 


* 303+ 


pP 5 f + n 7 Ya + y» lur). 


larak pm Iiag 
因而 有 
:十 a 十 上 pp 一 1 
sm CO ) (8.6.38) 
Ti pel 
这 里 
fami » L8; 7t 
ime 
—Hh 5, 
ijang 


ROT 2. MRA n 的 数值 ，(8.6.38) MERR. iE. 

HF (8.6.32) PPE ARO E k—1, BORE AUER A 
个 pA, BHE eine 4 1 p, p» +>" ,p44s 便 可 用 Lagranpe 
内 播 公式 求 得 


05] NN Fin) un 8.6.39 
Panti PN F Cn, ) Pos ( M y 


这 里 
F(x) = (2 omar — onela — mm) 


F(x) = "e. (0 « j« n). 


t— 


BERE AN ny — P C1 jk), (8.6.39) 可 取 比 较 简单 的 形式 ; 
Pate =") " ys (—1)t7 $ Nets pl, (8.6.40) 


lajak 


若 要 对 一 切 5 求 出 全 部 多 项 式 s. 只 要 知道 d ec i pin 的 值 
就 行 了 , 其 中 不 个 pP OE, RAS pL AS. RD PPL 
iü. 
HERI B = (ay, ma} 时 ,C8.6.40) 化 为 
2 p, — (n — 2)(n — Bp — 2Cn — 1) — 3) 
x pts (s — 102 2), 
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$87 加 的 估 值 


由 前 几 节 的 内 容 已 知 ， 对 大 数 n, R p, 的 值 是 件 很 麻烦 的 工 
fF. 好 在 有 些 问题 并 不 需要 p. UAE. RT Pp. 的 范围 或 近 
气 值 就 馆 了 ,本 节 先 证 明 一 个 粗略 的 估计 ,然后 证 明 一 个 较 精 细 的 
WER. 

EH NAME LESE NE 


vel tp, << ona, (8.7.1) 
证 明 . 在 
2, M n] 
HÆR r 个 数 disda" "adya bi] 
n= add ad(n—a-a—:-—a.) (823) 


是 # 的 一 个 分 拆 ， 这 是 因为 当 # > 2 时 ,有 
1 十 2 二 十 IVs] 


«p » Pn. 


Pn tn adios 
Av a) Lf a] 
ie (In e haan )+ 
== 2542 


由 此 立 得 58.7.1) AA. 
今 讨 论 5 的 分 白 的 Ferrers El. 例如 ， 分 拆 16 呈 6 十 5 十 
3 十 1 十 1 的 图 : 


"oa aia b a 


©,» s| t œ 


设 图 中 左上 角 最 大 正方 形 的 边 长 为 >〔 例 中 * — 3)， 则 图 中 右上 
PRM TRAE ， 一 r 的 整数 的 分 拆 ， 左 下 角 亦 然 . 
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对 固定 的 数 *。 SLAVE CRA et T AP 
R Arsiv n d AU 


Pe D) gx a atm en aim, 
areia] 


Am (8.7.1) RATEM. ERE. 
可 以 证 明 p, 的 一 个 较 精 经 的 渐 近 式 : 


定理 8.7.2, 
log Po, fA. 
Hira Jn AES 
Set th me BRAY UEDA CBE] RS. TAL ZS 78 7E e111. 


$8.8 p. 的 数论 性 质 


首先 建立 一 个 很 有 有 肯 的 恒等式 . 
EJE 8.8.1. # |z] <1.s 0, H 


II[a — 2a + prt + ga] 


PES 
= | + » q^ (a" + x77) 

i 
= g^ a^. (8.8.1) 

wee 

AR. id 
Pali = [[ [+ 050 + à | 
[LE Ind 
= Ng + Xil + 271) t Xda dba dee 

+ Xaa” dam), (8.8.2) 


BAX; 与 > 无 关 。 RAE (8.8.2) 的 中 节 中 ，* 和 eo! 的 地 位 
完全 平等 , 故 右 节 中 at AU RR, A RAK XL, 是 
X, = gotten = q” 。 (8.8.3) 


Pal gr) — Il [Oo qs 1 + gast] 


[er nd 
u 1 + qa . 1 十 imd. 
t+ 14 om = Putz) 
q5 g z 
1 2m+l 
= Ltg Pmi) 7 
qa T q 


亦 即 
(az + g™)p, ga) = (1 + gru pu (2), 【8.8.4) 
(8.8.2) RA (6.8.49, HERBS 和 ”的 系数 ,有 


in—ir |] — amti 
X,< D mo X. 5mm. (8.8.5) 
— q 
重复 应 用 《8.8.5), 最 后 得 
X g^ 《1 一 giv-nyi- qmm. eC) gq") 
OI Q — meh) Perea). o qmm) 


fs 


(8.8.6) 
fl (3.8.32 FLA, (8.8.60 th ff n Am tS 


X. = (1 -— g4'")(1— q73e + C1 — 79 (8.8.7) 
" (1 — 423(1 ge 1 — 47 . 
fX (8.8.7) A (8.8.6), 18 


mnt 


X 二 
"= AA ge =) 


这 里 
x (1— gm] —- gm mmy Cl — qn) 
5 (1 一 qm tm)(] 一 gintin-...(] — qim) 
X (1 = got» — gM) 
-í(1-— qnc imt. e(1— gq) -(1— grt) 
e (lL — 9), (8.8.9) 
把 (8.8.60 RA (8,8.22,48. 
CL — 4X1 — 402 C1 — e"), C) 


— X; D, 4^ + 27)X,. (8.8.10) 


leget 


X,, n m. (8.8.8) 


* 307 = 


EH (8.8.9) Allim X, = 1. 礁 若 能 证 明 当 (3.8.10) 两 节 取 极 限时 ， 
其 右 节 的 极限 可 在 和 号 下 进行 ,就 可 得 定理 ， 下面 米 证 朋 这 一 点 . 
记 


0 —4»X1—49)---0 — 9) 
Tem, 
lo. Zi ncm, 
_ 1 
(»— 400 — A 
g" (s? + 277) 


Xx + 277), 


tig 3 


a T A E n z- 0, 
^ OU gee 
则 有 
Qu) = » Ham (8.8.11) 
ET 
和 
lim# 一 He 
因为 
xnl J| O + laO = :K, 
k=] 
l | dl 
üa-g4a0-55-ü-34517 rmm 
= Kas 
wE 
Insul E KKalgl Cla]? + laj = ivn 
而 ws SPEK, E 


fen 一 jo pendet + ieit 


Pa lzl" + da|77 
«ig ef + laf 9 (n — 00), 
因而 De, RC, ATE (8.6.115 是 一 致 收敛 的 。 证 些 。 
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定理 8.8.1 如 此 广泛 ,包含 了 众多 的 恒等式 为 其 特 款 ， 
分 别 取 x — 1, z = — Y Iz g, 便 得 


Mao- Jp utere X a, 


wae] al --ncm 
[Te TT D cig", 
sal nl cona mole 

Hi (1-— 4") IIo + qn)! = Sa. 

nel gel aol 


以 —¢? 代替 9, Re — ot, 刚 得 
fla — q* X1 一 gC 一 gmt) 


nel 
= 2j (一 全 ) 9? 
-acaAce 
= M 【一 | )rgitia io. 


—sm xD cm 
这 就 是 (8.4.9). 
以 六 代替 g, 取 = 一 gt, g 
I[ (a-@ d+ ata) = 
angel 


亦 即 


^7 Linit 
qium, 


elem 


II [CL — 20X1 + £701 = >» girato, 


ue 


用 定理 8.8.1 还 可 证 明 下 面 的 重要 恒等式 . 
定理 8.8.2 Gigi <1, Mil 


ll (l—gt)= >) (— 1) ngin 


nl — nt Aloo 
= > (—1)(25 + 1)ginteeo 
nod 
= 1] — 3g + 59° Fa t+ ee, (8.8.12) 


WEBB. 5501 (8.8.12) 中 的 两 个 和 式 是 相等 的 . 
在 定理 8.8.1 HE gt Rg, Hu = ott, W 
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II [a — 45:090 o ett gti > girre, 


"21 ETTR 
iin | 
LE! TT ta gd + eod + ec] 
nai 
aA > ginntpo, (8,8.13) 
因为 
> (— L)tgteeth = > 【一 1 E EL 
+ > (— 1y" ginto 
= > (—1)tginet 
aed 
十 5 { 一 Le tly startin 
moo 
= 0, 
故 有 | 
: $ 1 M gintora 
-h Ete cuo» 
= NEL Eeg” 二 (—1)) 
Mr | DI ° 
B. 
Em eat a af — 193471, 
tet LFI 
[I im t1 7400 + rD +e - [[a- cx. 
"21577 a] 
由 (8.8.13) 47 


I[ tà = ad 4050-279» 


na 


= > got £^ 一 (—1 ) . 


—a«mo 4 + L 
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BU. SESE TEAS Ze _Estrh 24 Lo 一 1 时 取 极 限 的 过 程 可 分 别 在 积 
号 `\ 知 号 了 进行 , 则 定理 就 全 部 证 明 . 这 一 点 不 难 用 一 致 收 和 敛 来 证 
BH ,这 里 从 略 ,证 毕 ， 


现在 来 证 明 p, 的 两 个 数论 性 质 . 

定理 8.8.3. ERATE ER m, 有 
Pima = 0 (mod 5), (8.8.14) 
Pinas = 0 (mod 7). (8.8.15) 


征明. 58 (8.4.90 (8.8.12), 47 
q II a= pře ia — gq"): Ila 一 gy 


">l n=l Ht 
= 9 5 (—1 ygieen 
: madre 


x S5 C- 1 2s + Date 


tao 


= 5) Cl) +1) gh, (8.8.46) 


elt im 
far 
这 里 
Els) = ltr Gerth + ; G1) (8.817) 
AT—AGES. E 
E(r, s) = D ( mod 5), (8.8.18) 
2€ d 1 + (254+ 1Y zm 0 mod 5), (8.8.19) 
这 是 因为 ， | 
Wr iP CO 1 SE(r,)— brima, | 
" 


2(r + 1Y = 0,2,3 (mod 5), 

(25 4-1 = 0,1,4 (mod 5), 
因而 (8.8.18) 成 立 的 充 要 条 件 是 
rdphcble0(md3) (8.8.20) 
这 样 一 来 ,在 i 
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g [a-y . (8.8.21) 


中 , 9 的 系数 是 5 的 倍数 ， 
因为 
(1 — g) = »ü* f 


ix 4 


)r. 


( : D æ 0 (mod5) 


成 立 的 充 要 条 件 是 
(4 4 PX YO + PCL i) 29 0 (mod 5), 
JR RD 
i = 0 (mod 5), (8.8.22) 
25 (8.8.22) 成 立时 ,有 


ati 
( ) = i (mod 5). 


EVR SAL 
= dL. 
ü 5 1 ? (mod 5), 
亦 即 


l7 4. = 1 (mod5). (8.8.23) 
(1—34» 
RE I AP EAR Ee t RENAME. 
由 (8.8.23) 得 


g —— t 


Ld — gi — 3D: - PLU — £03 — 90: -*] 
[Ci —34X1—74»)»--Pr 

esl[lG-»s5». 

"nat 


B (8.8.21), 4] 
- 32 


=F 


Qa". M ei "n. 


(1-7 2) — Fer: 
(1—5)(1— g»-- 
中 go AARLE S HER LR 
q 
(—30-—40--- 
qq RE S 的 倍数 。 这 就 是 结论 (8.8.14). (8.8.5) 的 证 
朋 是 类 似 的 ,只 是 要 用 到 (8.8.12) ROSE 2g. PERE ARS. EEE. 
(p, roo 的 普 母 函数 plz) 与 除数 函数 


之 间 可 以 通过 下 面 的 式 子 联系 起 来: 
t L pls) 
a 2 oln)”, (8.8.24) 
这 是 因为 由 定理 3.3.3 A 4 的 证 朋 过 程 可 知 
2 
PO ap 
ple) r 43} 


-+ BP) 


tat le 


"1 


第 九 章 限 位 排列 


第 一 竟 讨 论 了 简单 的 排列 问题 ,第 三 章 讨 伦 了 较 复 杂 的 一 些 排 
All, TE SR HET, PR Bes fe Bb RRR a. 本章 说 
车 这 一 方向 蓉 人 地 研究 在 一 般 的 限制 条 件 下 的 排列 , 即 所 谓 限 位 排 
列 问 题 : RAMLASE (0, 1) Un X, 

Ti Hope i ae AR AU [n] GELS CO IR B. pE AI RBS ERR 
(893.1); fA/SRHSESEREABIERT EEPERS ERES 9.2, $ 9.3,8 9.5): $ 
TES — BITES 2T RO ELE PE VE AR SE RU PET» Main f HH BUDE A T. 
排列 问题 的 解答 (3 9.4,$ 9.6,8 9.7). 


$91 FE iE 


在 例 3.21 中 已 经 过 到 了 更 询问 题 ， 更 列 是 集 [1, 4] 的 一 个 
-无 重 排列 ,要求 数码 i 不 出 现在 排列 的 第 个 位 置 上 ,就 是 说 对 
数码 出 现 的 位 置 加 上 了 限制 ;与 此 等 价 地 , 也 可 以 说 是 , 对 排列 的 
第 i 个 位 置 上 所 允许 出 现 的 数码 加 上 了 限制 ，1 < 二。 同样 
30,903.22 中 过 刘 的 既 化 ménage 问题 却 是 求 集 [1,01 上 的 加 上 
另 一 些 限制 条 件 的 -无 年 排列, 这 些 限制 条 件 是 ， 数 码 ; 不 能 出 
现在 排列 的 第 i — IARE ; 位 (2 <i <n), 数码 1 不 能 出 现在 
第 一 位 或 第 = 位 ;与 此 等 价 地 , 也 可 以 说 是 ,排列 的 第 :个 位 置 不 
SOROS CRUEL UR 《1 所 ;二 一 1)， 第 = 个 位 置 不 允许 
数码 1 和 4 出 更， 这 就 是 限 位 排列 问题 的 简单 的 例 予 . 

今 考 虑 一 般 情形 ， 设 41, An ,4 是 集 Lon) 的 mw 个 给 定 
HTS. 如果 Luo] 的 -无 重 排列 nex -an 合 于 条 件 

a€A, (Yi Lm), (9.1.1) 
出 称 该 排列 aar sas 是 一 个 Cle dis ATED, ERI 


"ETE 


DARRI PRR Gto sAm) FRR, BR 
为 限 位 排列 数 , 记 为 Not = Nim, n): em NV On). HP, 
根据 诺 4, 可 定义 出 

B:-—iljje4,le&is«m) Asin), (9.1.2) 
于 是 B, 就 是 数码 ! 可 能 出 现 的 位 置 的 号 码 的 集合 , 称 为 元 ! 的 限 
位 集 , 还 浆 By — [1, m]\B， 为 元 7 OAR ALR. 如 果 事 先 并 未 给 
Hie 4;, 相反 地 ,已 经 给 出 元 APR A BAI Pa). TEE 
RIB B, 来 定义 

A = i Bsl Sian} Aim), 
则 A; 就 是 第 DIR LR. 
Flin, wt a EP PB, A m= n E 
A, — B; = [3,9] NG) CL Sin), 
zf e BP BAG ménage fo) Bh, m = n H 
= [lr] Mi i 41} CI isin -1), 
fl, nl\{1, n]. 
— [1,2] — 1, Gi sm, 
B = [1,5] NM 1, at 
Ei [1, #1 的 子 集 系 {Ai heien A Ll, 2] 的 关联 矩阵 为 
、 1, HEA 
A= lads aa lo. Éj&A, 

(inl iS) OLD 


i 


aj 
ed 
B, 


则 有 
A = Ule; = 1], 


B = [fija = l}. (9.1.4) 


e 9" e ay ^? € ma a 4 c* 


其 关联 和 矩阵 的 对 应 关系 可 知 ， 限 位 排列 问题 的 研究 可 化 为 它 的 关 
联 矩 阵 的 研究 - 
PAR, n Gh BETA RAY OX DAE 
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111...10 
a 阶 既 化 ménage [RISO KA REE 


19 111---190 
让 -矩阵 
0, 若 Bi = 1 (9.1.5) 


因而 
B = Jax, — B. 
KPEE (9.1.3) Æ 

ama _ - l, E 1€ An 

47 Cai) Fu > lo. 若 jB An 
HAERE (9.1.60 可 有 丙种 观点 ,第 一 ,可 把 C9.1.6) 看 作 某 一 个 限 
位 排列 问题 一 一 称 为 不 限 位 排列 问题 的 补 问 题 一 一 的 关联 矩阵 ， 
其 限制 条 件 正好 龙 凉 限制 笨 件 的 补 ;: 

元 1 的 限 位 集 为 8;， 禁 位 集 为 B, 

第 i 位 的 限 元 集 为 42,， 禁 元 集 为 A. 
第 二 ,可 以 把 《9.1.62 看 作 一 个 棋 阵 , 它 由 一 个 m x n ROR 
上 的 mas 个 格子 组 成 , 每 个 格子 艺人 么 是 1 ,要么 是 零 ; 今 后 把 有 1 
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(9.1.6) 


Bo EGF SRS UR TOU HS 

ROR Hx EERIK RAR LEE BA, Css, 
4。)- 限 位 排列 问题 说 化 为 ， 寻 求 在 科隆 (9.5.6) .上 放置 各个 互 不 
想 过 的 棋子 的 放 法 的 个 数 ， 这 里 ,所 谓 二 个 棋子 神明 , 意 指 它们 在 
Bla 上 的 同一 行 或 同一 列 . 

例如 ,更 列 问 题 的 补 问题 的 关联 矩阵 是 


REMERA; ménage 问题 的 补 问题 的 关联 笔 阵 是 
110700 
011---00 


i (9.1.7) 
000 m 1 1 
100---aà1 
也 就 是 ménage 门 题 的 械 阵 . 
上 述 两 种 看 法 ,今后 将 并 用 . 


形 如 (9.1.3) 的 什 阵 共 2” 个 ,这 是 因为 ma 个 au 之 任 一 都 可 
独立 地 取 零 和 1. 月 然 , 这 里 把 全 1 阵 和 零 阵 也 计 入 在 内 , 全 1 阵 
ERRAI wm-- 匹 重 排列 的 关联 矩阵 ， 易 知 ,对 关联 算 阵 的 下 
面 二 种 变化 ,并 不 影响 限 位 排列 间 题 的 本 质 ,最 多 只 是 对 原来 的 限 
位 排列 问题 换 一 种 说 法 而 已- 

OD 关 妨 给 阵 的 续 置 此 时 只 韦 把 位 和 元 的 地 位 交换 便 得 原 
限 位 排列 问题 

(2) 关联 矩阵 的 诸 行 互 易 位 置 , BABB. 此 时 仅 只 把 
位 和 元 者 分别 重新 编号 而 蕊 . 

例 旭 ， 只 有 一 个 元 为 1 ， HAAA FA m x s 矩阵 共 ma 
个 :而 这 mo 个 拖 阵 可 视 为 同一 个 限 位 排 歼 辣 题 的 关联 定 隆 , 因为 

+3175 


EUER CI) ,可 把 这 个 1 从 一 个 位 置 变 到 其 他 任 一 指定 的 位 置 . 
兴趣 大 至 ,结果 也 多 些 的 棋 阵 有 以 下 儿 类 ; 
(1) Br ESTE HC 


1:314» Ü 
Bese desea j, 
0 7. cs 78, 


x] TE SEE 
/1 0 
0 4 
和 
| 1 0 
b1 | 
0 11 
HAHA. 
(2) Fare REDE 
i) 
le L; 
(3) 梯形 棋 阵 
1 1 0 
1 11-1 
1 11511 1 
三 角形 棋 阵 
| 0 
i 1 
1 l-++1 
为 其 特 款 . 
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上 述 几 种 特殊 类 型 的 棋 阵 与 一 些 落 名 的 组 合 问 题 有 着 密切 的 
联系 ， . 

以 下 诺 节 首先 就 一 般 情况 论述 限 位 排列 的 关联 矩阵 和 棋 阵 的 
人 性质, 然后 对 上 运 内 种 特殊 的 棋 阵 作 较 细致 的 讨论 ,并 导出 它们 的 
一 些 重要 应 用 ， 
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今 考 虑 关联 矩阵 (9.1.3)。 
Zim- sa. 由 间 题 的 组 合意 义 , 集 [1,#] 的 mm- 无 量 排 列 的 个 
MHS. Fe se. R [n] 的 一 个 严 - 无 重 排列 


His cuu, gd, € A; (1 ism) (9.2.1) 
对 应 于 集 系 {Ahen 的 一 个 SOR, 
dis aa * * dys a, € A, {1 了) (9.2.2) 


且 反 之 亦 然 。 BEANE (1—1) 88. — 3 081-3 RE ILAH 
fl. AmA’ 5.2 QUE EHRUGS B HH Se Pe ARAOR R 
定理 9.2.1. 


Ny = perd, (9.2.3) 
应 用 定理 5.2.3 就 得 到 No 的 具体 计算 公式 ; 
R. 
ginem tf . 
m= S cC»p( 7 ane 0219 
Us jem-i t a 


更 一 般 地 ， 用 NE = Nm, n) — N am, n) 记 集 
[1,5] 的 无 重 排列 
Hiit * ua. HA mani aE EP (I «hd xm — 1), 
E A g 666 Ci; am 
的 个 数 。. 排列 (9.2.55 即 排列 
414; te, RA PP ar, Bay, SASS) 
CG siete 5 mms asperis 
= [1,5], (9.2.6) 
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(9.2.5) 


JRBD AEF 
Mar ina BAI Par BAr G SA ap), AHA 
moni a, € 4,01 Simm — 7), (9.2.7) 
BREL, N, ERA 1 SSE RIE A me SEERA TR. 
排列 (9.2.7) JRBDHE AR 
Vohass AH TS du 一 dr, (1 Si <j), 
HEUS m—-i Sh dum A Si am—j) 
(9.2.8) 
的 5DR， 对 一 组 阅 定 的 足 标 lit dj om, RA (92.8) 
的 SDR 的 个 数 为 


perde, (9.2.9) 
这 里 ROBE Aep 表示 在 矩阵 4 中 换 第 1L TT A C14 m D. 
FR ATTA SE RE. Aa 


定理 9.2.2. 
N; = > Per Atr warp (0 <= f = m). (9.2.10) 


14H eun xm 


34 j ORF, Ash (9.2.10) HL 29 (9.2.32, 因而 定理 9.2.1 起 
定理 9.22 的 推论 . 
FH (9.2.10) 可 得 


N; 一 > > ay ttan dha wae 
r 


Uu, A mi 
ti m 


HiS Y pa € Pr, 


一 ar m — ap f 
= > ; > (1 ani r (1 ap, its) 
LA x Rm ug ERI 


Xi Ela 
{hart ZITIEREN 一 [l,m]. 


N= 2j >> BOr 


Len end iem iud epo Pome 


x » ^j, - - LCD Ar 


r 120 >» 


a 
PL trig EP, 


- Son M pi >> NOMAS 
Sem uu A 


X at, ccs CIT P 


后 一 式 成 立 的 原 轩 是 ， 对 疗 一 组 的 7 十 bp 个 足 标 1 志 4 之 … 过 
. 1+ 

dos X ms BERR | 个 来 作为 te A (C0) nis. 

FA, 


Itp - - 
N, = > (— ( t ) > Ga T o ee p ety 


P220 Lee, or pua m 


ig apt T ite 
x > | (9.2.11) 
Unt c S IE HE FY] 
其 中 
和 
所 以 (9.2.11) 的 最 后 一 个 和 和 号 的 值 为 《mw — i — pg), mill 
SAA 


POA Ga, wen t (9.2.12) 


Veg, me ua m 
这 里 Ag ers pi aon p A 的 第 Hi» 7 "7 diee TREE A mm 
WAFF fü BR He ABS £7 Hr SU RS EE. 
3E X, 9.21 对 任意 的 mx n JERE B = (bu), BR 
pera B. = >) Bri Óig 


led mm y m 
fd. ef 


— MN peBassps R21, (91213) 
i Qui, Cen y MuR 
perso: = 1 
为 B 的 本 积 和 式 、 
于 是 (9.2.12) 就 是 
peritp-4. 
因而 有 
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_ itp = 
N, = D ; ) (n 一 了 一 mn i—pPet and 


Pat 


= Sve (“Yo — km gpa A. (9.2.14) 
aoe i 1 


至 于 《- 积 和 式 的 计算 , 利 轴 定义 可 化 为 (“，) 个 积 和 式 的 计算 


CG 8 是 一 个 mw x n BIER: 
per, B 一 5 pet Bo, sup 


qnd coed un 


AR ELI B rHZEHUEAS 6 y. eo. Ba, RAMESH, 
Ut PR B FIRB & X (n — D REPE, DLoCB) SERE BS 
诸 行 和 之 积 , 且 记 

eB): = MEC Cr? 


Iii gr 
Let} Co Cie 


则 有 
定理 9.24 
per, B = 5 S ** oa CBD. (9.2.15) 
üs jk -1l f 
证 明 ， 由 定理 5.2.3, 
一 大 十 
pet By sun = >» (—1)! C i js we dps 
[ET 
所 以 
7 ; —kti 
pry B= $, (Y ( k ‘) DY (Baap) 
deg ik —1 f eli, € i pe 
= BD) (PTAR e . 
Wik L į 


RRA (9.2.15). WEE, 
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WEE B ET ear HD BERE B eH TES fi LP rrr 
P n 9). ARMAS AFT BTR (m — 1) Xk 
SER DI nC B) EE BAA ZR, Bid 
zB) = > n Baii enit)? 


Lei rr Eom 
1s, xr i rcm 


则 有 
系 . 
pet, B = 2l c(? -s + "a ae). (9.2.16) 
这 是 下 述 定理 的 直接 推论 . 


定理 9.2.5.。 一 个 矩阵 互 的 A BURISA BRE RY A-RA 
式 相 等 : 


per, 8 一 per, BT, (9.2.17) 
证 明 . 因为 
PetxB = 2j Pino ikk 
pe mn c mtm 
Ronde ps 


一 2j bnt Os 
] cn ER 
DLE d Ld 


pA DORMER BART. BERE 


(9.2.17), EER. 
对 87 应 用 定理 9.2.4 BUS (9.2.16). 
H APRA AY SE SCSTAQ H k > min(m n) 时 ,有 空 和 
per, B = 0, 
(9.2.17) FEHR HAUS, SOBER £T SAD MEAE Ee SEY 


ET 


FERIA, 4A — min(m, n) = tb, BAY b- RMA BD 
上 - 积 和 式 , 记 为 


per, B 一 per, B, & = min€m,n), 


(9.2.18) 


AR (9.2.15) 在 一 般 情形 仍 不 便于 计算 ,但 在 理论 研究 中 或 
一 些 特殊 情形 时 却 很 有 用 。 寻求 积 和 式 以 及 处 - 积 和 式 的 简单 而 
有 效 的 算法 , 仍 足 一 个 尚未 获得 满意 解决 的 课题 . 
记 数 列 CN Oi, AY EF RE RR 


Ne}: = A, GO): Naty tw Ce): 


= 9 Nri = >; NY tC et, 


Oey pacer tay m 
IRA Cper Aino HE REBR B A 
RO): = Ras): = RY dm Ce) 
= 2, pA. at 
Oe kaw 
= > rež, yt 一 perge 
kl 
THA 
定理 9.2.6. 
Nma D 一 >) ren — mat — 1) 
k>o 
= RUG = DEM nt m Sa, 
(s — m)! 


ESI, 25 m = n FEST 


Nan) m ROG — IT)E nl. 


证 明 . (9214), 
a yk _ 
Nea) = 3; 3 D )( ~— Dept 
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iz km 


= Sle ~ Det M coe(?): 


(9.2.19) 


(9.2.20) 


(9.2.21) 


x EN 
= 2a — _ 1 k. 
dun TAG m DE 


= — 4A D (= DEM, 
(n —m)! Gm 
Hg 02215, WEBB. 
HEM 922 BIN, 称 为 它 所 对 应 的 限 位 排列 问题 
的 击 中 多 项 式 ， 多 项 式 Ren l 称 为 它 所 对 应 的 限 位 排列 问题 的 


= ë +» > + 


PRE SUR. 如 果 在 [1, n) 的 无 重 排列 naran 中 有 一 个 元 
qe Ay, WIE a 在 第 i ATRE, 划 说 该 排列 有 一 次 击 中 . 
这 样 一 来 , 数 Ni 就 是 恰 有 次 击 中 的 排列 的 个 数 . 
有 时 利用 棋 阵 多 项 式 Ra.,(x) 的 相伴 多 项 式 re) 更 方便 
— jh. 


n 3 ES (9.2.22) 
FÆ, 0.22 可 以 号 为 
— 1 
N mon Ce) nd (n AyD 
Fy 9.2.22» A 
rate): m= >) (—Dir(i — Dark, 


wo le eae 


《1 — rae EC — 2:)7)01. (9.2.23) 


DNO) —:79009 1 — SS (—2*r(o — iO 
— 2 
因而 得 
re aoa (1 — le CECI — 2) 901 


(n 一 m)! 全 to 


(— D'z,(Q — C — 2) 


1 
(n—m) 


- Nas? — gle — 12)"- 


«323 + 


»- M — re 0} — 1M 
N UC) scm pes 《1 ». 


AM 


[OESTE (1 — 4) EC — 07901 


= N n G) — Lofas00 0 (1 — £y? — "C0) 


(m — m)! (n — m)! 
xO s Guo (1— get 
(0 £s n). (9.2.24) 
这 里 
Fit) 一 rain), 
m 
n. = |Z, rante) | eo 
是 具体 的 数值 . 
现在 来 看 两 个 简单 的 例子 . 
例 9.21， # 阶 更 列 问 题 此 时 有 m 一» 且 
fOl---21 
| 1 0 -41 1 
A= | PD > dc las 
| 1 1 
1 
因而 


ry = perp A 一 ( a 
fM Non C) 为 puC9， 则 
Dae 3 (2) biG — 


ugek oe * 
= (1 + G — EY») 
» 326 。 


= (E — 1 + :)"04 
一 【各 十 :)0J 


一 > C arto 


æki 
= (D+ iy, Dt: = Dy: 一 As01。 
ix = l, Wis 
ei Dt = Sp + 1» u” 


mo ni 
= d. (9.2.25) 
l — #4 
XA 
v = — 1» ^ x^ *. 
rx) 22,6 ) (z) 
= (z — l)”, 
WA 


Ge) — ar, ale), 
fr,(0)=(—-1), KA 
D.C) = n Da 十 【一 1). 

889.22. 4 阶 部 分 更 列 问题 ， 集 |1, o1 的 一 个 EREA 

az" tn, 车 只 限制 其 中 KG Sa) 个 位 合 
44, 7 da nt aHa, PS da, 

AR n 一 有 个 位 没有 限制 , 则 称 该 排列 是 一 个 ín. h.c nd) 部 
分 更 列 . 

对 任 一 组 图 定 的 足 标 iss RECOM WRG — US 
fS 4), WW (1,2, R0 BB EREE 


dva 0 
(o ' oee 


RRS X E 
Rone) = > ME -(l-z), 


na ja 


= 327 = 


它 的 相位 棋 阵 多 项 式 是 
res) 一 tt 15. 
HEH 9.2.5, 知 击 中 多 项 式 为 
Dien — i: = XY e DIG y 
imo ^f 
= (1 + — 1)E7D9*at 
— (A t 0n — K) 
= (} — HEQ — 07*7*CECI 
—1y'—1)01 
= E"CCE — i + 001 
= ALT CA + 501 
= (D+ LY *(D + :)*01, 
Di: = D: AL, 
由 此 得 递归 关系 
OC 一 k) = D,(1,n 一 kt Dte 15D, tr,n 
— 0. 
KAS e > RBS. aalan — 4 — 0, PTE 
Fax) n — k) = (n — rcs 2 — 1— &) 
十 rcu Urn — RM 
Daan — k) = (n — RD, (rn — L&D 
+ &D, at, 29 — ), n >k, 


IL dir ze san FRA: 
n-k i 1 2 3 
0 t lot 2434+ 2 
1 1 1 十 上 34247 
2 Zz 4+ 2 
3 5 


ELE AS TAA SR T [E] ZEE ERA. CO T WURDE 
方术 起 见 , 先 引 进 一 些 名 称 . 
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M923 设 4 REA ER DEEP UU S EAE, MGR CO, 
x)-5EDA x4 OKRA HE FUELED C0. e) Se RAE , 即 


FX. EA 
xd = (ayx), age = aj "eimi bein) 


0, 4 184), 
MAME 


A = (ay); 4m ia eg, Sim: 1<j<n) 
为 该 限 位 排列 问题 的 〈:。1) EBE, 

x X 924. 设 了 是 一 个 任意 的 矩阵 ， 央 称 互 的 一 切 RA 
cU 


petal = > per B 
kl 


为 了 的 全 - 积 和 式 ， 这 里 0- 积 和 式 peroB 理解 为 1. 
定理 9.2.7. 


RC) 一 pera Cx), (9.2.26) 
COR spec ( A (-+)), (9.2.27) 
NS) 一 pete A". (9.2.28) 


证 明 ， (9.2.26) 81 (9.2.27) 4p BI (9.2.20) 081 (9.2.22) 的 直 
在 pred H, SHAR EPR EES Dio m BUT, EE 
H i METER, Hee m — APPR. BATA mo 
FRAGA. KPNI. 此 数 就 是 容 有 i PERE Ar 
置 的 mw- 无 重 排 列 的 个 数 N,。 证 毕 . 
EA A. A 和 有 4 之 间 有 以 下 关系 : 
Am A+14. (9.2.29) 


$9.3 SCRE REA aE BS PERI CD 


BAUER RCPURGNURI SS BURDACÉD SR BE FR. 


EHE 9.3.1, 车 用 BT CER B ee Wl 


pereB = peta B^, (9.3.1) 

用 Bi 记 直 召 经 诸 行 交换 顺序 或 诸 列 交换 顺序 所 得 出 的 年 阵 , 则 
per, Bı = per, B, (9.3.2) 
pera B, = per, B, (9.3.3) 


ABER B 是 准 对 篇 形 


Cy 0 

| à t. a Ciim X ni dB, (9.3.4) 
0 "e 

则 有 

pers 下 一 |] enc. (9.3.5) 


led e! 


证 明 . (9.3.10 80 (9.3.25) 可 分 别 由 定理 925 和 积 和 式 的 定 
文 直 接 推 出 ，(9.3.3) 坦 接 由 (9.3.2) 得 出 
内需 对 :一 2 的 情形 来 证 朋 (9.3.5) 即 可 ,因为 用 数学 归纳 法 


a - : x /CQ0 
不 难 推广 到 任意 的 *， Mem B= (ec 


pera B 一 >» per, E 


kad 


= > > bá, - * ITUR 
kl Vd) i em 
UR TELS 


=D Èo 0 ees, 
km PRO p€nceeligmm, 
m Li 
4, UL 


x Clotting,” t t OH, 
PE Rpg Eni em 
i 4, g play tal 
Hpg T PR 


一 之 | D, peteCs + pete-pGa 


Roan pn 


= > pets Cy 5 pera-p C 
FET 


Pet 


a 330+ - 


= > pete C; > pet; C; 
Plu P» 


= perc, * pere C. 
这 就 是 (0.3.55 95 ; = 2 的 情形 .证 毕 . 
系 . 若 一 个 限 位 排列 间 题 的 棋 阵 C 是 准 对 角形 : 


ic ` 
C -| D 0 | 
0 7. 
则 以 C 为 横 降 的 多 项 式 R(x. C) PLL C, 为 棋 阵 的 多 项 式 ROS, 
C) Z IBI 3E RR X: 


Riz, C)= [| Rx, Cc). 
ITE 


这 是 定理 9.1 的 直接 推论 . 

定理 93.2 25 B,, rh m X s ER B= (54) HHI 
3R Bys 为 零 , 其 他 元 素 不 变 所 得 而 的 m X = 矩阵 , 用 Bou ic 
BE 3 中 删 去 第 二 行 和 第 9 列 而 余下 的 (mm — 12 x (n — 12 5886, 
于 是 有 


peta B = 4, pers Biya, t peraB pa (9.3.6) 
VE. 把 pera B 中 的 全 部 项 分 为 两 类 , 一 类 是 含有 bo 作为 
因子 的 项 ， 另 一 类 是 不 含 b PARFAIT. 第 一 类 项 中 的 其 他 
因子 不 能 再 取 第 p 行 式 第 9 列 中 的 任何 元 素 ， 故 其 全 部 项 的 和 为 
bpa eB iaigye 第 二 类 项 的 和 就 是 peta B pge 证 毕 . 
由 此 定理 立 得 
ml. 在 棋 阵 妃 中 任远 一 个 实 格 s， 拒 该 实 格 换 为 虚 格 而 其 
便 格 不 变 所 得 出 的 械 阵 记 为 C。 把 该 实 格 所 在 的 行 和 列 都 删 去 所 
得 绸 的 少 一 行 、. 少 一 列 的 横 阵 记 为 Cj,， 那么 ,这 三 个 棋 阵 的 多 项 式 
BUS XA 
R(x,C) = x R(x,C,) + Res). (9.3.7) 
今后 把 展开 式 (9.3.7) 称 为 横 阵 C Re Ra BTA, HOS 
RG, Ci) HAS a SHR, Re. C HER 4 的 多 项 式 . 
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TERS C 中 先 对 一 个 实 格 ev 用 展开 式 9.3.7) ,然后 再 对 另 
一 个 实 格 ay MEFA (9.3.7), Se BH PILAR: 
Cig: PS a Ala, 不 同行 且 不 同 列 , 则 表 把 a 和 a 所 在 
的 两 行 和 两 列 都 山 去 后 而 余下 的 机 阵 。 = SEB, 和 
a; 同行 或 同 列 ; 则 表 全 为 虞 格 的 棋 阵 ; 
Coe: 把 实 格 a 和 a, PRAM. Fe RAAT BY TE 


阵 ; 

C,,: 把 实 格 a 的 为 风格 ,是 把 实 格 a; 所 在 的 行 和 列 都 删 去 
Jeu FR ERES; 

Cie: 把 实 格 n MAKE. HLTOSCTA mi EET AS 
Jis FREE. 


根据 系 1, 可 得 
K(x, C) = x RGx, Cy) + RC, CL) 
—oxixER(x, Cu) + Rex, C,..)] 
+ eRe, Can) + RO Cu 
= Rix, Cay) + xCRÓx, Cie + Rx, Cand 
+ RO, C). 
不 难 用 数学 归纳 法 证 明 
3& Zo SHR CHER « 个 实 格 , 按 它们 展开 得 ; 
R(x, C) = 2 x^ >, Rex, Cin tiak gajde 


Lech re pa E 


[S pella] 


(9.3.8) 

这 里 Cirasa ea FERRO: VBS ausu, cts oa, 
EZAT AEA ELA OX E SE AS. HIERBER 
SES a. scc, 所 在 的 行 和 列 都 测 去 启 所 得 出 的 械 阵 ; 当 诸 实 
Hea, ++ ,e5, 中 有 二 个 园 行 或 同 列 , Wee 25 MER OE 

Fax RR 

系 3 WRR RVR 4.02.2, 郁 在 同一 行 或 间 一 列 上 ， 
则 有 
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Ra, C) = Rx Camna) t^ x > Ra Cg rei die Lue. 
l&jxr 
(9.3.9) 


TIR) Lies c TUA SE A PE EE CE FREIER TR 
A Bo Ada AS A ES BAS BUE RETIRER BIRDS B t A. 
自然 EAE RATER ARLI RR ABA, 


下 面 来 看 两 个 简单 的 例子 . 
PU 9.3.1. spra AAA EEN AE 
'1 i 
n=] 1 0 | 
0 ^ ti 


面 一 阶 横 阵 C1) 802 X rot nr=] +r, WAREM 9.3.1 的 
系 , 得 
Ry, Ge) 一 《1 + x^. 


" En fleret BEA CIEL AS EEE E 
6 i) 
0 07 
i gall zr as ze sr iB BEER A AA C 
《1 x. 
这 些 结果 与 4 92 rpg oe 
例 9.3.2. 对 械 陈 
11 
- 


TESE— FT PB FE AERA YS d 


R ce ) = reRORQ0)) +R ((1)) 
= r! tr) + (1 + 2x) 
一 ] -+ 3x + x, (9.3.10) 
利用 (9.3.10)， 可 得 


> 333 + 


r(a (7 ， DELIGE 2) e «Gs CI 1) 


= (1 + 3r t+ r + xl + 2r) 
= 1 + 4x + 3x3, 
在 选 -- 步 讨论 关联 矩阵 和 棋 阵 的 性 质 的 时 候 ， 需 要 用 到 有 关 
RUD EER EE AA. 


§9.4 4 JE H BR 


矩形 横 阵 的 结果 除 了 有 其 自身 的 独立 价值 之 外 ， 它 对 一 般 棋 
阵 的 处 理 有 着 重要 的 作用 . 

TTA TERRE 了 ,就 是 经 过 交换 行 的 疾 序 各 列 的 顺序 ,可 以 把 
全 部 实 烙 集中 到 棋 阵 的 左上 和 角 的 一 个 第 形 内 ,而 且 充 满 这 个 矩形 : 


(Co 
T = Ton = T imping) "i0 >) 
1 10-0 
Deere l 
TE Lee bE Oe oj” (9.4.1) 


it EF REA F dx deis 5 29 8) SH A BE STI TREE R1. 
在 矩形 棋 阵 的 情形 , 棋 阵 多 项 式 和 击 中 多 项 式 是 不 难 求 得 的 ， 
国 为 对 工 和 了 的 结果 是 一 样 的 ,下 面 仅 就 了 来 讨论 . 
定理 9.4.1. (9.4.1) PRM T 的 多 项 式 是 
K(x): = Kup): = Koring tt): = Rix, T) 


= xí ] Ge. (9.4.2) 

too k’ 

证 明 . 由 (9.3.9) 有 
Koin w) = Ko uix + xgKne uu soe) (9.4.3) 
= Kipigo) 十 xpKqg uo, (9.4.4) 


+ 3946 


市 

Kaig GO = 1+ gx. 
故 由 数学 归纳 法 使 得 (9.4.27. 

还 可 给 出 (9.4.2) 的 直接 证 明 如 下 ， 因 为 
peta T = petal, 
Para 

而 在 C 中 选 出 不 阶 于 阵 的 选 法 数 是 ( ， (|). 8T ENE 
RAREN 故 有 


peta(xT) 一 2 xíper, T 一 2) Ca art. 
这 就 是 (9.4.2). TEER. 
X. (94.1) 中 的 横 阵 工 的 击 中 多 项 式 是 
HG): 一 Hii (ji = Aun pina) Ce) 


-xG 


hai” A 


) Cail — ue — Dum Sn, 
(9.4.5) 
特别 地 , 当 ”一 4 时 的 击 中 多 项 式 是 


1 
Himpian) (n) = 一 


(n — m)! 
当 ” 一 m 一 9 时 的 击 中 多 项 式 是 
Ht, G) 一 nti. (9.4.7) 
MER. Hi (9.2.20, 23 m Sn ER 


Dn), mon, (9.4.6) 


Para 
Him pina = 1 一 m- ( = 1}, 
imena D = DÈ Ny O — Daal 
此 即 (9.4.5), ERS 9 一 n, 得 


P 
Fon svinin = n ( 一 Jart —1>* 
nut) = D È p) ale = Darl 


~ ESSI kao ice Dt 


此 即 9.4.60. XE C9,.4.6) HS m = n (BB (9.4.75, TER. 
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结论 (9.4.7) 是 很 当然 的 .因为 对 棋 阵 


ss je 
1---1 


来 说, 一 切 # HERCE 21 ORRA P PCR 0 PORE IE GE 
置 . 正 由 于 这 一 点 , RJERECEEZEPR HINA oa ERU 
位 .这 有 如 人 下面 的 定理 所 示 . 
定理 9.4.2. 设 4 是 一 个 m x n SEE (mom a), 其 棋 阵 多 项 
式 记 为 Ran), 其 击 中 多 项 式 记 为 
Nau): m >) Nye, 


站 
于 是 有 
Rane) = -i Y N Emran mn, (94.8) 


(n), EST 
WH. E (2.4.6), 6 


nui = (n — m) nat 


= (n — m) Hmi am i s 


从 而 有 
AalNmatt) = >) Nn) 
fad 
= x 5 一 m) NGEL un (D. 
iad 
REM 9.2.6, V 4 
N mio E) = LÀ Ry — DEY nt, 
(8 — m)! 
Fla (6) = —LLÉ Kiss Ct = 13E7 nt. 
(n — m)! 
招 此 二 式 代 人 前 式 ,得 


nl1 Ros: — LET n] 
= (n — m)) 2, NK suu — DE7)nt, 
je 
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此 与 
Rn CF) = ay. 5 NiKimstiaa(®) 


Bim ie 


等 价 ， 证 毕 . 

(9.4.8) 说 明了 任何 棋 阵 的 棋 阵 多 项 式 均 可 适 过 它 的 击 中 多 
项 式 的 系数 和 矩形 棋 阵 的 横 阵 多 项 式 来 表 出 . 

对 序列 (Kinn G Dopo 和 (Ken rpt p>0 的 指 母 函数 ,有 


>» Kina) £m (1 + x2)*e*, (9.4.9) 
?sn P! 


M K C ) tu) 2m pi buteio 
ON? aal - (9.4.10) 


> Kaa) E == 5 5 Ce); GT "T Cd 


P>O jl 

E eu 
65 <i xe Lr 

== e'{ 1 + xr)? 


>= ut > Kipi 960 7 


amo F) pea 


== >= ut e'(1 + x1) 
apa gt 
LL 


的 缘故 . 

现在 来 看 两 个 恒 子 . 

A941. 已 知 # 阶 更 列 问题 的 棋 阵 多 项 式 是 (Io x0". di 
中 多 项 式 是 Ds (7) = (D+ +)", GERE 9.4.2, 得 


a1 十 za 一 2 ) D, Kis. (9.4.11) 
imo “1 


(9.4.11) 的 一 些 特例 是 
201 十 xy = Kay) + Kug) = 1 + C1 + 4r + 227), 


1337 « 


[101 + x) = 2KGue + 3K uy T Regen 
a 2-301 + ax) dox Be? + 6x). 
£809.4.2. ch 9.4.11) 48 1H 


Eye fees HEC |) Pree 
X Kiser ht). 
E (9.4.11) POWER BT 


H Kinm lE) = mK euim). (9.4.12) 
(9.4.11) 可 写 为 
ald) t rP = (D + Ku», Dt: = Dy, 
(Kear 00: = Keyl), (9.4.13) 


EH Kapl) = 1, 88 
nic {D+ 1 Dt = D,. 
{9.4.137 OA 
nih x)" — COD + D + (Keio) —1)Y*, 
RT Bp. 
2; (* ) nism 一 之， ‘ ) (5 — m) Kw — 1)". 
2i) m 


mag 7 me 
这 建议 了 
Cant” — (Kean le) — 1)". (9.4.14) 
MP m = 0,2 B] (9.4.14) 作为 
nx 一 Keats) 一 Kia, 
(na! = Kiwns 一 Kunt) + Kom), 
这 些 是 可 忆 直 氢 验 证 的 ， 今 对 如 用 数学 归纳 法 证 明 〈9.4.14)， 由 
归纳 法 假设 ,有 
Kean) = en D+ 


k ) 《一 D*Koiusa-pix) 
ka 


» »() C7 DIE o Ce) 


koro 
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+ re Gta E23] (x) ] 


十 »» (, i ) (— RK imeal) 


kel “ 


= nr 5 (5) C— DEG us-p(x) 


kLü 
= eC Kul d)". 
这 就 证 明了 (9.4.14). 
(9.4.14) Se RE 
Kosim Ge) = (1 + Ca)”. (05: = (a)y 
TE Dam m (7) Dans Sil 
81Cl + x" = al + xMÓ — tC + x7] 

可 提供 出 D, 的 一 个 递归 关系 ,如 时 C1 十 x) Kem (2) 可 以 用 
有 一 个 足 标 为 * 的 矩形 模 阵 多 项 式 表 出 ， 由 (9.4.3) 和 (9.4,4), 有 
Kvimt Ct) 一 Kou = nxKo sux), 

(n 一 MK eam GO) 十 mKous og) = 2K gmt (8), 
二 式 相 加 ,得 
Kimmi) + Gr — m — Koi lt) d mou 
= al + x)KG uus), 
因而 
D DamBinin@) = D) Dus Ktamen(#) + (0 — m 


ma h 
一 1) Kinimle) + MK cus cor) ]. 
出 此 便 得 
Dam 一 Dnia H (0 — m — 10D, 
Tom 十 0D. uai (9.4.15) 
当 闵 一 0 时 ,上 式 化 为 
Dio = 一 Dr D, 
= (n 一 DD + Dc); 
ABE Euler AA. 
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由 (9.4.15) 还 可 得 出 
Dat) 一 S Domt” 


= (n= + ODE 4 (0 —2) FA Dya lÀ. 
z 


SE Rz RIAEGE Se S ARKA s ARA. 
斌 已 给 8 RR MAATE, 每 一 类 有 若干 张 牌 ; 在 不 
局 的 天 中 ,类 数 、 张 数 不 一 定 相同 所 谓 配 牌 问题 ， 就 是 当 随机 地 
把 每 一 副 牌 排 成 一 列 ， 把 这 6 个 列 中 对 应 位 置 上 的 牌 耸 在 一 起 成 
一 列 时 ,与 未 配 上 的 牌 右 关 的 计数 问题。 所 府 “ 配 上 的 牌 ”, 当 5 二 
2 时 指 ” 相 同 的 牌 ”; 当 5 > 2 时, 不 排 太 其 他 的 解释 ,例如 可 解释 
为 所 有 8 张 牌 相同 ,也 可 解释 为 至 少 有 不 张 牌 相间 …… ,等 等 ， 
现在 考虑 8 m 2 的 情形 .不 失 一 般 , 可 设 每 亨 牌 的 张 数 相同 ， 
否则 在 较 少 张 数 的 财 剖 牌 中 深 加 些 与 两 副 牌 的 类 都 不 相同 的 牌 ， 
使 担 二 者 的 张 数 一 样 , 这 对 问题 并 无 本 质 的 影响 ， AAR RE 
相对 位 置 才 是 重要 的 ,而 绝对 位 置 并 不 重要 ,所 以 可 以 把 其 中 一 副 
牌 排 成 标准 次 序 .， 于 是 这 就 化 为 一 个 限 位 排列 问题 ， 
如 果 两 副 牌 共有 s 个 类 ， 对 第 i 类 两 副 以 的 张 数 分 别 是 mm， 
m,, 则 超 牌 问题 的 棋 阵 多 项 式 是 
RG): = Kimia) . ‘Kimp t): 
my toe: bm, me a te Ha, 
例如 ， 当 仅 有 2,6 两 种 类 ， 而 每 副 牌 者 有 PP 张 a, 4 张 5 时 ， 
(9.4.16) 4.29 


(9.4.16) 


Re) = Kimp (2) Ku. 
再 特殊 一 些 , 车 p 一 9 一 2, 则 有 

Kugle) = 1+ 4x + 2 27, 

King (se) = 1 4 8x + 20 x84 16x? + 4x1， 
因而 者 中 多 项 式 是 i 
O Na) = 44 8: 3196 — 1) H 20-20 — t 

+ 06r — 1 + 4 — 1)! 
= 401 + 4e°+4 #4), (9.4.17) 
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上 述 问 题 也 可 这 样 考虑 : WSR BA Pk a FEA Ae 
位 , 称 这 PP 个 位 为 < 位 ,9 张 5 在 末 讶 9 个 位 , 称 这 4 个 位 为 5 位 ; 
XAUS EPEA kI aH oam, MAEA p — RK TE 位， 
UH ep k Ee Ei BA gop the eo. 这 有 如 下 
表 所 示 : 


d b 


a Å PoR 
5 r-k 4—5-À 


此 时 ,相配 的 牌 的 张 数 是 g — p + 2k, 实现 这 种 相配 的 方法 数 是 
PN 了 


pig!( 
RERA REPTE (7) MERREN ATK a db e it, 有 


(, D, 个 过 法 来 渤 出 p 一 《 张 。 处 5 位 ,而 对 每 一 种 逻 法 ,第 二 
It) p 张 。 可 以 任意 交换 位 置 ,9 张 也 可 任意 交换 位 置 ,并 
不 影响 这 种 配 法 .这 样 一 来 , 击 中 多 项 式 是 : 


Nog 4)? — piat »( X T perm 


ke 0 poe 
para 
= ， Pea ak | 9.4.18 
eui SX) ( ) 
mid 
PAra - 
Asai = du) = 2 (X aro ur 
就 有 
Ana = f, 
doS Ff, Aye lt 7, (9.4.19) 


doz #, EIE = 2: + By 
fost, Age 3C cb ht, dui d d AP n, 
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H (9.4.19) RARA (9.4.18), 097 (9.4.17). 
因为 


OOE ORDR 


故 
En (2) = 14 galt) + £A pia C + (1 = PYA p-ro- (D. 
FH (9.4.8) Al C9 4.180 有 有 
+ ‘Pp q 
( p Ven) Ku GO = 5 ( ;) ( $ 


k=l 


X Kepagiptq-2(*). 
如 果 用 (9.4.16) KIH ES A KG OAR 2 植 计 算 量 
很 大 ,下面 介绍 一 个 近 候 算法 . 
E 09.4.2) A 
Kee) = D GG) E- 
kad RI 


= eft, Akl = du: = mun. 
BRE (9.4.16), 有 
R(x) = estate tad moo. d m n cb crib n, 
Rr = aa: na. (9.4.20) 
由 定理 9.2.5 (CIA m = n) 
NC) = Dirge — 1G — 1)* 
= aX G- 1» a 


= 4 SRG — 05 
这 里 (m), 200 RB, B, XIE. 
于 是 由 (9.4.20) 得 出 


(06 ) (m), = (2) )& Be (9.4.21) 


a 


+ 3426 


Wifi 
RG) 一 (1 十 (m)z) Gi) (mas (922) 
r(x) = (x — (m, Gn: = (m). (9.4.23) 
FA 9.4.20) $1 (94.215,18 
Airy RU Ban), — Cate: bak, att = CORCSEIM 
(9.4.24) 
特别 地 ,有 
aB, = ay tay t+: bag 
= am, + am, + oc: + ns 
Znin — 1) B, = ay + cos de aa + auaa Fo d ausa) 
m= unn -—li)mm — 1) + +> cb n2 — I) 
X mm, — D + llamm 十 
+ n,m sts], 
AS SRA Se, 公式 《9.4.247 ARIE BR, 但 是 在 
一 些 重 要 的 特 款 , 往往 有 更 台 宜 而 简便 的 近似 式 。 这 有 如 下 面 的 
例 所 示 . 
例 9.4.3. 考 两 副 牌 的 类 数 是 :, 每 副 牌 中 每 类 有 牌 的 张 数 都 是 
4， 则 棋 阵 多 项 式 为 
RG) = [Kus (1! o (e*t, Bh: mm bt: me Con, 
= (G2 Y, f(x): — e, 65: m bu: m (aX. 
由 定理 2.6.1 的 系 和 (9.4.24), 得 
Kt B, = Y GI bir ++ sfoghs Pi = fis n = as,(9.4.25) 
特别 地 ,有 
nB, = sa ~ na, 
Zn(n — LB, = s(a(a — 1)P + sls — Yat 
= nfn — Dë — nlaj. 


因为 
Yali -oba = fbf + ( at + i( : ) bh 


+3436 


k 
(Lancet oe, 


刚 (9.4.25) 为 


£19), 8, =a a* n... + NET — 10), 
«fe De ora 人 | 


X at (a 一 DII. + eee, (9.4.26) 


这 里 (n): = n(» — a)n — 22a): (n—(k — Da), BH, 
BEY Cl + a7 的 Taylor 展 式 是 


k 
(1 + an^ Dr) "E 


RHE 2.6.1 的 系 ,得 
(5)... = Yagci Blin" BCR) gis mg: = (n) 
. Mif €9.4.26) 可 写 为 


Ai) Ba — an), +O" — a)( *) (5 一 1)x-i 


十 Apin 一 2 ena 二， a (9.4.27) 
这 里 


Aig = et: laa 一 X : ) + 2{a —1)(a 一 2)(*) | 


+ 3(a —12( $]. 


UAB (2.4.13) 得 


Ned mm py Soy NILT 


Lc rte — IX — (G — 24») 
i 2 a(a —1) 
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ul rm -3 eet 


(a 一 DACE a. 
Eher ZH (9.4.28) 


这 里 
fiC a.i) = 8Ca — 22103 — 2a + 3079 — a] 
+ 3Ca — 1) GO — talih + Salih 
一 4d + a’). 
(9.4.28D HAT RI of 就 是 击 中 多 项 式 的 系数 的 渐 近 式 。 


§9.5 RRA AS PE (OT 


AK STE FE AR AE ABE EI 

首先 讨论 互补 的 两 个 棋 阵 的 棋 阵 多 项 式 之 问 的 关系 - 
0 E m x n RE A 的 模 阵 多 项 式 是 RG), 4 的 补 横 阵 
(A) = 4 的 械 阵 多 项 式 是 OG), Kei) BAB R IE S A 
(9.42): TEF 

定理 9.5.1. 


QG) = > ral rK ima) (9.5.1) 
kzü 


= RO 7D E eG, F Kimm e): = K ta—tun- C2). 
证 明 。 对 《4) 应 用 (9.2.16), 得 


QOO = peralx/A) = 5 ipera 
T 


= >> x? > MUS -+a ai 


PO Maj cem 


i; ep 


= x 3 CL = Gig, roO du) 


FeO Qaem 


REPLIES 
- 9 cow M T EBEN 
two kæp WA cA ot 


th Saye PR 
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x > xi7* 
IA ore aem 
{Aerts Het b en, pent, era T ae A} 


= X C— xr, D, (petia F mrn) 


klD tao 
= D, Coa Mr gpera T m-ra 
koro 


= > C2) 'r Ke sco) E 


Awd 


这 就 是 (9.5... FO BALM T 25 09.4.1) 所 界定 。 (9.5.1》 
的 第 二 式 仅 只 是 第 一 式 的 男 一 写法 ， iR. 


Rl. A 
Ræ) = >) Rx), (9.5.2) 
H0 
则 
O02) = 3) (-*)0,@), (9.5.3) 
PI 
这 里 Qla — 7) x Ca — j) ERRERA Ge) 为 模 阵 
多 项 式 的 棋 阵 的 补 的 械 阵 多 项 式 . 
WEBB. ER 9.5.1 和 (9.5.2) 可 得 
OCE) 一 RC xf) Kou) 
-— > (xp IRL —xf)K imin Cr) 
m > (—xyRÁ — a] Kwon Cs) 
= 216990). 
证 毕 ， 
系 2， 设 对 应 于 棋 阵 4 和 它 的 补 4 的 击 中 多 项 式 分 别 是 
Nas) = > Nga, M minh?) = 2 M jii, (9.5.4) 
" io imo 


» 3465 


N, == Mascus (9.5.5) 
Newt) = M molt), (9.5.6) 
Mu) = NL alt), (9.5.7) 
证 明 ，N; 是 在 械 阵 4 dpud mc PRR, HB 
有 个 在 禁止 位 置 的 放 法 数 ， 也 即 是 在 棋 阵 4 中 安放 二 个 互 不 福 
过 的 棋子 ,使 得 恰 有 m 一 i 个 在 禁止 位 置 的 放 法 数 , RA (9.5.5). 
由 《9.5.5) 378. (9.5.6) 和 (9.5.7), 证 毕 . 
SRG) MOG), BA FHA. 


定理 9.5.2. 
R(xE Jar = C1 + x)*Q (^ T : E~) at. (9.5.8) 
KRY BA 
BO rn — k)1 — S3 g Cox + en — R1. 
J ‘ (9.5.9) 
AEBj. Edi (9.2.21) 有 
(n — m)1NS (GO) = R[G — EI)E7]et, (9.5.10) 


Fy (9.5.6) 得 
(5 一 m)iN, G) = (n — mM at) 
= OL Ce! — LE Jat. (9.5.11) 
比较 (09.5.10) 81 (9.5.11), He 2 1 — x, (813 (9.5.8) , TES, 
现在 来 看 一 个 简单 的 例子 ， 
$95.1. wh 4 — 1. Wi 


'011 
Zu 0 J 
110 
而 棋 阵 4 的 模 阵 多 项 式 是 
R(x) = +7)’, 


所 以 ,由 定理 9.5.1 , BE 4 RRES AA 
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Ole) = Kar) 一 3xKoale) + 3x*Kaw Ce) 一 Kou) 
= (1 + 9r + 1822 + 6x?) — 3x(1 + 4x + x?) 
+ 3x71 +x) 一 各 


= 1+ r-t Gar 2x5 (9.5.12) 
芭 过 来 ,又 有 
(1 c rY = R(x) = Kos te) — 5 区 Ganfz)] + 92Kan@) 
— 28K gsx). 


AA *4 的 全 积 和 式 等 于 


iig? 
x | 0 i l | 
101! 
的 全 积 和 式 , 市 后 者 , Arp (9.5.12) 所 表示 的 0(Cx) 正好 是 3 阶 的 
既 化 ménage 问题 的 棋 阵 多 项 式 ，(9.5.6) 的 关节 在 现在 这 种 情况 
下 就 是 3 阶 更 列 问 题 的 击 中 多 项 式 
Nlo = D = 2+ 324+ 7, 
因而 
M;(r = 264+ 374+ 1, 
现在 转 而 讨论 两 个 棋 阵 等 价 的 问题 . 
TEX 9.5.1. 如果 了 两 个 模 阵 4 和 吾 的 横 阵 多 项 式 相 同 , 则 称 这 
两 个 楼 阵 等 价 , 与 此 相对 应 地 ,如 果 丙 个 (0, HEBE rA 和 #8 的 全 
积 和 式 相 同 , 则 称 这 两 个 (0, ?矩阵 等 价 . 在 这 两 种 情形 都 称 (0， 
1)- 短 阵 4 和 8 等 价 , 并 记 为 4 ~ B. 
注意 , 这 里 并 不 要 求 丙 个 等 价 的 《0,1)- 和 矩阵 具有 相同 的 行 数 


或 相同 的 列 数 . 
Ee RPSL AS BER, Mt CO, D-5BBE 4, 有 
Aw AT (9.5.13) 
A~ A (9.5.14) 


这 里 AT X A, A RE A TA SE BRI AY EB FF 
而 得 出 的 矩阵 . 
由 (9.5.13) PJA 
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HB (9.5.14) 可 知 


111 110 110 
人 
'001 :100 010 


AT ZEE RA BUS EE BEA BB E (9.5.13) M (9.5.14 判定 ， 例 
如 。 


i1 111 
~ 9.5.15 
(1) (ooi) ( ) 
111 
( 001 (1332) (9.5.16) 
011. 00001/ UU 
001 
111 110 
100 110 
~ ; (9.5.17) 
01209 010 
001 001 
;100 
OL Li Loo 
1 o 1 j— » 9.5.18 
| | 110 ( ) 
11a: 
011 
(9.5.15)— (9.5.18) B9 gt PES DA aE 
1+ 4r + 2, 
1 + Sx + 4x, 


L + 6x + 927 + 4x3, 
1 十 6x + 9x? + 227, 
这 就 自然 发 生 一 个 问题 : 寻求 棋 阵 等 价 的 易于 检验 的 充 要 条 
忻 。 这 一 问题 迄今 尚未 效 得 完全 的 解答 , 仅 只 有 一 些 局 部 的 结果 . 
定理 9.5.3. 两 个 棋 阵 等 价 的 充电 条 件 是 它们 在 能 包容 它们 
的 任 一 矩形 械 瘟 .上 的 补 阵 等 价 ， 
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这 是 定理 9.5.1 的 直接 推论 ,但 是 这 并 不 解决 检验 横 阵 等 价 的 
一 般 问 题 ， 

这 个 定理 述 可 以 在 形式 上 氨 述 得 更 贺 满 一 些 : 若 两 个 棋 阵 等 
价 , 则 它们 在 能 包容 它们 的 任 一 矩形 棋盘 上 的 补 阵 等 价 ;车 两 个 棋 
阵 在 能 包容 它们 的 基 一 矩形 棋 玲 上 的 补 阵 等 价 ， 则 这 两 个 械 阵 等 
fr. 

如 果 在 一 个 w x p WE C BE E.— I m X n 的 棋 阵 4, 成 
为 一 个 m X (Cn + p) RRE D, WEDA 

D: = AN C, 


BRA AVO~ CVA, 
定理 9.5.4. AH Seam. 4 ~ B. 则 
AM C — BNC, (9.5.19) 
TEAR. ich S RRES TAH ROS). BRR. A 


Rix, 4) = Rr, B) = Y rx. 
PET. 


Zu 
Ror, AV C) = S Ret, 


toi 
则 


R, => PX iu ) (, 7 ) (k — p. (9.520) 


这 是 因为 ,在 横 阵 AVC ER RPE RMT SI ACERO? 
个 互 不 相遇 的 棋子 一 一 这 有 ry 个 取 法 ,再 由 C 上 取 太 一 j 个 棋 于 ， 
使 得 前 后 所 取 的 全 部 棋子 在 棋 阵 4 V C 上 互 不 相遇 一 一 这 有 有 


mi 
( t-j ) es 
MAR ik 1 DAT EASES (9.5.20), AE, 
R(x, BV C) = >) Rash, 
其 中 Ry 0328 (9.5.20). (9.5.19) 得 证 ， 
TESA. 
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“不 失 一 般 , 可 设 A, BOREL mX n 的 . SEL 9.5.3, 4, BE 

m Xn WSR LAO spel Seer: 
A cB. 

再 由 定理 9.5.3, A,B E m X (n p) IEEE ECL ETHER US AR 
Ops TXT AMER AVC 和 BVC. is. 

由 定义 9.5.1 和 定理 9.3.2 的 系 可 直接 推出 

定理 9.5.5. JEDE A HERE CAE PURUS SALE Bud — 3X 
格 的 展 式 中 ， 二 个 包含 多 项 式 相 同 ， 且 二 个 排除 多 项 式 相同 ， 册 
4 — B. 

使 用 定理 9.5.5 的 困难 在 于 寻找 合 于 要 求 的 实 格 . 

有 了 上 面 几 个 定理 ,就 可 判定 (9.5.15) 一 (3.5.18) 庶 式 的 等 价 
性 ， 而 不 用 求 出 其 棋 阵 和 多项式， (9.5.15) 和 (9.5.16) 的 第 一 个 等 
价 式 是 上 应 用 定理 9.5.4 的 例子 ; (9.5.13) 是 应 用 定理 9.5.5 A 


T: 
ox* x: £00x 
X X. 
pera roe |= oe ) pera *O7 F, 
«x D 


xx rx 0 
x* 0 0 
x00 
xog poor 0 
= xx 
pere sxo xpera 。。 perg 3 
ùr 
0xzx 


上 面 每 一 式 的 右 节 是 其 左 节 按 带 * 的 元 她 开 的 展 式 ; XA LAUR 
节 的 二 人 外 三 阶 些 阵 只 是 列 的 顺序 不 同 而 已 。 故 二 者 的 全 积 和 式 相 
fa Amato ta RAS tall. 

(9.5.17) 是 应 用 定理 9.5.3 和 定理 9.5.5 的 例 于 ; RAL 
节 在 4 x 3 的 权 盘 中 的 补 与 * 之 积分 别 是 


000 10 Ux* 
Ox«*x 00x 

和 > 
x 0x x 0x 
xxü' ix x 0 
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其 全 积 和 式 按 带 # 的 元 的 展 式 分 别 是 


0 0 0 

:0 0% 
0 0 # 
pers | x x | + pers 3 
x Oo 2 

x 0 
xxu 
0 00 

‘ao 
00x 
xperg | x 0 | + mra a 
xO * 

x X, 
xxü 


ZZA, 故 由 定理 9.5.3 便 得 (9.5.17). 

下 面 的 表 列 出 了 具有 n(n < 6) 个 实 格 的 一 切 不 等 价 的 连通 
棋 阵 及 其 棋 阵 多 项 式 。 这 里 ,连通 棋 阵 指 的 是 ,只 经 行 换 序 和 列 换 
序 不 能 化 为 准 对 角形 (对 角 线 上 的 子 块 数 > 2) 的 模 阵 . 

值得 注意 的 是 , 对 每 一 个 正 整数 *， 仅 有 一 个 二 项 式 1 + ar 
能 为 具有 = 个 实 格 的 棋 阵 的 棋 阵 多 项 式 。 此 外 , 在 具有 a 个 实 格 
的 棋 阵 的 棋 阵 多 项 式 Rea Ce) rh, [E RoC) 达到 最 大 值 的 多 项 
式 一 一 称 为 景 高 多 项 式 ,而 RoC) 称 为 Ren) 的 高 度 一 一 可 由 
下 面 的 定理 给 出 . 

定理 9.5.6， 若 用 L(a) 记 具 有 n 个 实 格 的 连通 横 阵 的 最 高 
棋 阵 多 项 式 , 则 有 


Lex) = l, (9.5.21) 
Llr) = 1+ x, (9.5.22) 
Lite) = LG + Lo), 8 292, (9.5.23) 
且 有 唯一 的 解 
n—itl-, 
LG)- Y ( je, (9.5.24) 
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WES). 455501,09.5.21) 81(9.522) eel, 2 NARS 
项 式 , 今 用 数学 归纳 法 证 明 (9.5230, HE— P SIRI Rolw) ,得 
Ray) 一 "PIC d- tOna- x), k => l, (9.5.25) 


+ * 


家 9.3.1 Boal <6) PSMA ER SE IL ii 


HRE S T 


1 (12 l+ 
2 f1 13 1 +2 
(11125 . 1 + 3x 
3 (1) L+ 32 4 x7 
D 1 
— 1 111) T" 
* 1 »«c D) 1+ 4x 4 2x* 
4 EUN 11 
C Loy (1 1 » L + 4x 4 32! 
I 
(111112) 1 + Sx 
(- l4 Sx + 3x" 
0001 
(iio 1+ Ss 4 dr 
911 G01 
5 (C 11 2) E+ Sx 十 Sx? 
ool 
11i z ， 
010 L + Se + 3x +2 
o71 
1t0 ; 
2 
011 l4 5x t ór 
001 
(11111 1) t+ ór 
11 
GI ) L- 6x + 4x? 
ouoel 
1111 
C 1+ 6r + 6x? 
6 D 
1 + 6x + 7x3 


#35358 


Bos 


100s ;11T11870 
o111) (oo00o011) 


Ut EE e Tis, 


1+ r + Br? 


L+ 6x + 7x7 + x’ 


l 
üt 
1 
D 
0 
1 
I 1 4 6x + 7x? + 2x? 
ü 


1 + 6x + 8x7 + 2x! 


: 
| 
| 
| 
| 
| 


11a lida 

0] Hen] b+ 6x + Sr: + 2x! 
lui! aod 

1100 

HB 1 + 6x + Ox? + Fx? 
ood1 

Dig 1110 

TEUER 1 4 Gx Or es 
0:890 

001 0001 

1100 

TID 1 + Bx + lür? + 4x4 
0011 


这 里 Paw) 是 有 ”一 1 个 实 格 的 某 一 棋 阵 的 横 阵 多 项 式 ， 
.kt 是 有 ?一 克 个 实 格 的 某 一 模 阵 的 酝 阵 多 项 式 , 丙 "R1" 
是 由 棋 阵 的 连通 性 得 出 的 . 
FH (9.5.25) 可 得 Ra; Ce) 的 高 度 是 
Rll) = PAGOS + Ong), £221. (9.526) 


Re) = Pal) 


max RoC) = TEN x Paa), 
Beas ix) 


因而 


» 854 « 


后 一 式 成 立 的 原因 是 ， 对 任 一 具有 n 一 1 SERRE ALT ES IU 
一 个 实 格 成 为 一 个 共有» 个 实 格 的 横 阵 ,， 所以， 有 

L1) Ze 1,401). (9.5.27) 
FA (9.5.26) 981 (9.5.27) 可 得 


max Ro) <= max P,,(1) + pax Ona) 
Ria LE 


< max P, (1) + max PM 
Pyle) Qa; 


RA 
E,C1) «& Laat) + Lall), (9.5.28) 
一 方面 , 适 台 初 值 (9.5.21) 109.5220 以 及 递归 关系 
(9.5.23) 的 棋 阵 是 存在 的 ,例如 


11 0 
n 

Cub PEHE-ALP (9.5.29) 
0 "um 
1 1 

ta 0 n+l 

vv Je ATs Æ Ha (9.5.30) 

1 1 
0 ù 1*/ j 


就 是 , XET k 的 实 格 展开 即 知 , 再 由 妇 钠 法 假设 和 (9.5.28), 从 
(9.5.21)—(9.5.23) 确定 出 的 L.@) (2 Sl) 必 为 最 高 多 项 式 ， 

AAR (9.5.21) 和 《9.5.22) 是 唯一 的 ， 因 而 适合 (9.5..21) 
和 (9.5.22) 的 递归 关系 (9.5.23) 对 任意 n 的 解 也 是 唯一 的 ; 不 难 
看 到 ,这 就 是 (9.5.297。(9.5.307 的 棋 阵 多 项 式 ， 亦 即 (9.5.24)。 
证 毕 . 

须 注 意 ， 最 高 枢 阵 多 项 式 的 唯一 性 并 不 意味 着 具有 最 高 棋 阵 
多 项 式 的 模 阵 也 是 唯一 的 ,自然 ,在 等 价 的 意义 下 是 唯一 的 . 

最 高 多 项 式 L.C) [ul Ev HE BEE (9.5.29) 和 C9.5.30) BUE 
系 , 在 于 节 还 将 遇 到 。 
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$96 Br 5 JE BEDAE 


CEB PEDE BEBE, Ax RE AE BEG ménage 问题 的 棋 阵 
(9.1.7), E] EZ AB Bt E (9.5.29) 1095.30). 下 面 就 专门 
研究 它们 并 用 来 解决 一 些 别 的 问题 . 

an 把 ménage 问题 中 的 圆桌 换 为 条 桌 所 得 的 问题 ， WAS 


定理 O61. # 阶 既 化 ménage 问题 的 击 中 多 项 式 UG), RI 
与 此 对 应 的 条 桌 问 题 的 击 中 多 项 式 VO 是 


2n -一 
uos D 2 ("o e-pr e-Ds Gp 


pikan 2n 一 & 


、 2a — k 
Falt) = ， a — k)i —1)*, 9.6.2 
Q- SO e- eD (9.6.2) 
AAR BH 
U = V,G) + G — DV lt). (9.6.3) 


WEBB, 记 = 阶 既 化 ménage IRMEBJEBEZXId AOI M.O..5 
之 对 应 的 条 桌 问题 的 棋 阵 是 


1 1 
1 10 
11 
. 0 Q 1 *X53 
故 其 棋 阵 多 项 式 为 Luo). KB LG) 的 表达 式 为 《9.5.24?。 
f& (9.1.7) 的 第 = 行 第 一 列 交 口 处 的 实 烙 展开 ,得 


MG) = La) + x Lms), n> l, (9.6.4) 
H (9.5.24) R (9.6.40 得 
2n Zn —k 
M, = "Tuc x*, a . .6.5 
e) PP k ) TL O8» 


根据 定理 9.2.5， 出 (9.6.5) (HR (9.6.1), WAE, H (9.524) 得 
+ 356 。 


(9.6.2), (9.6.3) B (9.6.4) 得 出 的 ， 证 毕 ， 
FER, (9.6.1) 和 (9.6.5) 仅 当 w 2 1 时 才 有 组 合意 义 ， 当 
n= 1 时 ,它们 分 别 化 为 
Ut = —1 2r, 
M,(#) = 1+ 2x, 
Xxu EX'CTUAEX. RESCH. se 一 0 时 ,定义 
Uy) = Mie) = 2 
BX ELÉAII H.E REGERE 2] Dg MO 1. 对 条 桌 情 形 . M 
XE X. 


Vor) = Lx) 1, 
FRM RAI € 12, 01H, U,CO = S UM 的 系数 的 
2 kl 
数值 


3 9.5.1 Us Lor EL 


E 
5 
Lg VA 
PE 
fa 


0 ù ] 2 | 13 80 579 4738 43387 439792 
1 Ü a 8 7 30 | 192 | 1344 | 10800 974341 | 976000 
2 i 3 4 | 40 | 210 ] 1377 | 11672 | 104256 | 1036050 
3 2 8 | 20 | [52 994 | 7888 70152 | 695760 
4 2 | 15 60 169 | 3600 32958 | 328920 
5 2| 24 140] 1232 11268 115056 
6 2 35 280 2856 30300 
7 z 48 504 6000 
8 2 63 84n 
9 2 80 
tn 2 


9.6.2 Wie VG) 一 > ,7Yg ”的 系数 的 数值. 


had 


昌 然 定理 9.6.1 给 出 了 ménge 河 题 的 完全 的 解 , 但 是 为 了 导 
出 进一步 的 结果 和 利用 它们 来 解决 一 些 其 他 问题 ,这 是 不 能 的 ,还 
需 介绍 另外 的 方法 ， 
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9.6.2 Vu 的 信 表 


48800 488592 


1 103605 | 1030865 
2 154364 | 1036809 
3 65784 657 18 
4 28764 291900 
5 9090 95382 
6 2100 23310 
7 336 4236 
& 36 540 
9 1 45 
ü 


H 


m 


由 定理 L2.3, 集 [1, *] 的 入 无 重组 合 ， 其 中 无 二 数码 视 邻 ， 
这 样 的 组 合 数 是 


flask) = ( 


现在 给 出 它 的 另 一 证 明 . 

把 合 于 要 求 的 组 合 分 成 两 类 ,一 类 包含 n, RRA n. Um 
组 人 台 包 含 *， 则 不 能 包含 = 一 LHR 一 工 个 元 只 能 在 l,a 
2] 中 选取 , 其 取 法 数 为 Ks —2,k—1), MRAAKS n. UA 
个 元 取 自 [1, > — 11, 其 取 法 数 为 f(z — 1, 4). AE 

Ink) = Hn l, A) 十 fn 一 2， k—1), (9.6.7) 
Fi f(a, 4) 的 初 值 
f(a, Ll) =n; fl, n) —0 (2 > 1) 

种 递归 关系 (9.6.7) 使 每 (9.6.6). 

现在 利用 《9.6.6) 来 确定 e(a, 0— 38 L1, 01 中 的 元 依次 排 
在 一 个 圆 局 上 ,从 中 取出 盛 个 互 不 相 邻 的 元 的 取 法 数 , 

仍 将 合 于 这 里 的 要 求 的 组 人 台 分 成 两 类 ,一 类 包含 n. 一 类 不 含 
r, RETO GE s. 风 不 能 包含 6 一 10 LHR & — 17 76 BG 

(8 


UT. 


n (9.6.6) 


在 t2, n — 2] 中 选取 , 且 2z fn — 2 78 BHIBAB HORA RERA 
Ka—3,k—1), MRAAKE n, 由 类 似 的 推理 知 其 取 法 数 为 
fa- 1.4). FH 69.6.6), 最 后 得 

gin, k) =fr l, 4) + fin —3,£—1) (9.6.8) 


CIS) 


~R &£—1 
-c i 
- z( nma 小 (9.6.9) 


今 著 虑 数列 GCs AD) ane 和 Celna 4))ave 的 普 母 函数 
fl): = P nnm D, fo. Aa, 
kod 


oak a SER 
go: = Sign, ast = DS) gla, x. 
karo oce 
于 是 有 
f,G) = LC), g GO) = M,C). (9.6.10) 
因为 


Eun) = frail) + rhs) 
m hax) + oxrfa-i() 十 rf td) F thashe) 
= gun-(x) + xps), 
所 以 f(x) A g. C2) Sh Ie Lo) 所 满足 的 递归 关系 (9.5.23), 
BT 


ga) = gate + Xgl) 
= (1 xg + tga,-a#} 
m (1 E lege, CE) — sg), 
RA 
M, (x2) — (1 + 2x)M,a) — xM, ux), n 22, (9.6.11) 
34s —2HJ, AROMA Mo) — 2, Me — E 2x. BM 


"359 = 


地 ,有 
Ly (c) = (1 十 Ie) Lig ale) — PL, s. (9.6.12) 
这 与 《9.6.11) BUE SUB. 
E (69.6.11), Hid Moe) = D) Mast, Mag 00 20, 


PET) 
k> 0), Wi 
Ma Maa + 2 Maana Man on dl, 


因而 
Ute) 一 > CM n-k + 2M,.-ask 一 M nanan 一 &)! 
Apo 
x C#— 1} 


—(5—2-20U,a4Q — (Q — D-4 Ua) 


— (1 — VU, SG > 1), (9.6.13) 
对 V.GO 也有 类 似 的 递归 关系 ， 
H 
2s — in—k 
Mu ;0 — A k ) 
= —À . —— M s-k- (9.6.14) 


得 出 
(n — DRM, = 2n(n — DM ants ki 7 CK 7 19M ats 
因此 
(n — 1) -È M(x) = 2aln — Mey) — nx & Mae). 
dx dx 


(9.6.15) 
又 由 
Lys x La -3a-1à (9.6.16) 
得 出 
KLu-uk = (2n UT 12a aki -= (& 一 1) Eaa-3.4-13 
ut 
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a Lair) = (2n 一 1)£4, x) — X a Ly). (9.6.17) 
dx dx 


Hi (9.6.15) 和 (9.6.17) 可 得 
(s — D UG) = nn — DU AG) + 5(1— 0 


x E UG. (9.6.18) 
di 


4 y (y = (20 — DV a) FA — DZ). — (9.619) 
dt dt 


写成 系数 的 关系 ,就 是 
(n 一 了 下 CT 一 nn — 1 — QU, aa + sKU as (9.6.20) 
AV, = (2n AV gaa 十 RV uua . (9.6.21) 
由 
Mt = A L-iiis 
可 得 
H UG) = 20V a), (9.6.22) 
从 而 
RU os = 2nV s-iga (9.6.23) 
为 了 得 到 一 些 不 涉及 导数 的 递归 关系 , 特 引 进 辅 助 函 数 | 
wor DA) DGD (9.6.24) 
kat k 
由 
2n 2n —k _ 
LU k 】 (n — A)! 
_ i T KaD- Dn Ë kE, 
2 5 车 Fi == fj; 
得 出 
Ue) = oW, 240) + 20 — 1». (9.6.25) 
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Mam (REN (kN, 


& k—2 
得 出 
Ue) = WO — 0 — LFW 0». (9.6.26) 
EH (9.6.25) 得 中 AC W palt) FFA (9.6.26), 有 
UC) = 1 (Ua) — 20 — 019) 一 -— 
x x QU. — 2(r— 1), 
5 n" 为 n 一 1, ER 
(n — DU) = n(n — 22U, a) + n — 1YU, C) 
— 4( lF, (9.6.27) 
Fre 0, 因 Upo =U, (ménage Y, (9.6.27) 就 化 为 (3.2,11). 
由 
n 一 5 NC 一 十 1 nom k 
( )9- G2» 
可 得 


Vi) = Ws — (:— 1W,aG)., (9.6.28) 
AB (9.6.25) 和 (9.6.3) 有 


Wa) = A (U,G) — 2(: — 1») 


一 二 WV) FG — DV,LaG) — 20 — 19"), 


(9.6.29) 
由 此 和 (9.6.28), 得 出 


V.) 一 a i1 CV a + G — 1)V,G) — 20 — 157) 


at) F G — DP — 20 — 1)*), 
(9.6.30) 
在 (9.6.30) 中 换 n 2j n—1, fis 


= 362^ 


(n — VD = (n! — 8 V+ fe — 1Y 
x F.oaU)—2(—1y, (9.6.31) 
R= 0, Hid V,CO = :V,, WE 
(n — IDE, = GF — n — 19V, HF nV, + 2(—1Y**. 
(9.6.32) 
现在 可 把 上 述 主要 结果 总 结 为 
E H 9.6/2. AR UG) 适合 递归 关系 式 (9.6.18) 和 
(9.6.27) ,其 系数 适合 递归 关系 式 (9.6.20). AX V LG 适合 递归 
RAD (9.6.19) 和 《9.6.31), 其 系数 适合 递归 关系 式 (9-621). BR 
3t U.CO MV .CO ZAK AA (9.6.22)， 凌 系数 闻 有 关系 式 
(9.6.23), l 
Æ ménage 问题 中 ,两 个 已 给 的 排列 取 非 常 特殊 的 形状 ， 
1 2 -CC 1 "n 
23--- mn l; 
WRA AP BERI EC RAR, BA 
问题 9.6.1. SE [1, 51 的 -EEH mai caus 使 得 阵列 
EERTE 
flatt in (9.6.33) 
HEADE, SEGKIXREBUHEXDECE RUE E E 
hia +t, 和 Ao + in 是 两 个 给 定 的 呈 无 重 排列 | 
因为 在 阵列 (9.6.33) 中 ,各 列 间 的 绝对 位 置 并 不 重要 ,相对 位 
置 才 是 重要 的 , 故 不 失 一 般 , 可 设 (9.6.33) 29 


l 2---2—1 # 
A h^ M tet fa (9.6.34) 
a a't Huc) fa 


如 果 排 列 nr 六 所 代表 的 置换 属于 轮换 类 Cy eee 则 记 间 题 
9.6.1 FOR Z TAMA Ree, 1 50 tent), 其 相伴 多 项 式 为 
r(x, 1 52 ki pts ), 击 中 多 项 式 AUC, LZ ae ented DE 
MG) id KB ménage ARE SA, nu Ge) 为 其 相伴 多 项 
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式 ,U Ct) 为 击 中 多 项 式 ， 
定理 9.6.3， 对 阵列 (9.6.347 ,问题 9.6.1 的 棋 阵 多 项 式 为 
RC ay V2 + nko) = (1 H x) OM GO) P CM LG) Y; 


(9.6.35) 
其 相伴 多 项 式 为 
r(x, 1525. gf) = (x — Dom) mn) to, 
(9.6.36) 
ERIS 
r(x, 1525. onta) = S Am, ix), (9.6.37) 


这 里 诸 4; 是 轮换 类 C, Ww, 的 亩 数 ; 击 中 多 项 式 为 
U(t, [hee 5*5) — (1 — rC ECE — r), linin)0! (9.6.38) 


== 2 AKI — (OU, iG, (9.6.39) 


这 里 的 A 与 (9.6.37) 中 的 相同 . 

证 明 . 设 此 时 的 械 阵 是 4. 因为 9.6.34) 的 第 一 行 是 在 标 
PENA, M4 的 主 对 角 线 元 素 均 为 1， XA (9.6.34) 的 第 二 行 
所 代 吉 的 置换 可 以 分 解 为 右 个 了 无 公共 元 的 -轮换 (iui <n) 
之 积 , 故 对 4 经 过 适当 的 行 换 序 和 同型 的 列 钦 序 ,可 化 为 如 下 的 准 
SEDE: 


1 bat 
11 
11 
"+ 起 个 
11 
B = 11 (9.6.40) 
110 
011 
0 
101 如 个 
110 
011 
101 
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HEM Re LASIK FY ménage 棋 阵 ， 因此 ,由 定理 9.3.1 便 得 

(9.6.35). FRA ARPES OA ELS (9.6.36) A (9.6.38). 
#1 (9.6.11) 及 sp.(x) 和 M (x) 的 关系 有 
ma(x) = (x — mat) — mite), n > I1 (9.6.41) 


和 

mx) = 2, mx) — x — 2. (9.6.42) 
JE m,(x) 与 Ue6bmiea 多 项 式 

T(x) = cos (narccosx) 


比较 是 有 益 的 。 因 为 
Tf) = cos((n — 1)arccosr) cos (arc cos x) 


一 sin((n -— l)arccos x) sin (arccos x) 


= tT, a r) — 1 CT, ax) — T,()), 


FUA 
Ta) = 2xT a) — Ta). (9.6.43) 
因而 
Te) = 2x Ta) um Tun) 
= (4r? 一 )T48) — 2x Tia (x) 
= (4x? mi 2) T4, x) — Ta). (9.6.44) 
由 定义 有 
Tes) = 1, Tx) —2x*— 1, (9.6.45) 
比较 (9.6.41) Al (9.6.44) DL PER (9.6.42) 和 (9.6.45), 得 
-2cos2n0, cos 一 E (9,6.46) 
由 此 立 得 


mx) mx) = 4eos270cos2k0 
一 2[eos20f + 438 + cos2(j — k38] 
一 mjaa(x) + m4), (9.6.47) 
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在 上 式 中 若 出 现 mai GU > 0) 时 , 按 (9.4.16), 有 
mx) = mka). 
Mj AI, (9.6.47) 化 为 
(m C) == ma) 十 m). 
重复 使 用 (9.6.477 可 得 出 


Mime = Mititk + Mitji- 十 Hh pay + Ti 


m; me ora F imi. m; = mix), 
对 一 般 情形 .可 用 数学 归纳 法 证 曲 
Mmm, T ii ff cay uy cR, 
opm] 
Kjak) 
= P» TU (9.6.48) 


ZE (9.6.48) rh EIER ns 5. oi TBI mie cimi Jl ES 
成 诸 m, 的 整 系数 线性 组 合 、 XA 
z— l= mix) +l, 
故 一 切 
(x — Dn) On Cw) t 
ERES BE mj(w) 的 整 系数 线性 组 合 ， Ft RT FECE ae 
证 明 
(x — lkm, = mt + m + mè), mi: = ml), (9.6.49) 
MEER. AMET (9.6.37), 因此 《9.6.39) 也 获 证 ， 
we. 
现在 来 看 一 个 例子 . 
例 9.6.1. ZR (9.6.34) HRISHEZI] nisi E3422, 
则 棋 阵 多 项 式 的 相伴 多 项 式 是 
(e lmp = m H m t om), mt: = male), 
DR n & E 
U, t (1 — QU, + (1— Un 
= U""qQU! 4 Oo DU He (1 — 3], 
ut: = Ua), (9.6.50) 
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Y n 3h, ERIE 
UAD + O1 — DUG) + (0 — (UG) — 6 + 22, 
Lea, SEM T BÁAABBSRHESPE “RAR” HOFER 
的 个 数 及 其 相关 的 一 些 问题 ， 通 过 ménage 和 横 阵 便 可 得 到 解决 ， 
ménage 棋 阵 述 有 许多 其 他 的 用 钼 ,例如 对 拉丁 嫩 的 重要 应 用 ,这 
里 就 不 再 继续 讨 沦 丁 ， 


$97 H JG HE H 
3 EL BA TEER DE 
o: = Qarta = 
1:1 0 
1 ra 1 1 ae 1 
1 1 1 1 1 1 41i» 


ROROR 94 4 O4 RON 4 OR OR OR XR OA RON O3 OR on 


(9.7.1) 
其 中 第 j 行 的 1 的 个 数 是 pg 十 (一 24 «is. Bee 
«a — 1, W (9.7.1) 退化 成 三 角形 祺 阵 , 记 《9.7.1) 的 棋 阵 多 项 式 为 
Q(p.q.ai +)， 把 它 按 第 一 行 的 全 部 实 客 展开 ,得 


Q(p.q, a5 x) = O(p a.a — lo a5 x) + prota 


一 lsg — l.aix). (9.7.2) 
当 g 一 1 时 ,有 平凡 的 公式 
Otp, 1,2; *) = 1 + px, (9.7.3) 


EH (9.7.2) 40 (9.7.3) SERIES T REGE 793 Ol ps gs 2: x). 
例如 ,有 
Op, 2, ax x) = 14+ xC2p t 4) + plp ta — 1). 
Olp, 3, a; x) = 1 + a(3p + 32) + oL3p(p — 1) + bap 
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+ ta? — al t+ plp ta — p 2a 
~ 2), 
fü 
Q(p. 4, a: r) 一 2: Qa p, gs adst, 
则 由 (9.7.2) 就 可 得 关于 Op, 4, 2) 的 递归 关系 : 
Qu(p. 4» a) = Op H asg — 1, a) + pO +a 


mm 1,4— l, a). (9.7.4) 
直接 计算 可 知 
QG 4.2) = penQ — 2, (e+ G— Da) 
tain? 
由 (9.7.4) 和 数学 归纳 法 便 得 
q 
Qo. gs = Up)» ap(a D1, )+ E 
q 
x [G4 — 128 — 44] ( s) (9.7.6) 
Q,ÉP. qs a) = plp ta — Dp + la — 1): (o 
t — Dea — 1». (9.7.7) 


在 推导 .9.7.7) GO LR UR SS BS RUPTA 
Q,Cps 9 — 1, 4) = 0, 
例如 , 当 a 2 的 特殊 情形 , (9.7.5) —(9.7.7) 化 为 
Ove. 9 2) = glp+ 4 — 1), 
g 
0x0» 2 —(, ) ta D» 
Q,(p, 4, 2) — (p+ 4 — D. 
— RE Ht , "TUA FUELS SA S BAGUE. (9.7.4) TERR 


q^ 


Qa(2» 4. 22 一 i (UU 4q We (9.7.8) 
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Bulb ts 
Q(p, q, 25 x) 一 Seren 1},x* 
= Keprak). (9.7,9) 
这 就 是 说 , 当 e 一 2 时 的 梯形 裕隆 问题 与 (yp 十 q -- 1) X gq f558 
形 棋 阵 问题 相当 .这 六 一 次 说 明 炬 阵 械 阵 的 置 要 竹 . 
当 a | 的 特殊 情形 , 记 
Qr: 0m OC, q, 1: 2), (9.7.10) 
Ole)? = Qia l) = 01, 4, 13 x). (9.7.11) 
EAT AMANO. BRA H 
Qix) —14z, 
Qi) = 1 birt x’, 
Qi(x) = 1+ 6x t 73? + x5, 
现在 来 证 明 一 般 的 公式 : 
Q,G) = 之 SG +1,¢9+1—&)xt 


— (Q — x)", OF = Q4). (9.7.12) 
其 中 Slas k) 为 第 二 类 Stirling 数 . 
把 对 应 于 Qen BRE Orgtoxgan —— q + 
1 个 实 格 展 开 , 利 用 (9.3.8), 得 


Qu D (I Jot, Oxi m0 
人 


(k > 0), (9.7.13) 
这 是 因为 ， 把 械 阵 Q Go yix Gen AYE ot Fae FA 1 HRE, H 


去 其 上 个 元 所 在 的 行 和 列 , 共有 (”。 ) 种 方法 ;对 每 一 种 出 去 
Ae SPH AHE Dio -nxta-p- Bi (9.7.13), 有 
q 4 
Genter - SIG) +O joe 
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-= Dot 2 GI 


dake? © Oak-1ge A 
X Q,-i-a-pxt 
= (OF t r00, 05: —0,CO. (9.7.14) 


HITRE (Qao 的 指 母 函数 间 的 关系 式 : 
d v mm Cs)y - y 
dy cQ mm Q (x) e 9*9 2i Qant) 2 


= reg 十 > CQ + x)? ye 
422 41 
— (x t ete Py, (9.7.15) 
PADE (97.150 BIDAR FF 
Q(x,0) = Qi) = 1, Q(0,2— e 
(Ox, y): = erry 


的 解 是 
EO se guy a lieta), 
由 此 可 知 MEN 
ecu pe» ae D LD (9.7.16) 
xo kix* 
由 定理 2.5.4, 有 


etre Olay = 5 2i 5 S(q.R)x7^5, 


apo Gi wana 


比较 两 节 中 2 的 系数 ,得 


(Ole) — x)! e DS) Sq, xt, OF): = 0.0). 
UEEETI (9.7.17) 
另 一 方面 ,由 (9.7.15) 有 
O (gjer = (x 十 pr Je DD 


(Q(x) — rje 90979» edn, 
比较 两 节 中 她 的 系数 立 得 
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Q,GO = (QGO — xy, (9.7.18) 
EAS (9.7.17) Ee See 9.7.12). 
这 样 . 来。 可 以 同 与 Stirling MRO PHARM: 边 长 为 
4 一 1 的 直角 三 角形 棋 阵 上 放 饮 个 互 不 相遇 的 棋子 的 放 法 数 就 是 
第 二 类 Stirling MR Sg: g — k). 还 可 解释 为 ， 下 三 角形 9 阶 方 
阵 的 和- 积 和 式 是 第 二 类 Stirling XX S(q + 1,4 +1 — D. 
有 了 三 角形 棋 阵 的 棋 阵 多 项 式 (9.7.12) ,根据 定理 9.2.5 ,三 角 
形 棋 阵 的 击 中 多 项 式 也 随 之 得 出 ,因此 ,与 此 相应 的 限 位 排列 问题 
也 就 得 到 了 解决 . 
现在 转 而 讨论 Ope). 
Hi (9.7.2), 有 
Opal) = Orcus) — (p — Dass). (9.7.19) 
当 P 一 2 时 ,C9.7.19) 化 为 
Org) = Ogulx) — 20,@) 
= Q*(Q — x), OF: = Qœ). (9.7.20) 
另 一 方面 ,出 (9.7.14) 得 
Omk) — 10,07) = (Q +r), OF: = Olr), (9.7.21) 
BES (9.7.20) 41(9.7.21), (828 
Org) = OCO — x) = (Q + x), Ot: = Qla). (9.7.22) 
在 此 基础 上 ,可 对 p 用 数学 归 钠 法 证 明 一 般 的 公式 
Deg) = OF CO) a0, COM: = ACO — HO — 2x) -- 
(Q — (p — 1)x), (9.723) 
= {Q + (p— DxY, Of: = 0i). (9.7.24) 
iX RED A, pi (9.7.19) 32 (9.7.23) 型 的 归纳 法 假设 .有 
Oral) = P(O — x)00 — 2x) (Q — (p — 20x) 
— (p — D«Q*tQ — x)(90 — 2x): --C0—(p—223) 
= Q'(Q — rX Q — Zr) — (p — 2)x) 
x (Q—(p—1), 
JE BU (9.7.23). [URE EH (9.7.19) A (9.7.24) RE Bik. A 
Ora) = (9 t (p — 2)432* — (p — D«x(9Q + (p 
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-一 2x37 
= (Q + (p — 2)z)*(0 — x} 
3 -— 
= 2) - noto - 2. 
FAS (9.7.22) 给 出 
Q**(0 — x) = (Q + x)**, 


AS 
g 
. = r)4^* 
Ort = 3(,)Co o 
= (Q + (p— D, 
HEBD (9.7.24), 
本 刷 艇 主要 结果 可 以 归纳 为 


THA 9.7.1. 梯形 械 阵 (9.7.1) MRSA GS BIKA 
(9.7.2), 其 系数 适合 递归 关系 (9.7.4). 

Sam 2 时 的 梯形 棋 阵 的 棋 隆 多 项 式 与 Cp 十 4 — leg HE 
形 棋 阵 的 千 阵 多 项 式 相 间 ， 

当 p 一 a 一 1, 即 三 角形 柄 阵 时 ， 棋 阵 多 项 式 适 合 递归 关系 
(9.7.13) 8I (9.7.14), BARAK (9.7.12). 

4a = l EEEEIDAGIB-AAUÉBEEEEIGNEI ,其 表达 
AA (9.7.23) W (9.7.24). 

至 于 梯形 摸 阵 ,特别 地 ,三 角形 横 阵 ,对 一 些 著名 的 组 合 问题 ， 
诸如 Simon Newcomb [523 , $2 [nj S19 hy. Hj, ÍT CES J. Riordan[ 1], 
这 里 就 不 介绍 了 . 
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第 十 童 Péiya 计数 定理 


在 组 人 台 论 和 其 他 一 些 数学 分 支 的 计数 问题 中 ,有 上 几 个 非常 重 邓 
而 基本 的 工具 : RK. IRA, 36 032€ 36. (0, 1)- 组 阵 和 Dólya 
计数 定理 等 。 前 四 个 已 分 别 在 第 二 至 第 五 章 中 介绍 了 ,本 章 专 门 对 
最 后 一 个 进行 讨论 ， 

在 基 些 计数 问题 中 ,要 求 计 算 在 共 一 置换 余下 映射 的 等 价 美 的 
AR Pólya 定理 为 这 类 问题 的 求解 提供 了 一 个 有 力 的 方法 . 

ik m LEE boo C10. ET Ee FR 
的 等 价 类 全 10,2) 作 些 一 般 性 的 讨论 。 RR TER rA B9 
数目 可 借助 置换 群 的 塌 换 示 式 来 表 出 ， 这 就 是 Pelya 定理 的 内 容 
(5 10.4)> 在 证 明 的 过 程 中 用 到 Burnside 的 一 个 著名 引 理 (S 10.3). 
最 后 应 用 Pilya 定 理 来 研究 《1 一 1) IB 8 E5956 Hr 26, BET RAR 
AX (810.5). 


$ 10.1 置换 群 的 轮换 示 式 


在 $6.] 中 已 经 引进 了 集 [1, n] LH o DOSES E S, HR 
示 式 的 概念 , 现在 把 这 一 概念 对 ,的 任 一 子 群 , 即 任 一 ”次 置换 


群 来 引进 . 
定义 10.1.1， 设 CG: 二 G6, 是 S, 的 一 个 子 群 , 则 称 
Poí xi, rr 一 -上 >> xp gts 


1 
=- (2, [GN Geena lri ri 
| | ke aum n 


(10.1.1) 


下 面 是 几 个 简单 的 例子 . 
PAI. 如 果 定 义 10.1.1 中 的 G 一 5, 则 如 的 轮换 示 式 由 
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(6.1.12)—(6.1.14) BIH, i$ ERR LA (Po Gs … ta) ape 的 指 
AEB AH (6.1.15) 给 出 ， 
9110.2. 如 果 G — {C1} 是 仅 由 4 阶 么 置换 所 组 成 的 单位 
子 群 ,那么 ,由 于 
C1) € €, auo; 
BULA e ROG 
Pofxi ux) m xf. (10.1.2) 

因为 (10.1.2) RAR s. BRU (OD 看 作 不 同 次 的 
对 称 群 的 子 群 时 ,其 轮换 示 式 也 就 不 辐 了 。 这 个 简单 的 例子 已 经 
说 明 , 群 G 的 轮换 示 式 不 仅 依 琅 于 作为 一 个 抽象 群 的 G 的 结构 ,而 
县 还 售 辟 于 所 的 元 素 作为 置换 时 的 具体 解释 ， 

上 面 的 例子 是 两 个 极端 ,下 面 来 看 一 些 中 间 的 情形 ， 

俩 10.1.3， 设 C 是 三 维 空间 中 的 一 个 正 立方 体 ， 其 顶点 用 集 
D=([1,8] 中 的 元 来 编号 ， 今 考虑 正 立方 体 C 的 群 G 一 一 即 由 三 
维 空间 中 使 得 C 依然 变 到 自身 的 全 部 旋转 所 组 成 的 群 ， 记 旋转 群 
G' 的 置换 表示 为 6, 自 然 , CES, 的 一 个 于 群 . 

G' 中 的 旋转 有 : 

(D 么 旋转 , 仅 愉 一 个 : 

(2) 统 忆 的 相对 二 面 的 中 点 的 联 线 旋 灶 180°, 因 有 三 对 相对 
的 面 ,共有 三 个 这 样 的 旋转 ; 

(3) 绪 C 的 相对 二 面 的 中 点 的 联 线 旋转 90?， 因 有 三 对 相对 
的 面 ,且说 两 个 不 同 的 方向 旋转 90° 的 结果 各 不 相同 , 故 共 有 六 个 
这 样 的 旋转 ; 

(4) 绕 C 的 相对 二 棱 前 中 点 的 联 线 旋转 180°, 因 有 六 对 相对 
的 楼 , 故 共 有 六 个 这 样 的 旋转 ; 

(5) 绕 忆 的 相对 二 顶点 的 联 线 旋 转 120°, 因 有 四 对 相对 的 顶 
点 , 且 沿 两 个 不 同 的 方向 旋转 120° 的 结果 各 不 相同 , 故 共有 八 个 
这 样 的 旋转 . | 

DLE HESS AIA, BOG’ REPE Rabe, 

RHE EFS A BE iS BT RE 
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C1) rh REPT SM Be S T 1 RB 

(2) 让 的 沪 转 所 对 应 的 置 焕 是 a S 2- 轮换 之 积 : 

(3) 中 的 旋 革 所 对 应 的 置换 是 2 个 4-4 ERI 

(4) 中 的 旋转 所 对 应 的 置 柳 是 4 个 2- 轮 换 之 积 ; 

CÓ 中 的 旋转 记 对 应 的 置换 是 2 个 1- 轮 换 与 2 个 3- 轮 换 
之 积 . 

Brel, G 的 轮换 示 式 是 


ied *2.'* + 5x5) 


= = AG 十 9413 + 623 + 8xixi), (10.1.3) 


E" 12 条 楼 用 集 11, 121 的 元 素 编号 , Wow 
群 6 中 五 类 元 素 所 产生 的 12 阶 置换 的 类 型 分 别 是 : 
(0 Cus: 
(2) € 5.0.0? 
(3) Goo,oin.-.a$ 
(4) Caso; 
(5) 0,0,4,0,..0. 
因此 ,这 时 的 轮换 示 式 是 
Po (tists) 


= ^ Gel He 3x8 + Gal t Gxia + Bef), 


WREE CH) 6 THAR 11,6] 中 的 元 素 编号 , RI C 
KR C 中 五 类 元 素 所 产生 的 6 阶 置换 的 闫 型 分 别 是 : 
CI) Gramas 
(2) €,15.5; 
G) € uio; 


(4) G5 10,01 
6) ©,0,2,0,0,06 
因此 ,这 时 的 轮换 示 式 是 
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QE tt aTe) 


= AE + 3riri + batr, + 6x7 + 8:1), 


例 10.1.4. abs Rn 阶 群 , 求 群 8 的 Coylay 表示 G 的 轮 
BAL. 
中 的 元 素 L (a € 5) 是 集 85 上 的 = 阶 置 换 
e GAE) are 
dy "da, 
如 果 群 3 中 的 元 a Ab 4: ela), Mises, W 


sas — gts es gts s, (10.1.5) 


mR gs 有 一 个 k- S638. Ga os, ais, af) 作为 它 的 
关子。 His ERAT. 2 的 全 部 轮换 因子 的 长 都 是 上 ， 因 而 
&|n. 

这 样 一 来 , 群 G 的 轮换 示 式 是 


Palataga) m d Spem, (10.1.6) 
亦 即 
Pox ta) = L > v(d)ad, (10.1.7) 
这 里 v(4) AS 中 阶 为 4 
作为 特例 , 取 29 0 RE RATER: 
S= {e EN loejqu-i» 


这 里 i 为 说 数 单位 ， 因为 元 。 ”的 阶 是 
(10.1.7) 分 别 化 为 


Gp’ Bred (10.1.6) 


P; = L Ta 
9 dice Toy 
和 
DOLE 
dig 
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这 里 pld) A Euler AR, 
现在 转 而 讨论 两 个 置换 群 的 喜 积 的 轮换 示 式 . 
设 6 是 集 5 上 的 一 个 置换 群 ， 已 是 集 了 上 的 一 个 置换 群 ， 且 
设 SNT =, W U= SUT, FARE ge GRAEH, FR 
ERU EM — PR g <2 RP: 
XA: n — gu, H nEs, 
u— hu, TPucT, 


(10.1.8) 
AE 
G X IH: -—Ííg X 5|geG, 46 AY (10.1.9) 
是 可 上 的 一 个 置换 群 , 称 为 置换 群 MAWAR, AREY 
(e x Ae x Az) = ng x (hA). 


很 明显 ， 
IG x Hi — jc|- [Hl]. 


ELEG, AEH, H 
g € Cindermtlsls A € nmm, 


L4 KARE Gy ey bboy Bier (10.1.10) 


i = max(|S], IT], 

b,—0, Bk> Is], 

€x 77 0, p e Iri. 
这 是 因为 , SAT = G.M gox & SS SERES T EARS 上 的 轮 
换 , 要 父 是 工 上 上 的 轮换 ， 这 样 一 来 , 便 得 到 


1 B. TC. 
unt ul... 
Pexal tt ta tiste T) = £g 


|G X H| sx sexu 
x giten 


1 5n b js 
一 一 一 一 一 一 xq -erwies 
|G] Fl zi 
AE 
x x earn 
= Po - Xin > Pultis tt * Y imi), 
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EL PRARS AES AEBS PR OA, BA 
THIOL. MAG ARS 上 的 置换 群 (xi mm), 
SAS — Clim p xm), PAIN 
u —> gm uwes, Aj am) 


lé: em 
的 全 体 置换 ,组 成 集 U s 上 的 一 个 置换 群 
ld «m 


x Gi:—1 xpe EG (0X ix m), 
Liam 


1 TES 


其 轮换 示 式 为 诸 如 的 轮换 示 式 之 积 : 
Pug; = Iti Pa. 


ILE s d ler snm 


$102. 在 一 个 置换 群 下 的 映射 等 价 类 


RD AIR BBP ARIS 
R?” = (f|f:D — R} 
是 从 定义 域 D 到 值 域内 的 全 体 映射 所 组 成 的 集 。 因为 对 任 一 
ZED, 有 |R] 种 选取 Ca) 的 可 能 , 且 对 不 同 的 4， 其 选取 法 是 相 
互 独立 的 ,所 以 


[Ref e [RPL 
RGED EU—4 ER. 和 车 对 
fis f; € RP, 
存在 ge C, OF 
h(gd) = fld), 4€D, (10.2.1) 
WEA - h ZARARA 
hoh9hg-—h. (19.2.2) 


El (10.2.2) 界定 的 关系 “~ ”是 一 个 等 价 关 系 . 因为 么 置换 

e € G, HE (10.2.1) HERR g = e RS 
f~i. . (10,2.3) 
XP hd BA ceG At h(agd) 一 Jd) Ged) 时, 由 于 
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EG, RA 
hlg 14) = hCgCant4)) = Ah», de D, 
因而 
hh. (10.24) 


Bh~hbhh~ hrs 到 有 seze GET heles d) — fd). ind) — 
Bld) (2 € D), RA 
Wledd) = hGi(gaDD = hind) = pld), d € D, 
因而 
hh. (10.2.5) 
era “~” E PSU 
má ,等 人 区 所 组 成 的 全 F, 
WREDE BUR 中 的 任 一 元 * a ik A T 
权 一 wtr). 一 般 说 来 ， 本 章 中 出 现 的 入 邦 取 和 包含 有 理 数 环 在 
内 的 可 换 环 中 的 元 , 内 而 权 之 加 可 行 加 法 、 乘 法 , 以 及 有 理 数 对 权 
的 乘法 ， 自 然 , 经 常用 到 的 权 是 通常 的 数 或 数 域 上 的 多 项 式 环 - 
BREIL WE x 
WD:= IT w(f(d)), f e R? (10.2.6) 
XN rat 
MBA fh, WA gE G&F hed) = f» (€ D). Wily 
Wh) = II «i2» 


= [I «i2» 


= [I «62» ww». 


这 就 是 说 , 同一 映射 美 F 中 庄 上 映射 具有 相同 的 各- 这 个 公共 的 权 
就 称 为 等 价 类 的 权 , 记 为 w C), 
E RR, D 
KR): = >, wr) 
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为 集 R, 的 存储 . 当 Ri = R 时 ,就 是 民 的 存储 ， 
IR. RETE e R? 的 入 ,可 以 定义 RP 的 子 集 Y 的 存 


fik: 
(Y): = 5 wG). 
fev 
TELE 
F(R?) = DWG. 
Ig RD 
更 在 来 证 朋 
定理 10.2.1. 
SCR?) = (F(R, (10.2.7) 


WR. 设 D—12,---.2,), WE 
SCR) DY wD (Kd). 


Fer? 
4 FAR R? 中 一 项 元 了 时， 各 fd;) aA R p «x 
=k). Ame 
SCR?) = D) wr) wr) 


ERES 
= M uiri) 
tiak rex 
一 b> ZO 
FER 
此 即 (10.2.7), TEE. 
one 
D= U D,» DND =s GSD, 
Hig JEDU <:</) [REGARDS EARR, 
则 有 
定理 10.2.2. 
ICE) = I > le ria, (10.2.8) 
ler FER 
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证 明 ， 不 失 一 般 , 可 设 
D; = (4,,--- dal), k = PA (i<r<h, 
于 是 ,有 | 


FU) = S TI oR) GA 


FEM Igis 


= * I[ lean ©, 


fe" ligi 
SABE 中 -- 切 元 时 , fda) BRP Ox 
P«D. Bill EXXAUS 


(E) DS) (ar) 


adi 
= TE Seem, 
iE, 
现在 来 看 一 些 例子 . 


$5102.1. 对 可 10.1.3 中 的 正 立 方 体 C， 六 个 面 所 组 成 的 党 
WAD., $ R= { 红 , 蓝 }, IWR, RIR RD 就 是 把 C 的 各 面 
着 以 红色 或 着 以 蓝 色 的 记 有 可 能 的 着 色 法 的 全 体 ， 其 中 共有 26 个 
元 . BGO 是 正方 体 C 的 群 , 则 在 G' 的 置换 表示 G 之 下 , R? 有 下 
列 等 价 类 : 

(01) 一 切 而 着 红色 ,此 类 元 数 为 1: 

(2) XT EE ZETA Ro RUE ES ,此 类 元 数 为 6: 

(3) 两 个 相对 的 面 着 蓝 色 。 其 余 四 个 面 着 红色 ,此 类 元 数 为 


(4) 两 个 相 邻 的 面 着 蓝 色 ， 其 余 四 个 面 着 红色 ， 此 类 元 数 为 
12: 

(5) 交 于 一 个 顶点 的 三 个 面 着 红色 ,其 余 三 个 面 着 蓝 色 ,此 类 
元 数 为 83 

(6) 两 个 相对 的 下 和 其 他 一 个 面 着 红色 ,其 余 三 个 面 着 蓝 色 ， 
此 类 元 数 为 12; 
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€7)—(10) 分 别 由 《19 一 C4) Ha”, "e" — e mia. 

由 上 述 着 色 法 可 知 ,映射 的 这 十 个 集 是 互 不 等 价 的 映射 类 ;再 
EE IBI OO US 

1 十 6 十 3 十 12 十 8 十 12 十 12 十 3 十 6 二 1 一 2 

RA, FUB ax d- 1 c 83 SHB, 

Ap Bex] R REXIN : 

ww( 红 ) 一 x*，w( 蓝 ) 一 y, (10.2.9) 
则 土 述 十 个 类 的 权 依 次 为 
KAA Ys ry EES Ly, 

而 此 可 知 ,不 同 的 等 价 类 可 能 有 相同 的 祝 . 

对 (10.2.9) BORRAX 2E L0 

FORE) = ah + bay tH 15 x*y! + 20 x3) + 15 xtyt 


có xy y 
类 似 地 ,有 
ELF E xh by H 2a'y5 +a xy! 4 2oxy* boxy? y 
BF 29x rr UTE BER US. 
10.2.2. 如果 
D={1,2,3}, G = S, 
R = lr, y}, 


则 ]R?I 一 8， 且 可 将 R^ 中 的 元 列表 如 下 : 


itd) 1 2 3 [faxo segs 
i HI 
1 x r x x F, 
2 x x y xy 
3 r y x aly F, 
4 y x ox xy | (12.2.10) 
5 x y y xy? 
5 UE x» xy? | F, 
7 ¥ ¥ r xy? 
8 y y y y! F, 


因为 全 一 人 3， 故 f 一 了 的 充 要 条 件 是 IS = fre) 
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fC3)。 所 以 ,等 价 类 的 个 数 即 单项 式 
iy G bp = 3, 0Si,7 <3) 

的 个 数 4。 这 正如 《109.2.10) 所 未 ， 

eS BH 

SOR?) = xà + 3xy + Sey? dy 
= xc. 
AGE - x + xly + xy? + y), 

这 里 QT 的 意义 见 定 理 10.2.2 之 前 的 叙述 ,而 Di 一 (1,213, D; = 
{3}. 

这 是 各 等 价 类 的 权 互 不 相册 的 一 个 例子 ， 

$110.23. Ee AHER BAENA Pi PP HPAP 
PTEMA, RUE de 2b Ap ET 

设 

D = {Ps PSP, Dim {Pis Pi} Dy = UST, 
R= {0, i, 25°++}, 
w(r)-a,r€R, 
则 所 求 的 分 法 数 就 是 RP 中 满足 条 件 
KP 十 FP 十 CPs) = H + FO) mm 
的 映射 的 个 数 , 亦 即 符合 
W(f) =<", KP) = KP) 
的 映射 + 的 个 数 。 由 定理 10.22, 这 个 数 就 是 
= 十 
WHEAT a ER. FA 
1 1 H 1 


1 
Tar 4ü-420 aon? 40 —xy 
PI EE 
1i H — 1") am |” 
Z Ca t1) + + CD) |2] 4-1, (10.2.11) 
ARER. 
自然 ,这 个 简单 的 结果 也 可 直接 验证 如 下 : WAP, PELIS 
T 


册 数 可 以 是 (0 << [Z |) dert m — 26 BDAY nt oe 
以 符合 条 件 的 分 配方 法 的 个 数 就 是 ; 可 能 取信 的 个 数 , 妈 
e 
2 


$10.3 Burnside 引 理 


Burnside 引 理 在 Pólya EEHEHE A AE A hi BB wy E 
用 ,为 了 使 Polya SERV TEA A ot ACH] Burnside 引 
理 作 一 介绍 。 下 看 的 结果 比 起 Burnside 原来 的 结果 要 普遍 一 些 。 
后 者 仅 只 是 前 次 的 一 个 平凡 的 推论 ， 

SATE, CO PARE, AiG SRS 上 的 一 个 置换 
fin lal A: 


E —> m ZEG, m, € Il, 
TETA GN RAR REPEATER S ARL OLG 
的 每 一 元 # 附 贴 了 如 中 的 一 个 置换 . 
SBS RAR DIG s A 52 MU OSEEEG) 可 迁 的 , 记 为 ^N, 如 
RARE BEG ET 


We) = 52, (10.3.1) 
现在 来 证 明 关系 “Av ”是 一 个 等 价 关 系 , BA GHB Zoo e 的 同 态 
像 是 么 置换 ma MOA 一 ms, 亦 即 
sANs Cs ES), 
AFT- 76893E JGRS [l5 RST Boca RA. BS awa 
WRIA EGAT 


me "5; 
时 ,可 得 出 
apu. = (ng) is m s 
故 有 
SANA. 
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叉 由 于 二 个 元 的 闻 访 象 之 积 等 于 该 二 元 的 积 的 EY MEER 
Bons BDA none 6 合 于 
ma $i 77 5 aA) ™ $3 
时 ,可 得 出 
Tg T Cg nte )51 - Hq, (30g 51) = fjs 
HA 
RAMS, 

用 等 价 关 系 "Av “可 把 3 分 解 为 一 些 互 不 相交 的 等 价 类 的 并 . 

这 些 等 价 类 叫做 可 迁 类 ,或 可 迁 集 . 


现在 来 证 明 

定理 10.31 (Burnside 引 理 )， WLR TRE 
1 
EN ， 3.2 
ate ana) 


这 里 ple) 记 5 PEE =, 的 作用 于 不 变 的 元 的 个 数 , 即 
eG) = 166 Sms shl. 
EBA, 设 S Sperto S AARE MWA 


Soo=- > D! 


EEG REG x7 


M 
Mi 


= 1 

PH 2: 之 . (10.3.3) 
E, ES 则 存在 hE Ger 
mas Ui, (10.3.4) 
id 

G, = Íg€ G[nug: = hs 
容易 验证 G 是 G 的 子 群 . 
d; (10.3.4) 可 得 
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1 Begs = Malls = Es s = sea uil. it 
eda, ge GG, 
KA 
GAGAT 
由 (10.3.4) MBIA 


s= my, 


可 类 似 珊 得 出 
CDA Gh, 
$5 (10.3.5) 和 (10.3.6) 便 得 
G, = AGA, 
AIT 
IG | = [Gls s € 8. 
pups 
mat, my $m d, 
mM 
Wa ATs = Ss 
亦 即 


hh € G,, hy € Gos 


(10.3.5) 


(10.3.6) 


(10.3.7) 


REZI. KEEK, A s, +! 属于 同一 可 迁 类 5 时 ,把 : 变 为 : 
的 诸 滞 换 所 对 应 的 群 G 中 所 有 的 元 ,与 G: 的 某 一 个 右 陪 集中 所 有 
的 元 是 (1 一 1) 对 应 的 ， 故 二 省 的 个 数 相 同 . 因此 ， 可 计 类 3, 中 


TR TR eae TRE GC, 在 群 避 中 的 指数 ， 
EA - Ie] s€8,, 
|G, | 
TRESS 4$ DX. (£N 133A (10.3.3), 8 


> ¢g)= » 2,116] 
fee 


lej«k FES, 


= Siete = xG], 


ladak IG], 
BUR 
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(10.3.8) 


1 
k re] 2 dg), 
ut. 


$ 10.4 Pólya 定理 及 其 推广 


TED, R, G, R”, F, FORM 5 10.2 中 者 , Pi ea 
5 10.1 4,8 D, RG 均 为 有 限 的 .那么 ,等 价 类 的 权 和 的 和 就 可 
通过 Pe 来 至 出 ,这 就 是 Polya 定理 的 内 容 ， 

定理 10.4.1 (Polya' $FE). 


Sw) = Pel D w D P D trae). 
FEF “TER FER reER 
(10.4.1) 
特别 地 ,着 取 权 函数 为 w(r) = 1 (re R), 则 得 等 价 类 数 为 
I | = PIRI Rise), (10.4.2) 


证 明 ， 设 % 是 R^ 中 某 个 映射 所 能 取 到 的 权 , 亦 即 中 合 
Soi = {fe RP?|W(f) = wo} ?« 6. 
H C10.2.6) 可 知 , 5。 出 若干 个 等 价 类 组 成 ,因而 有 : 
iles, Wi fet eS. (H ge G), (10.4.3) 
这 样 一 来 ， 对 每 一 个 固定 的 g € G, 可 这 定义 一 个 从 Sa BS, 内 的 
映射 : 


mb. (10.4.4) 
Ifa ELiX T BERGE ,为 
mhi gt, 

AE pki (10.4.4) ae S, ERJg-—T- ER. 

ik e id chmn. MÆRE 

: mig — r; 
EME: G 到 群 Su, CRS, LAR) 内 的 同 态 映射 。 这 是 因为 
SHEE fE Sa HM gg 6G. 
meet 7m fgg m Ge et m Cap fg! susp. 
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ii 
x= iz,|g€ G}, 
则 z 是 $。 上 的 一 个 置换 群 , A 也是 R^ 上 的 一 个 置换 群 . 
对 So 中 的 元 素 有 了 黄种 等 价 美 系 ， — Rhin (10.2.2) 所 示 : 
h~ fe 一 上 对 某 一 g GC 成立 ; (10.4.5) 
另 一 种 如 (10.3.1) 所 示 : 
AVAL? ah = h HE 2€ Gp. (10.4.6) 
Ei (10.4.45 可 知 , (10.4.5) A (10.4.6) 这 两 种 等 价 关 系 是 同一 的 . 
同 理 , 对 集 R? 的 元 尝 也 有 了 两 种 等 价 关 系 , 而 且 是 同一 的 . 
由 Burnside 5] 22,5, REISS TES 


2i dug), (10.4.7) 


Tei ; 
这 里 pole) EWE 
Wf) =a, fg? —f 
的 了 的 个 数 . 
设 ais, ) ESE So 互 不 相 阅 的 全 部 % 值 ， 因 5 中 
的 每 个 元 都 有 权 He 


SwF) = 2. P 2; be Dm 
-二 民工 
| | FEG lara Pind 
1 
= lel 2: 2: wp. (10.4.8) 
yer? 
mR 
gE E, byes 
E 


g ctt dy ttdi) dn rda) Cder tden 10.4.9) 
Ak 8 分 解 成 轮换 之 积 的 分 解 式 , 则 和 由 fi 一 可 得 
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Hd) = fh gdu) = f(d) = e = HC gt "dyo 
SiS LSSR (10.4.10) 
相应 于 (10.4.9) 有 总 的 分 拆 : 
D = tee dust tdu) U {dast dn} Ue U dept 
doU ete 
根据 定理 10.2.2, 18: (10.4.10) 可 得 


$ w=- DS lo) D Lo 
FE rex 


Hd 
fer? a 
+ 
- TIC ey. 
Rael 'FER 


PERA (10.4.8), 
Ser) = TS ot) 


IG] SEG kai FER 


= Pol S alr), > wry), 


"FER 


btn) 


AERE. 

在 Pólya ÆA ERAEN, 关键 性 的 等 式 (10.4.8) BATHE 
P. 为 此 ;, 需 引 人 一 个 新 的 等 价 关系 . 

设 D, R, G, RPP 的 意义 如 前 ， 另 设 互 是 及 上 的 一 个 置换 群 . 
现在 依 下 面 的 方法 来 定义 入 ,PE RP 之 间 的 关系 " 心 : 

hoti 存在 gE G, AEH KE filed) = Af(4) X —u 4e DR 

X. (10.4.11) 

这 确 是 一 个 等 价 关系 , AA (10.4.11) 中 取 29 G hit A. 4 
AR BRA oc UG 


its (10.4.12) 
Zi 10.4.10) 成立 , 则 有 
fd) = A f gd), 
T PE PE 
fg d) = pfld), 
Z E 


RA 
heh: (10.4.13) 
Ë hes hts, WA gr €G, h, AEH, [818 
hnd) = A4). heed) — A.D, 
于 是 
hGngod4) = Ahle) = OnhfiCa). 
KA 
hz fs. (10.4.14) 
接 等 价 关系 (104.11) 可 以 把 RP 分 成 若干 个 两 两 无 公共 元 
的 等 价 类 之 并 .。 以 多 iS RSA RAO, P 记 其 中 的 
AX. 
HES” (10.4.8) x — LPR AY ERE PET, WOT 
RE (ER) HRW CD AEA ER rg os RA PRE: 
hse F.M WOW) (10.4.15) 
毋须 要 求 WOO RA (102.6) 的 特殊 形式 ， EROS F vp pg Sr Bg 
权 的 公共 值 为 类 F 的 权 , 记 为 w CP"), 
TÆ, (10.4.8) 可 推广 为 
定理 10.4.2. 下 有 


SWF) 一 >) DO. (104.16) 


Fre # Ter ar gee 得 = A 


WEBH. 这 里 的 证 明 是 (10.4.8) 的 证 明 的 直接 而 自然 的 推广 . 

ig G x HÀdECO1.90 的 意义 下 的 直 积 .。 对 性 一 元 g Xx 
AEG X H, EXI RP? 到 自身 内 的 一 个 映射 mua 如 下 : 

menai > fg, [€ RP, (10.4.17) 
记 这 样 的 映射 的 全 体 所 组 成 的 集 为 
i= iwal g X AEG XH}, 
An (10.4.17) 成 立 , 记 Afe — A, Hl 
metua h = Aig = hg tg f. 

这 就 是 说 ,re tet AE nou ABT. BTUL mu 是 集 RP LP OX 
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th. 

SHEH G xX 日 到 本 上 的 映射 r: 

mi g KA gx 
容易 看 出 ， 
Rg x aye xan = Mee «cant 
= (GA Mg 0) m hp 
= gnh xa, 

所 以 , Re BG x HED HRS. 因而 是 一 个 群 , 而 且 是 
RP 上 的 一 个 置换 群 . 

Sika RE PER? PARANA. Yd 

So? = (f£ € ROT WCF) wm co}, 

由 假设 条 件 (10.415) RS. BETS A THK, BOR 
m, RS, Sth. ARS, 上 的 置换 群 . 

tS, HTC SHR. 一 种 如 (10.4.11) 所 示 ; 另 
一 种 与 10.3.1) BAM: 

hoh: 存在 gE G, AEH epah = hs 

Eh (10.4.17), 这 两 种 等 价 关系 是 同一 的 . 

同 理 ,对 集 R? 中 的 元 案 也 有 两 种 等 价 关 系 , 而 且 这 二 种 也 是 
同一 的 . 

Bi Burnside 引 理 , S, 中 的 等 价 类 的 个 数 是 


1 
VAI deg. A), 
[GT eaktbes 


这 里 polg A) 是 满足 
W(f) — o, fg = hf, FER? 
的 了 的 个 数 . 
设 Gs o.) 是 使 诸 Se 互 不 相同 的 全 部 吧 值 ， AS. 中 的 
每 一 元 都 有 权 o dk 


dug 2 Ade, 


, 1 
WCF) = 
pa ( ) P [G x H| za 


|G] - - [ni à. Wifi; 


AEH 1g-—BAl 
fe RD 
2| wn». 
T-JET Prva P 
AEH qe gD 


证 毕 ， 

很 明显 ， 当 互 是 单位 妊 这 一 特殊 情形 时 .(10.4.16) BT 
(10.4.8), 

现在 来 看 一 些 例子 ， 

fj 10.4.1. 今 用 定理 10.4.1 来 讨论 例 102.1. 

由 例 10.1.3 ,此 时 的 轮换 示 式 是 


p = x (x 十 3airi + 6xixs + 6x1 + 823). 


对 正 立方 体 诸 面 的 两 种 着 色 法 叫做 是 本 质 上 不 同 的 。 如 果 经 过 
群 G 中 的 任 一 旋转 ,不 能 使 旋转 前 后 的 立方 体 之 间 的 对 应 面 的 颜 
色 都 相同 。 于 是 由 (0.42), 用 红 、 蓝 二 色 对 正 立 方 体 着 色 , 本 质 


上 不 同 的 着 色 法 的 个 数 是 
Po(2s25-++) m P QUE 3 - 2746-274 6-23 48+ 23) 


= 16, 


AR RAS A» £r iE PAED 35 Ur 2 B T1 RR, DU 34 REC 2 
" 若 着 红色 ， 
y. FARE 
Ef, ER (10.4.1 知 所 求 的 个 数 为 多 项 式 
Pola + yp? de y! ax! + oy? yee ed 
= gle Ye 3G + ya? + y) + 6G 


+ oy Crt byt + 60 ty + BG + yY] (194.18) 
中 xu, FR BI 
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gj 05 +946 418+ 0) = 2, 


MRR KA i PA. 6 个 蓝 曾 的 等 价 英 的 个 数 (0 SiS 
6), WBF (10.4.18) 化 篇 ,每 出 
at H xy 十 2x'5 + Zey + Qetyt + oxy? + y's 
从 而 得 出 
no = 1, m = 1,5 22, n = 2, n," 2, ng lo ng = 1, 
上 上述 所 有 结果 均 可 由 例 10.2.1 的 具体 知识 来 加 以 验证 . 
10.4.2. 设 有 限 集 DD 有 分 拆 式 : 
D= |J Dna DND; > Siti ad, 
ETÉT 
Hé— DAL <i < DAD LN ERB Gz PERE 
xj—Uz € G, d€ D, HA g(2)€ D,, 
再 设 有 限 集 R 有 分 拆 式 


R= YR. RNR - e xici«p, 
l«iek 


且 每 一 R(OSij«iDIERLEBBÉBSSHITIÓsB. X 
d: Tia (ym) 是 整 变量 fs mtt n PRR ,这 里 
]ei js, 0s;n « 00 (1 S: «I, 


ra R25 e I EL n ERE. 


ia 
afr) Dib, r€R, fe RP(1& i D, 
naci 
(10.4.19) 
定义 f bos 
wD:= IE, il d: mO rum n. (10.4.20) 


现存 来 证 明 用 (10.4.20) Æ X RUE GE Je. (10.4.15). 
由 《10.4.19), 对 固定 的 jE RP, AEH, gEGMreéeR, 有 
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s) 5 1- M! 


dt Di ele eD, 
atic F Af(g tda 
= 1 
2; - (10.4.21) 
PEDI 
big dr 


BARR, 由 Di 在 置换 & 之 下 的 不 变性 可 知 , 当 4 
Dy D, 时, gd 也 历经 Dj. (10.4.21) 即 
af, Ar) = nh ts nn. (10.4.22) 
SOFA ZE (10.4.20) 的 两 节 中 换 129 hje HH (10.4.22) 便 得 
W (Afg) 一 gii [I ois mlaja, 2.- 


apace TERI 


X (Afg, r)) 
- JI I] EG: mG. 2.0. 7» 


lcifxk fERI 
= WG). 
这 正好 是 (10.4.15), 


$105. 《1- 一 1) 映 射 的 等 价 类 数 


AH AOR R” 中 的 (一 1) 映射 在 410.4.11) 的 意义 下 的 等 价 
类 的 个 数 ， 
Xpfe R?, 定义 其 权 为 
1， 若 了 是 (1 一 1) BER, 
wG) - {0 Hd. 
因 GRAAE D, R 上 的 置换 群 , WBE GL, AEH IY, Afg JE 
DARAH C1—1) eA tee f CI RS. 因此 由 


(10.5.1) 所 界定 的 权 满 足 (10.4.15), 而 >) WP 7 就 是 全 体 (1 一 1) 
Fre yr 


映射 所 组 成 的 集 的 等 价 类 的 个 数 . 
为 了 应 用 定理 10.4.2, 28 905% HÀ 
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(10.5.1) 


5 wa 


ferdD 

atu Ash 
ee GCG, AF BAP ERE EA. 
E £ &, oio A € &, ren. 


Ste 
ig — Al, JE RP, (10.5.2) 
而 de 了 ,zz 在 中 的 其 个 广 轮 换 因 子 之 中 , 则 该 轮换 就 是 
(4, gd, gd,- tt gi id) (gid 一 d, (10,5.3) 


EH (10.5.2) 得 出 
fe = gg 5g) = AY, 
fe? Hf, (10.54) 


fat = AY, REL, 
因此 集 忆 上 的 轮换 (10.5.37 的 诸 元 在 于 之 下 的 象 依 次 为 
id, hjd, Afd, -+e hh fd CAlfd = fd), (10.5.5) 
由 此 推 知 ， 在 分 解 为 轮换 之 积 的 分 解 式 中 , 724 所 在 的 轮换 的 长 
度 是 i BAP. AA fE Oi) RESI, H E638 (10.5.3) 中 各 元 五 
异 , 故 (10.5.5) 中 各 元 也 互 异 ， 这 就 是 说 ,10.5.3) 在 FERE 
成 一 个 -轮换 
《了 8) 

再 由 ff 的 (1 一 1) 性 可 知 , & 的 不 同 的 轮换 上 映 为 的 不 同 的 轮换 . 

这 样 一 来 ， 满 足 条 性 (10.525 FOB f, 将 2 的 碳 个 六 轮换 
BRA ABS 6; 7-H. 然而 的 和亲 轮换 共 cj 个， MAR HMR 
之 同 的 对 应 而 言 ,就 可 能 有 


Ces, 
种 选取 f 的 方法 ,让 1 历经 一 切 可 能 的 值 , 则 得 满足 条 件 (10.5.2) 
的 《1 一 1) BRO EE 
2; W [[ bP Cede}. (10.5.6) 


于 后 -- 而 下 
fe AP 
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AAT P" 的 出 现 ,是 加 为 每 一 个 六 轮换 有 i 个 不 同 的 号 法 , A 
面 可 产生 了 个 不 同 的 屿 射 的 缘 改 . 当 <= 太 对 基 一 i 成 立时 ， 
(10.5.6) HE SB AS 124 5; = OR AF files, — 1. 
因为 
fle), = |“, (1 十 DIM (10.5.7) 


所 以 (10.5.6) 的 右 节 可 写 为 
(Z) (2) (2) eee + aid + 2e)" 


x Qr 3as | 


| 


(2 Y= Z, (10.5.8) 


LARA C10.3.165, 得 
>» wu) 


F'eg" 


ww ge e" y"... 


eG 
€H 


x (1 + aed + 22,)5 (1 十 32,959. 四 站 


a 1 | (2yr aye EN ZR 
ic] - [ul 2i Ba, \ Oa, (55) 


x $i + HOC + 2A 


AEA 


+ 3 zfs). a -| 


= a ey om 


er ee 


1 | ( ô 8 ð ` 
= | Pol er Potl + l + 22), 
IlG] - [4] F Oz, Oz, Öz; } ae n zu 


1+ 325,-++)| 


这 斌 证 明了 
10.5.1. R^ 中 的 《1 一 1 映射 的 等 价 类 的 个 数 是 


530， 


g,mrQ— 


a 8 8 ` 
Lu ee So fw. | Pai + 1+2 
IGI- [a] FV Az,’ Oz, Az,” } « ee e 


1 十 ME (10.5.9) 


gary yon 


其 中 (E ys D shit, Pe (2. 2s) 是 在 G 的 


轮换 示 式 中 代入 诸 -È => , mem TER. 
WR | RE m 划 上 (10.5.9) 还 可 简化 . 


AA 
2 8 = IDI = IRI — 5,6, 


Bik 6, 与 诸 c 间 的 天 小 关系 只 有 两 种 可 能 : 或 

h= e 对 一 切 P291 成 立 ， (10.5.10) 
或 

6, > c, 对 基 个 了 成 立 . (10.5.11) 
AA (10.5.11), Wj (10.5.6) Mag 4629 39; BA (0.5.10), W 
(10.5.6) ATTE 


a Ne y(3 y ND a 4.. | 
(2) (2 az, Oz n (227) Ges) ayes a mt] 


而 此 式 对 《10.5.11) 的 情形 也 是 真确 的 .因而 有 
定理 10.5.2. 在 定理 105.1 的 假设 条 件 下 ， 如 果 还 有 | RI= 
[D| 3) R? 中 的 《1 一 1) RE SITES 


a ð 
P, (2, 二 Pg(z, 2235 
| Oz Os, uU -) aC, 22; 
EDI a (10.5.12) 


basa 


a 80 ð ) 
P ——.1—. T tt P. zx 22 Fg, eee 
| uf z, 8s, as, «C 1 23 35 


j S 一 -一 中。 
(10.5.13) 
(10.5.13) 成 立 的 原因 是 ， 当 R] = JD] Rp, DARA 
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《1 一 1) Bis LAE D SUR EA CL—10) PRES, BR MD ASH or Sá de 
是 平等 的 ,二 省 可 以 互 换 而 不 影响 结果 ,在 (10.5.12) 中 交换 G, H 
的 地 位 使 得 (10.5.13), 

现在 来 讨论 R? 中 的 等 价 类 的 个 数 ， 而 不 仅 只 是 其 中 的 【1 一 
1) BR FF SS PS RK. 

H ARHI ,此 时 的 要 为 

W(f)-—1, f€ RP, 

在 由 (10.5.2) Bl (10.5.5) 的 推导 过 程 中 ,以 及 随 之 而 得 的 结论 "在 
分 解 为 轮换 之 积 的 分 解 式 中 , fe 所 在 的 轮换 的 长 度 是 的 因 
子 ” 并 未 用 到 “1 一 1) 英 射 ”这 一 条 传 , 故 现在 仍然 可 以 利用 这 一 
结论 . 

MAE R?， 则 对 固定 的 gE G MACH, f ff fg — ^F BS 
HERE: Mb 2€ D,f(4) — r 时, 必 有 

Had) = hr, fpa) — rye, 

条 忻 的 必要 性 就 是 (10.5.5), 条 件 的 充分 性 是 和 白明 的 . 

An d BUT. € 的 一 个 RRA 10.5.3) HW f(2) A LIS 
取 久 的 任 一 并 轮换 因子 中 的 住 一 元 作为 其 象 ， 只 要 i; 就 行 . 所 
以 , f(2) 的 选取 法 的 个 数 是 

> ie,, 

35 Kad) 确定 之 后 ,由 (10.5.5), fCg*4) C1 m 4 ; — 1) 也 就 随 之 


HUGE. 由 于 映射 ERRAR 2 RDRU RAO RRO A. MOS 
HEH ge GRIACH, 有 


. A” 
P im IE ici) (10.5.14) 
ie R” 


chle, 十 lepte t 36), + 2e 
+ 4e e 十 5e, 
因为 只 有 有 限 个 5 26 0, REM se PUE RE. 
(10.5.14) 的 中 节 可 以 写 为 
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k Ry ( 2y (ay .2 "j 2: o (10.5.15) 


由 于 
Sa TT ic, DOLO 


fel wis Hr 


= > icale hay + ey +--+), 
i21 


x0-(G GJGJ 


Il (e eite" 


iml er Teor, 


(10.5.16Y 


2, WF) 


-H £66 Ia-M 
te gP 


a 8 8 - Ce es bab 
= Pa (2, H Mi s.s. 2: ene ets "m pests) 
, Oz, Bz,’ Dz,’ M , ° 


eh he a uM +) |. NN a 
这 就 证 明了 
定理 10.5.3. R^ 中 的 等 价 类 的 个 数 是 


0 8 8 ) ( 2i 2 5 
P- ,PP ml, fiii 
(a. Oz, az,” H| e itd > 


D ty 
erm (10.5.17) 
x mg mm umet) 


此 外 还 有 
定理 10.5.4， R” 的 等 价 类 的 个 数 是 
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Pol cise E 2 cysts icu. | 10.5.18 
im z^ Brien), 05.18) 
其 中 请 c, 是 4 的 1- 轮换 因子 的 个 数 . 
ERR. Bons um 
Tat iui 22 22 "P 


eee 二 二 上 


- Sta BS) 
= m Aen eee Dies). 
AERE. 
现在 来 看 一 些 例 子 ， 
10.5.1. 把 例 10.1.3 中 的 正六 面体 C 的 六 个 面 用 [1,61 的 
TRAB, 如 果 两 种 编导 法 之 一 只 是 男 一 ERE NCE 一 种 


行 群 G' 中 的 旋转 从 另 一 一 信号 引得 出 这样 的 编号 法 都 认为 是 本质 
上 相间 的 ,反之 , 则 是 本 质 上 不 同 的 , 今 欲 求 本 岳 上 不 同 的 编号 法 
的 个 数 ， 
iD, C, C, GARIXA 10.1.3 De. RAR BAIRD 
Xf. H' 是 复 平 面 上 绕 震 点 旋转 了 60 (0 sis 5 POR, HA 
H 所 产生 的 R 上 RRE. THE, HP 10.1.3 和 例 10.1.4, 有 
Ps = AG + Sri + 8x2 + 3x23 + Grir), 


Pr = P t T xi + 2x; + 2x5) 


WR GE ERE 10.5.2 fS e 4S AOR A Pace 


i. lcépaeg me 319-1632 - 21) = 9, 
6 24 


£710.55.2. its 2—-+SHRER, S, 是 5 上 的 对 称 群 。 S; 中 
的 两 个 元 om. mr 有 做 等 价 的 ,如 果 有 S 中 的 二 元 a, 6 A 
amb = x, (10.5.19) 
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这 里 and 是 5; 中 这 样 的 元 , 它 对 任 一 (< SAR 

Cambr) — a * (mb * 3)), 
PRBS CRA SHWE, mo) RBH STD 的 元 
b- :的 件 用 . 

由 (10.5.19) 界定 的 关系 确 为 一 个 等 价 关系 , MAA 

10.5.1 的 特殊 情形 : 

D=R=S, 

G= Hs PES 的 Cayley on. 


Fr ,有 
>> MORES 


I 
Po Py = —— 
Is] ins 


DATES BERS RE 


4,54 181 
i à 000 (S, 


这 里 vOD a s YEA A CRT 
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EPEA FAR. CAMERAS RE BE, 
下 册 专 门 讨论 组 侣 设计， SE ARD LAE PS — BN A 
书 而 言 的 ,对 本 其 自然 适用 .除了 以 下 数 语 需要 重 提 外 ,其 余 不 再 
oR. GE: “ABU AAEM Fon, 讲述 较 详 , 并 
力求 使 处 理 问题 的 方法 多 种 多 样 . 但 是 , 当 需 用 其 他 数学 学 科 , 如 
数论 ,代数 ,数学 分 析 的 知识 上 时; 则 假定 读者 对 它们 已 经 熟知 ,不 百 
酒 论 -本 基 用 到 初等 数论 ,不定 方 程 .二 次 型 的 算术 理论 .代数 数 
论 等 数论 方面 ,以 及 有 限 域 ` 有 限 群 有 限 几 何等 其 他 方面 较 多 且 
有 时 还 较 专 门 的 知识 ,但 未 能 对 它们 详 述 ,上 只 是 作 些 简单 的 介绍 和 
指出 基本 的 参考 文献 

本 册 的 任务 是 专门 介绍 组 合 设 订 的 理论 、 方 法 和 一 些 有 关 的 
著名 问题 ， 这 里 所 分 绍 的 组 合 设计 的 主要 类 型 有 : (1) 完全 区 组 
设计 (第 十 八 章 ), 《2 平衡 不 完全 区 组 设计 《第 十 二 章 ) 及 其 重要 
特 款 一 一 对 称 设计 (第 十 三 章 ) ,三 连 系 (第 十 二 ,十 九 童 ), 几何 设 
计 ( 第 于 七 章 ) ,可 分 解 的 平衡 不 完全 区 组 设计 (第 十 九 章 ) 等 ,作为 
对 称 设 计 的 重要 内 容 , 还 有 循环 设计 (第 十 四 \ 十 五 章 )，Hadamard 
设计 (第 二 六 章 ) 《3) 部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 (第 二 十 章 ). (4) 
正 交 设计 (第 十 八 章 ) 和 模 截 设计 (第 十 九 章 )，(5) 按 对 平衡 设计 
《第 十 八 \ 十 九 章 ),，(6) iit, Youden Rit, Room 设计 , 称 重 
i 21D, MEMS CARH). ERB, MAAR 
课题 的 方法 是 结合 各 种 类 型 的 设计 来 介绍 的 。 因 而 获 见 于 各 章 ， 
主要 的 方法 有 : 和 振 阵 方法 ( 见 第 十 二 ,十 三 ,十 六 \` 二 十 等 章 ) ,数论 
方法 ( 见 第 十 四 五 等 章 ) .二 次 型 论 方法 ( 见 第 十 二 ,十 三 等 章 )， 
AUR APACS +A tA tE OPS), 有限 几何 方法 【 见 
第 十 五 ,十 七 ,三 十 等 章 ), 以 及 组 合 方法 等 在 本 书 中 ， 对 于 组 合 


"a d * 


Wit AS Lie RST FR a, de (EQ — Re 
AA EB IX edens. TAT OE. an, 
ATER Fri Euler Racca REECE REEL 
章 中 找到 ; OT = ee AA EE RY 70 EO FE) HE TIL 
BO: e 充分 大 且 % = 1 的 可 分 解 半生 不 完全 区 组 设计 存在 的 充 
要 条 件 间 题 的 解决 也 在 第 十 九 章 中 ; 关于 8 Bp Hadamard ABE 
的 存在 性 问题 的 主要 结 轩 安排 在 第 十 六 章 中 ; 关于 Steiner 三 连 
系 大 集 问题 的 简单 介绍 见 第 十 二 章 ， 等 等 。 为 了 使 读者 在 讨论 各 
类 具体 的 设计 之 前 对 整个 组 合 设计 理论 的 丢 萄 以 及 各 类 设计 之 间 
的 联系 有 所 了 解 , 故 岂 本 册 的 首 章 来 介绍 谱 领 域 产生 的 实际 背景 ? 
有 关 它 的 应 用 , 它 的 主要 类 型 , 这 些 类 型 之 闻 的 联系 ,以 芭 组 合 设 
计 理 论 的 内 容 , 等 等 . 

本 册 的 四 的 之 一 是 为 从 事 数字 通讯 、 试 验 没 计 、 数论 的 应 用 * 
代数 学 的 应 朋 、 有 限 几 何 学 的 应 用 以 及 组 合 数学 等 方面 工作 的 研 
究 人 员 提 供 一 份 有 关 组 合 设计 方面 内 容 较 新 且 较 全 面 系统 的 参考 
资料 。 所 以 ， 书 中 常常 介绍 一 些 课题 的 新 近 成 果 ， 使 得 对 之 有 兴 
趣 的 读者 可 以 查阅 所 引 的 文献 ， 开 展 研 究 ， 本 珊 的 另 一 目的 是 为 
攻读 组 合 数 学 的 研究 生 和 所 导 他 们 的 老师 提供 一 份 教学 用 书 。 因 
此 ,基础 部 分 讲述 得 较为 详细 ,有 时 还 辅 以 其 体例 子 , 使 得 所 论 内 
容 尽 可 能 易于 理解 和 掌握 . 

组 合 设 计 理 论 的 内 容 很 丰富 , 涉及 面 很 广 , 近年 来 发 展 很 快 . 
本 书 力 求 反 映 这 一 学 科 的 主要 方面 和 近期 的 发 展 状况 ， 力 求 反映 
我 国 数学 工作 者 对 这 一 领域 的 和 贡献。 此外， 本 书 还 力求 用 较为 统 
一 的 观点 来 处 理 所 论 内 容 , 尽 可 能 地 把 纷繁 的 材料 系统 化 . 但 是 ， 
由 于 这 方面 的 专著 所 见 不 多 ,更 限于 作者 的 水 平 , 因 而 缺点 和 错误 
在 所 难免 ， 在 介绍 我 国 数学 工作 者 的 贡献 或 列 出 其 论著 时 , DIS 
HOPE fil AT rn, 很 本能 挂 一 漏 万 ， 所 有 这 些 ,， 都 诚 望 同志 
们 批评 指正 ， 鉴 于 末 厚 有 同类 书籍 出 版 , 故 今 扰 出 此 殖 ,以 期 引出 
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L. Liu. University of lllinois, USA), FRR aie (H. S. Sun. 
California State University, USA). WXEL (CM. K. Siu, Hee 
Ke) AES HESS TEMS OREL, 或 惠 寄 参考 资料 , 或 同 作者 进 
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BHR ”组 合 设计 概论 


组 合 设计 理论 是 现代 组 合 沦 的 一 个 非常 重要 的 分 支 .本 党 介绍 
这 一 分 支 约 概 魏 而 把 详细 的 讨论 贸 福 本 书 的 峻 后 各 章 ， 在 介绍 概 
feM ,着 重 三 个 方面 : 一 ,这 个 分 支 的 来 际 背 好 附带 介绍 历史 上 汐 
两 个 著名 组 合 学 课题 (§ 11.173 二 ,组 合 设计 的 主要 类 型 期 可 分 解 
设计 C$11,1); 完 全 设计 和 正 交 设计 ($11,2)， 平衡 不 完全 区 组 设计 
(811.2) 对 称 设 计 > 循 环 设计 > 几 何 设计 和 Hadamard 设计 ($11.4)， 
部 分 半 突 不 完全 区 组 设计 ($11.55. HRP ROE ER AR IT 
($11.6),Youden 设计 ，Room 设计 * 称 重 设计 幻 方 * 恤 盖 和 填 装 等 
《$11.7); 三 ,组 合 设计 理论 的 内 容 C$11.83)， 


§ 11.1 问题 的 提出 


在 组 合 设 计 这 一 分 支 中 ,也 象 在 组 合 论 的 其 他 分 支 中 一 样 , 许 
多 课题 的 原始 形态 是 智力 游戏 ， 因 而 人 们 对 它们 的 研究 最 初 也 总 
是 纯 数 学 的 .然而 , 当 这 种 研究 深入 到 一 定 阶 段 ,特别 是 当 生产 发 
展 和 其 他 学 科 发 展 过 程 中 产生 租 同 或 相近 的 问题 时 ， 这 些 课题 就 
同 实际 紧密 结合 起 来 ， 一 当 它 们 的 意义 明 庚 之后， 对 它们 的 研究 
就 有 了 强大 的 天 然 动 力 , 因 而 就 会 吸引 人 们 更 多 的 注意 ,成 果 也 就 
更 加 丰富 .下 面 首先 看 两 个 例子 ， 一 个 是 所 谓 “ 三 十 六 名 军官 问 
BR”, 55—4 HE “Kirkman 女生 间 题 ”. 

1782 Œ, Euler) 提出 的 一 个 问题 以 下 商 的 “三 十 六 名 军官 
问题 "为 其 特例 . 

问题 11.1.1. 有 三 十 六 名 军官 ,他 们 来 自 六 个 不 同 的 团队 ,每 
个 团队 六 名 且 分 属于 六 种 不 同 的 军阶 . 能 否 把 他 们 排 小 一 个 方形 
Ek 90, SST WAALS BERKS ABA B. 1817 AS I8] 
的 军阶 ? 


= | > 


这 就 是 著名 的 ”三 十 六 名 军官 问题 *、 如 果 存 这 个 间 题 中 把 6 
换 为 v, 36 490 7, 则 问题 就 普遍 化 了 。 为 了 描述 和 研究 普遍 
化 后 的 间 题 ,需要 引进 一 些 术语 和 记号 ， 

Hb 8 一 {5 py … n1 JE v MRS 上 的 一 个 v 阶 
Tike 


EL d ttt a, 
A= ay Wn ttt Fy (11.1.1) 
dal Fa a 


WE Ae. 
ti au, (lir; lS pr Rh €r), C112) 
aja (SAAS os IXiEKo), (i113) 
AUER 4 Se S LR BT. REOLER 《11.1.1) 的 
每 一 行 都 是 3 的 一 个 无 重 全 排列 ;条 件 (11.1.3) 即 ，(11.1.1) 的 每 
一 列 都 是 s 的 一 个 无 重 全 菲 列 ， 

ik B= (6) 是 3 上 的 另 一 个 > 阶 拉丁 方 , 旦 符合 条 件 : 在 
以 5 的 元 素 侦 为 元 的 矩阵 

(Caii, bi)) (L&S r) (11.1.4) 

B, Sx 5 中 的 全 部 oh PEAKE, WRATH AFB E 
Es EAS Ite BIE seh Ty Bei AMBER. 

在 问题 11.1.1 中 ,如 果 把 六 :个 团队 和 六 种 军阶 都 各 用 [1， 6]m 
的 数码 来 编号 ， 而 且 以 G. D RRKAR i 个 团队 且 属 于 第 i 种 
军阶 的 军官 ,那么 问题 11.1.1 就 可 重 述 为 : BEER LO] EA 
一 对 六 阶 正 区 拉丁 方 ? 

这 个 间 题 可 以 普 裔 化 为 

问题 11.1.2。 RRR r, ERTE- H r HERBY 
方 ? 

关于 问题 11.1.2 以 及 正 交 拉丁 方 这 一 课题 的 详细 讨论 将 在 第 
十 八 章 中 进行 . 现在 来 看 看 这 一 问题 的 实际 意义 . 

邻 把 某 试 监 田 分 成 纵横 的 九 小 块 且 签 在 其 上 试 种 三 个 不 同 品 
PRN A, BAC, 以 恒 得 出 在 4. B RICHIE Pon 


* ge 


ré Boe RUE KS. ROP PRL RR 
BR: 


nn 
BB 
=la 
Jn 
ajwfa 


nP ele 
a) (2) 
一 一 FILLS) 
Ajea ALBIC 
i BB B|C!A 
Bialc cl4ls 
(33 (4) 


在 (11.1.5) 的 (1) 和 (2) ch, RR 4, 吾 和 CC 安排 得 比较 集中 。 这 
样 ， 世 横 条 或 三 紧 条 邮 上 的 土质 的 好 坏 对 三 个 品种 的 小 过 的 长 势 
和 收成 的 影响 很 不 均衡 ,〈3) 比 01) 和 (2) 都 好 ;特别 是 每 一 纵 条 上 
三 个 品种 的 小 疲 都 有 ， 因 击 三 纵 条 上 的 土质 对 这 三 个 咒 种 的 小 麦 
的 影响 比较 均衡 ;但 是 ,在 三 个 可 条 上 ， 三 个 品种 的 小 者 却 分 布 得 
很 不 均 窒 ， 因 而 三 横 条 上 的 土质 对 这 三 个 品种 的 小 麦 的 影响 就 不 
Aj P. 《4) 就 避免 了 上 述 缺 点 ,使 得 三 横 条 和 三 纵 条 上 的 土质 对 
三 个 品种 的 小 麦 的 影响 都 其 均衡 的 ， 这 表明 了 方法 (4) 比 其 他 三 
种 广东 都 要 好 些 , 而 (4) 正好 是 三 个 文字 的 集 14, B, CY 上 的 ~ 
个 三 阶 拉丁 方 ， 

令 欲 生产 一 种 饮料 。 其 主要 原料 有 4,8,C,D 西 种 .希望 
通过 试验 来 找到 一 个 恰当 的 配方 ,使 得 饮料 的 质量 最 好 ， 

如 果 对 每 种 原料 部 选择 三 种 不 同 的 剂量 ， 分 别 记 为 Ao Bis 
C; Di (1 im 3), 来 做 试验 ,就 得 做 一 81 次 ， 能 否 通 过 作 较 
少 次 数 的 试验 而 得 出 比较 可 靠 的 结论 呢 ? 

粗略 地 说 ,如 果 能 设计 出 一 个 艇 5 次 蕊 验 的 方案 ,使 得 四 种 诛 
SAE A (RIL) aco ROM Isi 3), 
LO 所 所 3) 都 能 在 这 个 方案 中 出 现 ， 则 可 望 由 此 得 出 较 可 和 僻 
Mei. MRE WH, Cina KA. BRAS 
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种 剂量 就 可 认为 搭配 得 很 台 理 ， 且 在 保证 此 合理 搭配 的 条 件 下 试 
验 次 数 可 达到 最 小 ,因而 是 比较 理想 的 试验 方案 . 

现在 来 计算 这 样 的 试验 次 数 *。 KRETA FENA 
来 表示 : 


A:BiC,;Di: A 的 剂量 为 4;， BRANES Bis C 
的 剂量 为 Ci D 的 剂量 为 D1. 
于 是 , 一 次 试验 中 有 诸 原 料 的 ( 2 } 一 6 对 剂量 相遇 ， 故 次 试验 
中 诸 原 料 的 两 种 剂量 相近 的 讼 次 数 为 6r， 另 一 方面 ， 由 4 分 别 
15 B,C, D 的 侈 部 可 能 的 剂 屋 各 相遇 一 次 , 就 得 相遇 9 次 ， 故 4 
M MN ABUS B, C, D 的 全 部 可 能 的 剂量 各 相遇 一 次 时 ,其 
柱 遇 的 监 次 数 为 3.9 次 . 类 似 地 , 5 的 三 种 剂量 分 别 与 C，D 的 全 
部 可 能 的 剂量 各 相通 一 次 时 ,其 相近 的 总 次 数 为 3.6 次 ; C 的 三 种 
剂量 与 D 的 三 种 剂量 各 相遇 一 次 时 ， 其 相 过 的 总 次 数 为 3.3 次 。 
总 起 来 ,每 二 种 放量 恰好 相 过 一 次 时 , 诸 剂 量 相遇 的 总 次 数 是 
3(9 + 6 +3) — 54. 

由 bn m 54 fln 一 9. 这 就 是 说 ， 符 合 要 求 的 方案 如 果 存在 的 
话 , 它 包含 九 次 试验 . 

为 了 配 出 这 九 个 方案 ,可 列 出 一 张 表 , 除了 表 头 的 行 以 外 , 它 
的 每 一 行 表示 一 次 试验 ,而 第 1, 2, 3, 4 列 分 别 是 4， B. C, D 的 
三 种 剂量 由 于 4, 与 By, By, B BERA, i A, A A 名 要 出 
现在 三 行 上 ， MHA 4; 出 现 的 三 行 上 ，8,, Br, B, 各 出 更 一 次 。 
这 样 一 来 ,经 过 行 的 换 序 , 这 个 表 的 头 二 列 可 以 写 为 


4 B IM D 


A B, 

4, B, 

4, B, 

4, B, 

4 B, (11.1.6) 
4, B 

a, B, 

A B 

En B, 


(RE REA SE ; A FEL CLI 1.6) A PHEA E 


Hu B 
= B, B, P. 
[ABRE | 
" (11.1.7) 
ET C4, B. CAs Bi). Ch. Eu i 
EP (42,83), CA BID). LAB) 
Ay CAB) Celis Body LA, B) 


其 中 第 i 行 与 第 i I RAER “O B1), OX B A Bi 外 
的 括号 表示 4; 和 B; 组 成 一 个 元 素 对 .这 可 凡 略 去 不 写 ， 因 为 内 
圾 的 行头 和 列 头 已 经 表明 了 这 一 点 . (Ar B) AES RABE 
滚 上 适当 的 Cy. FHP THOT (4, C0 S14 3) MCB; Ca) 
(<7, 4S 3) 在 全 部 表 中 恰好 各 出 现 一 次 ， 所 以 C1, GC 
(11.1.7). BRE ADIOS TMK AHR BR. Alot, Bede 
(11.1.7) 中 的 诸 C4;, Bs) 且 添 上 符合 要 求 的 备 C 所 形成 的 阵列 
正好 是 集 {C Ca, Ca) 上 的 一 个 三 阶 镜 丁 方 ， 而 且 反 之 亦 然 ， 
例如 ,可 以 用 三 阶 拉 了 丁 方 


Ci C; C 
[o C, C, |. (11.1.8) 
(C. C, Ca 
(RAL KA: 
T = 
N es 
——— " (11.1.9) 
| EP CABOS CAB, CA, BCs 
a, CAP JC, La C4 BC, 
| Ay Ca BCs CA BC, CAs By Cy 


Rie Rm CLL ORAS D, SRC, 的 情形 类 似 地 , 要 
次 人 的 诸 D HIR {Dio Dr, Di) 上 的 一 个 三 阶 拉丁 方 。 此外, 诺 
Di 的 足 标 与 湛 Ci 的 足 标 各 相遇 一 次 ,这 就 是 说 , 足 标 对 (6,7) 恰 
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好 出 现 一 次 ， 亦 那 Di 的 诸 足 标记 组 成 的 拉丁 方 与 诸 C4 的 足 标 所 
组 成 的 拉丁 方 这 二 省 正 交 。 MA MRR AA. Pe, 
因为 


I 2 3 1 2 3 
2 3 1| 和 13 1 2 
3 1 2 2 3 1 


CA BD CD (CAB Cia CdsB3) Cys D, 
C1, BCD {Ars BJ CD (A4,,B,), C, D, 
C4, BC, D, (4,,B,),C, D, (4,,B,), C, D. 


(11.1.10) 
在 表 (11.1.10). B9" (A4. B), C,D” 栏 中 的 九 个 组 合 就 是 符合 要 
求 的 试验 安排 . 
下 面 转 而 讨论 Kirkman 于 1847 年 提出 的 一 个 问题 ， 
问题 11.1.3 (Kirkman 女生 问题 )， 某 教 员 打算 这 样 安排 
她 班 上 的 十 五 名 女生 散步 ， 散 步 时 三 名 女生 成 一 组 ， 共 五 组 . 问 
能 否 在 一 局 内 每 日 安排 一 次 散步 ， 使 得 每 两 名 女生 在 这 周 内 一 
道 散步 恰好 一 次 ? 
下 面 就 是 符合 要 求 的 分 组 方法 . 
第 一 日 : {1, 2, 5}, (3, 14, 15}, (4, 6, 12}, 
| (7, 8, 11}, {9, 10, 13}; 
第 二 日 : (1, 3,9}, 12, 8, 15} (4, 11, 13}, 
15, 12, 143, 16, 7, 10}; 
第 三 和 日. 11, 4,153, 12, 9, 11}, £3, 10, 12}, 
15, 7,13), (6, 8, 14}; 
POA: 41, 6,11}, 42, 7, 12), 13, 8, 13}, GALLI) 
13, 9, 14}, (5, 10, 15}; 


第 五 日 : (1, 8, 101, (2, 13, 145,43, 4, 7], 
15, 6,9}, (11, 12, 15}; 
第 六 日 : {1, 7, 4}, (2, 4, 103, 13, 5, 8}, 
16, 13, 15}, (8, 9, 125; 
第 七 日 : (12,131, (2, 3, 6), {4, 5, 8], 
(7,9, 15}, £10, BL, 14}, 
问题 11.1.3 26 E] bee Ra ER, AMER LLL) 
却 有 其 实际 底 用 。 下 面 是 一 个 说 阴性 的 例 予 ， OAR DS 种 饲料 
对 某 珊 动物 作 试 验 . 试 验 分 五 个 阶段 进行 ,每 个 阶段 以 三 种 饲料 的 
混合 物 来 喂养 用 作 试 验 的 七 只 同 羔 动物 ， 假 定 需 讨 按 以 下 条 件 来 
安排 试验 ，(1) 每 种 饲料 对 每 只 用 和 作 试 验 的 动物 在 五 个 阶段 所 用 
的 注 合 饲料 中 怡 好 用 一 次 ，{2) 每 两 种 不 同 的 饲料 对 金 体 用 作 试 
验 的 动物 在 五 个 阶段 所 用 的 混合 饲料 中 都 恰好 间 时 用 过 一 次 ， 那 
么 ;根据 (11.1.11), 可 以 得 到 一 个 符合 要 求 的 安排 , 有 如 (11.1.12) 
Br. 


2.5 3:14,15 4,6,12 7,8,11 9,10,13 


第 一 只 1 
第 二 所 1,3,9 2,8,15 4,11,13 5,12,14 6,7,19 
第 三 只 1,4,15 2,9,11 3,10,12 5,7,13 6,8,14 
第 下 只 l, li 2,7,12 3,8,13 4,9,14 5,10,15 
Rr 1,8,15. 2,13,14 3,4,7 5.6,9 11,12,15 
WARE 1,7,14 2,4,10 3,5,11 6,13,15 8,9,12 
第 七 内 1,12,13 2,3,6 4,5,8 7,9,15 10,11,14 
(11.1.12) 
关于 Kirkman 女生 问题 以 及 与 其 有 关 的 一 些 问 题 , 在 第 十 九 
章 还 将 详细 地 讨论 . 


不 咎 是 用 拉丁 方 在 试验 地 上 安排 农作物 的 播种 ， 或 用 正 交 拉 

了 方 安排 几 种 党 料 的 配方 ,还 是 用 Kirkman 女生 问题 的 解 作出 的 

一 个 饮 程 内 饲料 的 安排 , 部 涉及 一 些 科 学 试验 的 安排 间 题 。 上 面 
* 7 * 


Hh Hb RR HO RE e tH EROR AYR PER 7 1 TO A 试验 
的 设计 ， 利用 符合 要 求 的 试验 设计 来 进行 试验 就 可 得 出 许多 数 
据 , 如 何 分 析 这 些 数据 从 而 得 出 有 关 试 验 的 一 些 结论 ,这 叫做 试验 
的 分 析 ， 一 般 说 来 ,试验 的 设计 属于 组 合 论 的 研究 对 象 ,而 试验 的 
分 析 则 是 数理 统计 学 的 内 容 。 本 书 只 研究 试验 的 设计 .对 试 哈 的 
分 析 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 有 关 的 资料 ,例如 ，H., B. Mannf1] 和 
D. C. Montgomery[ 1), 以 及 中 国 科 学 院 数学 所 统计 组 [1]. 

试验 设计 在 组 合 论 中 又 叫做 区 组 设计 ， 是 组 合 设计 的 一 种 下 
要 类型， 为 了 说 得 更 确切 些 , 给 出 以 下 的 定义 。 

定义 11.1.1， 设 5 是 一 个 有 限 集 , B, Ba +, Bs 是 它 的 8 
十 子 集 或 # 个 无 重 排列 . hs ARKUS Z = {BBB} 
就 叫做 集 S 上 的 一 个 区 组 设计 ，5 叫做 该 设计 的 基 集 , 诸 Bi S 
F< 6) 吕 做 该 设计 的 区 组 。S 的 庄 元 素 的 一 种 确定 的 安排 就 叫做 
5 上 的 一 个 组 合 设计 ， 

为 方便 计 ,未 特别 说 明 的 区 组 均 指 子 乐 , 且 有 时 也 把 将 作为 某 
一 设计 的 区 组 的 一 个 子 集 或 无 重 排列 叫做 区 组 . 

需要 强调 的 是 ,在 这 个 定义 中 , 每 一 区 组 都 是 一 个 子 集 , 或 都 
是 一 个 无 重 排列 ,其 中 无 重复 的 元 , FARA A 则 可 以 有 重复 的 
区 组 ， 此 外 ,这 个 定义 非常 广泛 ,对 区 组 ，、 区 组 秘 和 诸 元 素 的 安排 
方式 几乎 无 限制 ， 要 使 研究 的 问题 对 理论 和 实际 有 意义 和 作用 
往往 需要 对 这 些 加 上 车 千 适 当 的 限制 条 件 . 这 将 是 本 章 的 其 他 庄 
节 和 本 肌 的 其 他 诸 章 的 主 村 内容， 这 里 先 介 绍 一 个 较 一 般 的 简单 
fx. 

定义 11.1.2， 设 4 是 基 集 5 上 的 一 个 区 组 设计 。 MES 
有 分 解 式 


AU (11.1.13) 
ee ESWE ERIEN, r], BRE A; 的 一 h 


+ + V y A c» | 


SPD pl gna RGR Rd xul 


CPSERDCIURBOBIMODE £R. 


E a ^a 


例如 ,在 间 题 11.1.3 Shas ay Kirkman 床 生 问题 的 解 就 是 一 
ADMIT, S8, (1 6m 7) 是 由 第 i 日 的 五 个 组 所 组 成 的 
TH. 

这 类 设计 将 在 第 十 八 章 中 过 到 . 

区 组 设计 的 理论 有 着 很 多 重 变 的 实际 应 用 ， 这 可 以 从 上 面 几 
个 说 内 性 的 问题 得 知 一 个 轮廓 ， 在 本 书 介绍 区 组 设计 理论 时， 一 
般 不 涉及 它 的 具体 应 用 ,因为 这 不 是 本 书 的 任务 。 自然 ,区 组 设计 
理论 的 应 用 并 不 仅仅 限于 对 试验 的 安排 和 研究 ， 它 对 计算 机 科学 
和 数字 通讯 理论 等 都 有 着 十 分 重要 的 应 用 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 奢 
看 F. J. Macwiliams 和 和 N. J. A. Sloane[t], 

本 章 的 其 余 各 节 将 分 述 几 种 基本 类 型 的 区 组 设计 的 概貌 ， 酒 
对 这 些 拓 本 类 型 的 区 约 设 计 及 其 志 相 联系 的 详细 研究 将 留待 本 书 
BEC AR ERE, 


$ 112 完全 区 组 设计 


BE Sinn, 是 一 个 ”元 集 . 

XXiLZLL BS 的 一 个 完全 区 组 设计 是 5 的 满足 一 定 条 件 
的 若干 个 无 重 全 排列 的 全 体 ， 其 中 每 一 个 全 排列 叫做 一 个 区 组 ， 

如 果 (11.1 间 是 一 个 > 阶 拉丁 方 ;, 则 4 的 每 一 行 (或 每 一 列 ) 可 
以 视 为 集 5 的 一 个 全 排列 ， 这 些 排 列 所 满足 的 条 佚 由 (11.1.2 多 或 
(14.1.3)) 给 出 。 因 此 ,一 个 拉丁 方 是 一 个 完全 到 组 设计 ， 一般 地 ， 
一 个 + Xv 阶 ( 或 x :1 阶 ) 拉 丁 矩 ( 参 春 $5.6) 也 是 一 个 完全 区 组 
设计 . 

. ROR EM 112.1 中 的 诸 全 排列 满 是 答 件 : 这 些 排 列 的 选取 是 


当 其 希 变 作 一 系列 试验 而 诸 试 验 的 顺序 对 试验 结果 有 影响 
时 ,往往 采用 随机 完全 区 组 设计 来 安排 这 些 试 验 ， 例如 ,为 了 要 观 
宕 七 种 助 生长 药物 的 效果 ， 今 用 十 二 内 免 来 作 试 验 :， 七 月 内 每 只 
AHR., — ROK DL, FORRAR ANA E B AY ARE 
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REA, AOR Z5 HT BE In gs RAE. 把 
这 七 种 药 分 别 用 1,7] 中 的 数 来 编号 ， 如 果 全 部 十 二 纵 免 都 按 
[2 的 周一 排列 中 的 顺序 来 咀 药 , 则 这 些 药 表 现 出 的 葡 果 会 比 实 
际 的 效果 大 或 小 些 , 从 而 影响 得 出 正确 的 结论 。 如 果 在 集 [1,7] 的 
全 排列 中 隧 机 地 侈 出 十 二 个 来 作为 十 二 只 免 咀 药 的 次 序 ， 上 面 吃 
疯 病 即 可 克服 . 已 有 现成 的 随机 数 的 表 和 随机 排列 的 表 殿 查 用 ， 
例如 ,有 Kendall 和 Babington-Smith [1], Rand Corporation[ 1]. 
完全 区 组 设计 以 及 与 之 相关 的 正 交 设计 将 在 第 十 八 章 讨论 ， 


$ 11.3 平衡 不 完全 区 组 设计 


WE Sis a, rr 是 一 个 ”元 集 、 
定义 11.3.1. 设 Æ = (B,, Bi, +++, Bs} RES 上 的 一 个 
区 组 设计 ， 如 果 B 满足 条 件 : 

CL) |B] BORA FAR (1 Sj <4); 

(2) SS 的 任 一 元 5s, s HB 中 子 集 的 个 数 是 一 个 不 依 巾 
Ts ORR 

(3) HS 的 任 一 个 二 元 子 集 Io, ahs 包含 该 子 集 的 S 中 于 
集 的 个 数 是 一 TARE s AA 5; ROS 


"ui gi DX 28 SEA at (2r ft ici S 由 元 在 庄 区 组 中 的 出 现 
数 ,(3) 中 的 常数 值 叫 做 5 中 二 相 异 元 的 相遇 数 。 如 果 这 三 个 数 分 
PURE A,r, à, APR BIRT RRM (4, v, 7, 二， 四 -平衡 不 
SUT, HG Os os r, k ABLE, b, v, r k, a Hf 
— 1 

所 有 区 组 的 容量 相同 ,以 及 S 中 任 一 元 的 出 现 数 都 相同 , 且 任 
一 对 相 异 元 的 相遇 数 都 相同 ,这 就 是 设计 的 平衡 性 的 含义 . 

平衡 不 完全 区 级 设计 叉 记 为 BIBD 或 BIB 设计 ， 它 们 是 
“balanced incomplete block design” 的 缩写 . 

定义 11.3.1 中 的 条 件 (2) 实 际 上 是 条 件 6 人 1 和 人 43) 的 推论 (参看 
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定理 11.6.2 的 系 ), 因 而 可 以 三 去 ， 这 里 列 出 它 ， 共 原因 之 -是 强 
调 这 一 条 件 , 另 一 是 遵从 组 合 学 文献 的 习惯 . 

下 面 来 看 参数 万 取 一 些 特殊 值 的 情形 . 

“ROR AE S8 RY} (b. v, 7, R 4)- 设 计 , 则 有 一 - 
qf Se b d 


-—i195,05,--,90), (11.3.1) 
6 个 
Joi, SEE 3E ERO, (11.3.1) 9826 — 7 (6, 0,0, 0)- 设 计 . 
| R — 1 时, BBB 成 为 一 个 【Bo rr k, 1)- 设 计 ， 则 有 
一 止 整数 + 使 


B= {ie}, nts {sits {sy}, sts ish, 
MR Oe 
sees dot, ores deth (11.3.2) 


7 个 
AW SUE MERO r, (11.3.2) 确 为 一 个 Cre, v, r, 1 0)- 设 计 ， 

M OR — 2H, BR A 成 为 一 个 (Gv, r, k, -ikir WAE 
整数 4 使 


B= tia, ái), "tta in, sat, ttt, is, Srt ds, DEVE tt 
X^ 4 个 

ina. Sopot t's (Sena, Seth. (11.3.3) 

易 证 ， 对 性 一 正 整 数 2, (11.3.3). 确 为 一 个 (a - ee, " 


ie — D, 2, 1 设计 . 


Bem ye — 2, UE 58 成 为 一 个 (b, vr, k Doi R 
ATE :, 1E 
B 一 [Sis 5], rot, Sits 5l. 


个 


SX, 5544). tts SM, Sri} "tt 
一 一 一 一 一 -一 -一 .一 


! 个 


Sears cet SN Sal nl (11.3.4) 


E Vl MNA 


suscita s quie ac (MOLD, v 


le 一 (e 2) v — 2, ULL -RU 一 E -设计 ， 
R= ev —~ 1 it, TE (e,r, k, A)- Wi, MA 
JE SEXE, E 


B = {a} oo, Sls, nn 
a 
S\{s7}, BEBE SN s], Uta 
— a 
Seeha 0, SM, (11.3.5) 
a 
4k St HEE RER +, (11.3.5) Bog — ^ (et, v, (o 一 1959 — 1, 
(v 一 2))- Wi. 
SR +h, AB Hg (5, v, 0, k, 12)- ET RE 
整数 +, 使 
A = ($,..., St, (11.3.6) 
了 个 
显然 :对 任 一 正 整 数 n, (11.3.6) WE TIS (nv ron, 7)- 设 计 . 
出 第 十 二 章 将 要 证 明 的 一 个 定理 《定理 2.1.5), L8% F 
&-—v—2, v l,v 的 情形 可 分 别 化 为 一 2, 1, 0 的 情形 得 到 
AR, MTB AT SS XX HB FB eT AT E 
Æ 12.1.5, 
因为 设计 (11.3.1) 一 (11.3.6) 是 显而易见 的 ， 故 称 为 平凡 的 
BIB 设计 ; 又 因为 它们 的 参数 具有 的 特殊 值 往往 影响 基 一 般 参 数 
的 设计 的 统一 性 ， 故 又 称 为 退化 的 BIB Rit. 为 了 处 理 的 统一 
和 方便 起 见 ， 若 无 特殊 的 说 明 ， 一 个 《227 k, 四- 设计 今后 党 
THERZTCIL.3.1) — (11.3.6) DJ RR YE. RUE & 3 x 
“一 3 的 设计 ,这 又 叫做 非 平凡 或 非 退 化 的 BIB 设计 . 
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$ 11.4 一 些 特殊 类 型 的 平衡 不 完全 区 组 设计 


车 对 (5, 0,7, 4, )- 设 计 附 加 上 另外 一 些 限制 条 件 ,就 产 竺 
竺 妹 类 型 的 平衡 不 完全 区 组 设计 ， 

一 种 特殊 类 型 的 平衡 不 完全 区 组 设计 是 所 谓 的 对 称 的 平衡 不 
完全 区 组 设计 . 

EX 114.1. 一 个 (e, v, k, &, A1)- VERE URI ERRE E i A 


= e 0| * > 


完全 区 组 设计 或 对 称 的 BIB nr XQ Co, &, 4)- 设 计 。 又 常 
简称 为 对 称 设计 . 

一 种 特殊 类 型 的 对 称 设计 是 记 谓 的 循环 对 称 设计 ， 这 种 设计 
Id fi A ee AE, 

定义 11.4.2， 以 正 整 数 o HRN A SHARAD RATA 
WIR D= ias, m, coc, agy Cmode) 叫做 一 个 (v, 丰 ,4)- 循 环 
差 集 ， 如 果 对 每 一 个 d 5&0 (mod v), WHA DHA ASA R 
(25, aj) 使 入 


d £2 a; — a; (mod e), 
EEM 11.4.2 rh, TT "D = fay, da, ct, ag} (mod e)" BS 
BRS, D 由 a, 42, +--+, 24 RRMA (mod e) AR, 
有 时 多 将 此 记 为 D-ia.a c.a] (mode), 如果 用 Z, X 
Bi v 的 剩余 类 环 , a RER “所 在 的 剩余 类 , 则 定义 11.4.2 KA 
WA: 
WM 1143. Z, 的 一 个 不 元 子 集 D= la, a, o, ay} TU 
做 一 个 (o, k, A)- STRE RR, WRB d62Z,,d%0, AAD 
中 4 个 有 序 对 (n.a) 使 得 
d = a; — f, 
例 11.4.1， 设 "一 11, M Zu 89 Yd D = {1,3,4,5, 958 
一 个 (11,5,2)- 特 环 差 集 . 
这 很 容易 直 按 验证 如 下 ; 
1—3259, 3-1=2, 
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ji—3—8, 4-i=3, 
[—5=7, 5— i-i, 
T $—1-i, 
3—4-1ü, 7-3=1, 
3—5—9, 5—3—2, (11.4.1) 
3—5=5, 9—3—8, 
4—5=10, 5—4- 1, 
4j—9—6, $—3—5, 
$—9-3, ó—5—4, 


TECLILA. DB ea UST DN WARRIOR ZS ME 
MAMA, 1, 2,…, 10 恰好 各 出 现 二 次 . 
为 了 介绍 循环 对 称 设计 ,需要 区 组 没 计 之 间 同 构 和 的 概念 ， 
定义 11.4.4.， 分 别 在 ”元 集 S = fn, 6, ee oh MS 
{sl s¥, tu sv) ERU (o, v, n, R, 四 -设计 (s, 
Bj) 和 By— {Bi ,8 人称 为 是 同 构 的 ,如 果 存 在 从 S, 到 5 上 
AY—P(1—1 aR a 
a; s; > als) € S,, 
它 也 是 从 4, BB, 上 的 一 个 (1 一 1) 映 射 
a: Bi—r al BEB, 
这 里 a Bi) 一 {asl eB}. 此 时 又 说 映射 是 从 B, 到 58, 
上 的 一 个 同 构 。 如 果 SHS, Mim BA, HL e REM, BAKA 
身上 的 一 个 同 构 , 则 说 a 是 B, 上 的 一 个 自 同 构 . 
容易 验证 , A, 上 的 全 体 自 同 构 组 成 一 个 群 ,叫做 B 的 全 自 
HHR. ST OEE TRAE E 4 的 自 同 构 群 . 
定义 11.4.5.。 5 一 {ns San ty Set 于 的 一 个 对 称 (v, hd) 
设计 B= (By. Ba ttt, Be} PhS ROR UO AI Æ 
的 一 个 自 同 父 «, & 
in, CD 一 
{B,, (B), (B), +--+, 0° (B)] — X, 
$511.42. Za 1:59(11,5,2) it £6 — (Bi, Ea, is, Bat 


.*k4 * 


是 循环 的 ,这 里 


这 可 


B,= {1,3 
B, = {2,4 
B, = {3,5 
B,— {1,4 
B,= {2,5 
B, = (5,6 
B, 一 10,4 
B,— 10,1 
B, = {0,1 
B, = {1,2 
B, = {0,2 


直接 验证 如 下 .因为 


[1,23€ Bs, B; 
{1,446 B,, B, 
{T, 6} € By, B, 
{1, 8} € By, By; 
{¥, 10} € Bs, By; 
12, 43€ Bp, Bas 
12,6] € B}, Bs; 
{2, 8} € Bs, Bus 
10) € Ba, Bus 
5) € B,, Bi; 
FYE Bs, By; 
S}€ Bi, B4; 
5} € Bj, B; 
7)c€ B, B, 
9)€B, B, 
6t E B,, Bs3 
8j € Bs, Bj; 


a 


* 


m 


LI 


mA ct 
` u 


SAL MA] dp 人 | 小 


im 
on 


Li 


w 


* 


` 


“u 


"a 


u 


w 


LI 


m 


LI 


4,5,9], 

5, 6, 10}, 

6, 7,0], 

6, 7, 3}, 

7, 8,9], 

8,9, lo}, (11.4.2) 

7,9, 10], 

5, 8, 10}, 

2,6, 9h, 

3,7, 10}, 

3,4, 8j. 

(0,3) € By, Bus 
t1, 5] €B,, Ba; 
{T, 736 By, Ba 
{1, 9} € Bi, Bos 
12,3) € By, Bus 
12, S)€ B,, B. 
(2, 9) € Bs, Bus 
12,9) € Bs, By; 
[3, 436 By, Bas 
{3, 6} € Bs, Bs; 
{3, 8} € Ba, Bus 
{3, 10} € B,, B 
{4, 6} € Ba, By; (11.4.3) 
14, 8} €B,, Bus 
(4, 10} € B2, By; 
15, 7}€ Bs, Bs; 


3} eB,, Bs; 
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15,1036 Ba, Ba; | 
{6, 87 € Bau Bas i 
(6,101 € B,, Bus 1 
(5,91€ E,, By (1 
(8.9]EB,, Bgo d 
(9,10) € Bj, B5 
故 (11.4.2) 是 一 个 (11,5,2)- 设 计 ， 设 映射 & 为 
. a; P i d-]1, (11.4.4) 
Wo d Zu 上 的 -- 个 【1 一 1) BRA. E 
Zu = 10,2(0), #0), +e, aco}, 
eB, = Bin (1 ix 10), (11.4.5) 
IS gt (11.4.20 ALG. 
YR Be ET BU 11.4.0 $0480 11.4.2 cei] EX A. E 
Bs ESI 11.4.2 中 的 B, MEP 11.4.1 中 的 D, 311.42 中 的 其 他 
ya BABA fé BT. C11.4.4) $0 (11.4.5) 产生 ， 这 种 联系 并 不 是 偶然 
移 ， 央 为 下 面 的 一 般 性 定理 成 江 ， 
EW 11.4.1. ZE。 上 的 一 个 于 元 集 


ye By, Bs5 
, TOJE BH, Bus 
, IOE By, Bu 


D= (a, da, °°, ay} {11.4.6} 
是 一 个 循环 差 集 的 充 要 条 件 是 , 集 
Æ = (B, B, +++, Ba} (11.4.7) 


Æ Ze 上 的 一 个 Cr, k, à)- dB SR HI Horn 
By: = D, Bi: = @(B,), By: —a(B5), --*, Bet = of By), 
(11.4.8) 
这 里 为 Z, 到 其 自身 上 的 (1 一 1) wR: 
a: i> it], (11.4.9) 
WEBB. IARRAS E. Ip (11.4.8) hig Bi(B, = D) 
SR CBS CY 1.4.7) E — (2, &, 4)- 特 环 设计 ， 对 枉 一 # 疡 0, 闪 Z。 
HA (C4, 0) 恰好 在 1 个 区 组 中 出 现 , 故 答 有 2 个 上 合 
a, t0 d, a, 1 D, (11.4.10) 
(11.4.10) RAE RUSE E EE 
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= g; 一 dj - dj, dy. : 
这 就 是 说 , TRAD AMAR LZ, AinDe-+ (v, k, 
4)- 人 循环 差 集 . 
再 证 条 件 的 必要 性 . 设 (11.4.6) 式 确定 的 DD 是 一 个 (o, &,4)- 
衢 环 产 集 .下 411.4.89) 所 定义 的 B 为 
Bi— {e til, ati l;e, a ti—i} 
Qsiss), (114.0) 


BRB =RO Sie), [I2] 一 vv， 因为 Z。 中 每 一 元 7 在 

BUBU- UB, HERRAR, 而 每 一 B, 中 的 起 个 元 彼此 不 同 ， 

RAR BSIBIBIE. has Z 中 二 不 网 元 , 令 4 一 # 一 5 

Wd 0。 由 于 DD 是 一 个 Gr, k 1)- 循 环 差 集 , RAAD HAPs 

HOSP (au, 24) (1 ELA) A 
4—s:—d-a,—aj,(1sxlsaA) 

idu — a= h, BU) s - a5 n M 


了 一 站 一 而 | 十 而 


一 df mEn 
这 就 是 说 ， is, F} ek Bau, Boa; DG, DB fati 这 ;个 区 组 之 中 
至 此 已 经 证 明 8 是 一 个 《vw, 六 4) 设计。 再 由 《11.4.11) 和 
(11.4.9) 得 B 的 循环 性 ， 证 毕 . 

由 这 个 定理 和 下 面 $14.1 之 首 的 说 明 可 知 ，2, 上 的 循环 区 给 
设计 的 研究 完全 化 成 了 猫 环 其 集 的 研究 。 有 关 循 环 差 集 的 详细 讨 
论 . 将 在 第 十 四 章 和 第 十 五 章 中 进行 。 

一 种 特殊 类 型 的 对 称 设 计 具 有 和 参数 ome ta tl, k= 
nti, 2=1 2/5 ARN ROEIECE OE. RT APH EMR E — 
般 地 ,关于 有 限 几 何以 及 由 它们 导出 的 设计 将 在 第 十 七 章 中 讨论 ， 

一 个 《41 一 1,27 — 1,: — D-X FRE HEEL XH Bx Hadamard 
Wit, GAEIEOO E 3 E (ERE ECKROAG BRA Ie, nx AG p m t 
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Hadamard &BBg. fb PRE ENAM TR 
其 特殊 参数 的 平衡 不 完全 区 组 设计 的 类 型 很 多 ， 上 述 只 是 最 
BEBE AAUP, 

， 如果 一 个 区 组 设计 既是 可 分 解 的 , 又 是 其 参数 b, o,r, kd 
的 平衡 不 完全 区 组 设计 ， 就 简单 地 出 做 可 分 能 的 (2, v, n kà) 
设计 . 由 定义 11.1.2 #0 V. 11.3.1 l, WEES (i. 1.13) 的 分 解 式 
RPR 多 ;的 个 数 为 +。 又 可 直接 验证 ,问题 11.1.3 中 给 出 的 
Kirkman 女生 问题 的 解答 , 就 是 一 个 可 分 解 的 (35, 15, 7, 3, 1)- 
设计 ,于 入 @<i<7) 由 第 i 日 的 五 组 所 组 成 . 


§ 11.5 部 分 平衡 不 完 全 区 组 设计 


平衡 不 完全 区 组 设计 有 几 种 重要 的 拓 广 。 本 书 将 涉及 到 三 
fr. 这 里 讨论 其 中 之 一 .而 把 另 二 种 放 到 下 节 人 介绍， 之 所 以 要 对 
平衡 不 完全 区 组 设计 进行 拓 广 ， 一 方面 是 为 了 实际 问题 的 需要 . 
例如 ,因为 平衡 不 完全 区 组 设计 的 条 件 较 强 , 对 于 很 大 一 类 参数 ， 
它 并 不 存在 ,而 在 处 理 一 些 实际 问题 时 又 需要 -一 些 设计 供用 ,因而 
采取 削弱 限制 条 件 而 构造 出 一 些 不 是 BIBD 的 设计 以 应 需要 ， 另 
一 方面 ,在 理论 研究 中 , 例如 在 对 BIB 设计 的 研究 中 ,这些 护 广 有 
车 重要 的 作用 . : 
下 面 讨论 BIB 设计 的 第 一 种 拓 广 , 即 部 分 平衡 不 完全 区 组 设 
计 , 简 称 为 PBIB 设计 ,这 是 “partially balanced incomplete block 
design” 的 缩写 ,这 种 拓 广 是 把 定义 11.3.1 PRA DAMA 
BIAS BRA RS 的 每 一 个 二 元 子 集 都 在 £8 的 诸 区 组 中 出 现 同样 
的 次 数 , 但 也 不 是 对 此 豪 无 要 求 . 
PBIB 设计 的 概念 基于 所 谓 “ 结 合 方 案 ” 的 概念 ， KF 
结合 方案 谈 起 . 
BS—isn 5) 是 一 个 "元 集 , 且 
(S x SNe 15€ ST = RURU- UR, 
RNR = d (iD, Ree 


(11.5.1) 


是 (5 x SG, ise St 的 一 个 分解 .今后 也 把 Riis m) 
定义 11.$.1。 如 困 对 十 集 5, HLS) TER: 
(1) 簿 一 关系 KCL Sism) 部 是 对 称 的 ; 
(2) SET 5 中 的 每 一 元 :, HA 
jis eE Sides, JER} = az, 
此 数 依 整 于 i 而 不 依赖 于 :的 具体 选择 ; 
(3) REG, 6Ri, 就 有 
HG, VER, (2, SER, ES} =p), (11.5.2) 
Me hee i, d 04, MART s 和: PUR eH 
那么 , 诸 关系 Ri 就 叫做 基 集 S LO-A m AMA SS 
€. Wd 
e, nj, Pu Chi, 7, (Sm (11.5.3) 
叫做 该 结合 方案 的 参数 
定义 11.5.2。 设 已 给 基 集 5 工具 有 参数 (11.5.3) 的 一 个 结合 
FRI RC i m), Æ = {B,, B} +++, Bo} 是 3 上 的 一 个 
区 组 设计 ,有 旦 满足 条 件 ， 
{1) [B| =k (lime); 
(2) *HE— se S, 都 有 
lH{B Bi3s, Lim bl] mr, 
些 数 不 依 赖 于 * 的 具体 选择 ; 
(3) 对 5 PH CARs $05, EL Gs) € R;, 就 有 
HB B2{s, £7), tL PHA O SiS m), 
PH MM MN 的 具体 选择 ; 
记 为 PRIB(R,, Ba, - P 请 数 
bvr, Rds ty, Ph (Tm d, P, Eom) (11.5.4) 
叫做 该 PBIB 设计 的 参数 ， 
由 第 二 十 章 的 一 个 结果 ( 引 理 20.1.4) A, 上 面 定义 中 的 条 
HOTAM, 


Hye 11.5.2, m = 1 A) PBIB 设计 就 是 BIB BH. Gà m1 
时 ,对 一 个 PBIB 设计 ,尽管 诸 区 组 的 容量 都 相同 , 诺 元 在 诸 区 组 
中 出 现 的 次 数 也 都 一 样 ,但 是 对 不 同 的 结合 类 中 的 元 素 对 ,它们 河 
时 出 现在 其 中 的 区 组 的 个 数 却 可 以 不 同 ， 这 就 是 "部 分 平衡 "一 词 
的 由 米 . 放宽 这 一 条 件 的 原因 是 ,在 试验 设计 中 :有 时 PBIB 设计 
就 已 经 很 合用 ,毋须 BIB init, 
mr 一 2 时 的 一 类 重要 的 PBIB 设计 是 可 分 组 设计 ， 
定义 11.5.3。 设 £8 — (B,, B;, --+, Bs} BARBS 上 的 一 
个 区 组 设计 。 如 果 S 有 有 分解 式 
S= SUSU US, 
[Sif = |5| = +++ |5|, 
BSHSRAMAB YAS 
[Bl = |B| m +++ = |B], 
Hf— S; PHAR Co iD KELP R ADR, 
而 本 一 对 s,s GES, SES, Eiji) HEL PRAM 
FA, MARAT Tg ofer, BETA 
组 设计 ， 
可 分 组 设计 是 PBIB 设计 这 一 事实 的 证 明 将 在 5$202 中 给 
i. 
PBIBD 的 概念 最 时 是 由 Bose 和 Nair 于 1939 年 提出 的 。 
在 他 位 的 定义 中 ,要 求 诸 彼此 不 同 . HA. Nair 和 Rao" 删 去 
了 这 一 条 件 。 
第 二 十 章 将 对 PBIBD 作 进 一 步 的 讨论 ， 


$116 ”二 设 计 和 按 对 平衡 设计 


平衡 不 完全 区 组 设计 另外 两 种 重要 的 拓 广 是 二 设计 和 按 对 
平衡 设计 .在 平衡 不 完全 区 组 设计 中 , 姐 果 不 要 求 每 个 元 素 在 诸 区 
组 中 出 更 的 次 数 相同 ,那么 , 尖 把 条 件 " 对 S 的 任 一 个 二 元 子 集 , 包 
ik oH EH) 49 中 区 组 的 个 数 是 一 个 不 令吉 该 二 元 子 售 的 常 
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数 ” 换 为 “对 5 的 任 一 个 + 元 子 集 ， 包含 该 + 元 子 集 的 S 中 区 组 
的 个 数 是 一 个 不 依赖 于 该 : 元 子 集 的 具体 选择 的 常数 ”，、 就 得 到 
EO; SRE "IB <i <b) 是 一 个 不 依赖 于 i 
的 常数 ” HEN, 就 得 划 按 对 平衡 区 组 设计 的 概念 。 更 确切 地 说 ， 
有 
定义 11.6.1， Hit B= (B,, B, +++, Bs} 是 一 个 + 元 集 
S 上 的 区 组 设计 ， 如 果 B 满足 下 述 条 件 : 
(1) |B =A (1 S714); 
(2) 对 一 国定 的 正 整 数 : 和 5 的 任 一 个 :元 子 集 Gl), 
包含 该 子 集 的 8 中 子 集 的 个 数 都 是 同一 常数 Ls 
则 称 48 BRS 上 的 一 个 U, k, A) -设计 ,简称 为 二 设计 ， 
:~ 设计 有 下 面 的 重要 性 质 . 
定理 11.6.1。 设 绍 是 集 S5 上 的 一 个 HC, v, k, 11)- 设 计量 
* 蚌 [1,4:] 中 的 任 一 整数 , 则 对 5 的 任 一 * 元 予 集 , 包 含 该 子 集 的 
4 中 区 组 的 个 数 是 同一 个 常数 us 
-一 区。 
he (fw), i, (11.6.1) 
TRAT «ARR OF EBD PLA ERR 
证 明 . BES s=: — 1 的 情形 。 KS 是 8 的 任 一 固定 
的 * 一 工 元 子 集 .考虑 
€ 一 (GU, BSOD, |S"] — +, BiS) 
今 用 两 种 方法 计算 Ej. -- 方 面 , sos. 13] =: Hs 
的 个 数 是 (e — 601) 一 > 一 上 十 1 这 是 因为 ,58” 是 由 5 if. 
加 SNS' 中 的 v — G6 — 1) 个 元 的 一 个 而 得 到 的 .对 每 一 个 这 样 的 
S", AIS | — c, RAST BS PRAMS. But 
(E| = (»—:- 1)a,, (11.6.2) 
531 —J5 i6, RETES SHRM ER TO — G-1))= 
一 十] TA SDS, |S |=" HFE SU, KEAS 
把 B\S 中 的 每 一 个 元 添 在 5 上 就 可 以 得 到 一 个 合 条 件 的 8 ， 记 
A S' i 26 RHAGP BO ACS), 那么 
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(I = Gr AG'). (11.6.3) 
比较 (11,5.2) 和 (11.6.3) 即 得 | 
， e—24-1 

US) = hoe ae, (11.6.4) 
这 个 数 依赖 于 |5| 一 上 一 1， 而 不 依赖 于 3 的 具体 选择 ,因此 ,可 
记 为 ACS’) = 4 
重复 上 面 的 推理 或 用 数学 归纳 法 即 可 证 得 (11.6.1)， 证 毕 . 
在 定型 中 取 w = 1 便 有 
RLU BERS 上 的 一 个 le, k, -itita MS 中 性 一 
元 在 28 的 诸 区 组 中 出 现 的 次 数 都 是 同一 个 数 As 
i= Ce. 一 — Dei, 
(& m TR 
这 就 是 说 , BRE /- 设 计 的 定 必 中 不 要 求 基 集 5 中 的 每 一 元 
在 Æ 的 庄 区 组 中 出 现 的 次 数 都 相同 , 然而 :~ 设计 确 具 有 此 福 质 ， 
3&2. Au «sr, WME 1i EAE EV. 
由 系 工 和 (vr, k, A)-WYCEDE X A 
定理 11.6.2. 一 个 2-(v, 龙 ,4)- 设 计 就 是 一 个 (Co. v, r RÀ) 


设计 ,其 中 是 一 个 适当 的 正 整数 ，r 一 Mew. 
s. i* B= (B, B, ttt B;] 是 vv 元 集 5 于 的 一 个 区 组 
设计 。 如 果 BH 满足 定义 11.3.1 中 的 条 件 (1) 和 (3), 则 条 件 (2) 一 


CREAT OLE GREEK. BS, ERE) 
HOPER BAN A ATA, 则 (2) 中 的 常数 为 PE 72. 


一 个 te, k, D-RE AR WEERA E AORA 
做 平凡 的 ,如 果 基 集 S 的 每 一 TERREMARK. Wilson” 
EIE Graver 和 Jurkat 于 1973 EUT 39 BUS 6, 都 存在 非 平 
ABS ii} (EAR ul ARR. Bo. ATIR, 
Arm 6, NEESER, AN -设计 ， 这 一 猜想 是 否 为 真 的 问 
题 就 是 “上 设计 的 存在 问题 ”， 不 久 前 ，Magliveras 和 Leavit 给 
出 了 六 个 其 两 不 同 构 的 , 非 半 凡 的 、 单 的 6-(33, 8, 36) 设计 ， 而 
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且 , 他 们 还 对 vz |= 33 构造 出 了 多 于 500000 个 新 的 非 平凡 的 . 单 的 
5- 设 计 . 工 ，TeirliakO 在 一 篇 尚 采 发 表 的 论文 “Non-trivial (designs 
without repeated blocks exist for all ;"rh, 对 所 有 :+ BORE TAE 
PUREA Hh. KREERT- EETRI A TEE 
fa gi, 

XT te -设计 的 其他 一 些 结果 可 以 参看 Wilson 19, 10) Kage- 
yama Kl Hedayat [1, 2] 等 

“Se HTH EN ERG. : l 

EX 11.6.2. i 58 = {B,, Bi, +++, B) formes 上 的 
一 个 区 组 设计 , 且 K = {k ks try Rmt, GE B 满足 条 件 : 

(3) (Bi ek (1 jx 5); 

(2) X S 的 任 一 个 二 元 子 集 ， 包 含 该 子 集 的 4 中 区 组 的 个 

数 是 一 个 不 依赖 于 该 二 元 子 集 的 具体 选 树 的 常数 ; 
WR 56 BRS BAG 个 按 对 平移 设 计 . BRC) ESSE 4, 
则 把 这 样 的 按 对 平衡 设计 记 为 : 
PBD (K; a3 e) 
或 
PBD (i4, 5, SIS 3; v. 

这 里 PBD Æ “pairwise balanced design" 的 缩写 ， 4 K — (4) 
时 , 简 记 为 PBD (4; a3 v). . 

这 个 锋 念 很 容易 推广 到 天 包 全 无 限 多 个 正 整 数 的 情形 . 

在 第 十 八 章 中 将 着 到 ， 按 对 平衡 设计 在 正 交 拉丁 方 的 理论 发 
殿中 起 着 重要 的 作用 ; 在 第 十 九 章 中 还 将 看 到 它 对 三 连 系 和 可 分 
ABO 5, v, r, &, 和- 设计 的 存在 性 问题 的 研究 有 着 重 要 的 意义 ， 


§ 117 其 他 设计 简介 


由 于 实际 订 用 和 理论 发 展 的 需要 。 除 了 以 上 几 节 所 述 的 设计 
类 型 外， 还 有 很 多 有 价值 和 有 痪 六 的 设计 ， 下 面 粗 略 介 绍 其 中 一 
些 ， 它 们 是 : Youden 设计 ，Room 设计 , 称 重 设计 , 幻 方 , WEB 
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首先 介绍 Youden™ F 1937 年 时 人 的 一 个 设计 ， 

XX 1t7.1. BY ERI, r] 上 的 一 个 和 X e ER, 其 每 一 
行者 是 上 1, v] 的 一 个 全 排列 ， 且 每 一 列 中 无 二 元 相同 。 把 第 i 列 
的 下 个 元 组 或 的 和子 集 记 为 Bi (1 Sie), ing Bi — {B,, 
By, +++, Bo} 是 [1, wv] ERI Co, R, 4)- 对 称 设计 ， 则 称 Y 是 
一 个 (v, k, 4)-Youden 矩阵 ,又 称 为 (r, Å, 4}-Youden wit. 

自然 在 定义 11.7.1 中 ,可 以 把 [1, s] 换 为 任 一 ”元 集 . 

例如 , 当 Cv, ka) = (7,3, 1) BY, 


12.3 4 5 6 7X 
2 3 4 5 6 7 1 
$5 6 7 1 2 3 


就 是 一 个 【7, 3, 1)-Youden Fike, 

关于 Youden 设计 的 存在 性 和 构造 方法 ;有 

定理 11.7.1， BARE (v, k, 4)- 对 称 设计 , 则 存在 (v, £,2)- 
Youden tif. MR (v, k, 1)- 对 称 设计 来 构造 一 个 Qr, 4, 4)- 
Youden 设计 的 方 靶 在 下 面 的 证 明 中 给 出 . 

证 明 . 设 Æ — (E, By, 0 Bo} 是 一 个 E1,v1 上 的 (vw， 
,4)- 对 称 设 计 ， Peu mueve oie, g—s:6ite]. 


它 最 多 在 B, By BS RAREN, m »,1B4l 一 和， 
fl 


A Ü B, 8b Abo, MAR. HEM 5.11, RRB 


在 相 异 代表 组 。 D "i Xu; Us Vio 是 By, Bi,--*，B。 的 一 个 
相 异 代表 组 ,因而 Yu. Ju tts Je 是 [1,v] 的 一 个 全 排列 , 故 可 
把 它 取 作 了 的 第 一 行 。 记 Bj 一 BA Gimv). S75 
4 = (Bi, Bi, +++, BL. BR IBI = &— 1, m, v] 的 任 一 元 
+ 最 多 在 Bi, ++, BL HA1 SPH Ü Bi; BS A 
= DA (C — D^ — Se. 因此 , 集 系 Z 存在 相 异 代表 组 . Ya, 
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Yay ts JE Bi, Bj, +>, BL ARR RAL, 反 它 取 作 Y 的 第 
二 行 SSE Tx. 最 后 可 得 一 个 Youden ABER. iE, 
WILE, 上 而 的 证 明 浪 程 提供 了 更 多 的 信息 , 即 存 
T 117.2. 从 一 个 《9 k, 4)- 对 称 设计 至 少 可 以 构造 出 


-H G1) 个 不 同 的 (v, k, 4) ~Youden uu. 


WEBB. 由 定理 5.1.2 Zn 在 定理 11.7.1 的 证 明 过 程 中 出 现 的 
Vus Yus t5, Fe A 


k—1 : . 
Ha- D= TI THERE 
isp 1p 
PERAK BNE HD Ya Va tts Y» 
it ((k—1)— 2, — (&— 1)1 


个 方法 来 得 到 它 , 如 此 等 等 , 帮 有 定理 的 结论 ， 证 毕 ， 
关于 Youden 设计 ,就 介绍 到 这 里 ,对 此 有 兴趣 的 读者 , HS 
T Youden [1], Smith 和 和 Hartley [1], AM Raghavaraa [1—3]. 
现在 来 介绍 Room" 设计 . 
ik A 是 由 集 [0, 2e 一 1] 的 全 部 二 元 子 集 以 及 空 集 六 所 组 
BRHJER. 设 R 是 AR 荆 的 一 个 (2e 一 1) Be 
R=(R,;) (1 <i,j<2e—1), (117.1) 
定义 11.7.2。 如 果 (11.7.1) 中 的 尺 满足 条 件 : 
(1) AVS} 的 每 一 元 怡 在 以 中 出 现 一 次 ; 
(2) [0, 2r — 1) 中 的 每 一 元 和 都 在 R 的 每 一 行 的 庄子 集中 恰 
好 出 更 一 次 ， 也 部 在 民 的 每 一 列 的 诸 子 集中 人 恰好 出 现 一 
次 ， 
则 称 尼 是 一 个 2 一 1 阶 Room 方 ,或 称 RR 蚌 一 个 2v Er Room 设 
i. 
' Room 方 这 一 课题 最 早 由 E. C. Howell 于 1897 年 从 桥牌 比 
赛 的 角 庇 棋 出 加 以 研究 (参见 Denes 和 Keedwell [1}), Room 不 
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知 这 一 情形 ， 于 1955 年 童 新 提出 这 一 课题 . NEUE, Archbold 各 
[ohson K. R. Shah™ 找到 了 它 在 统计 学 中 的 应用 ，Bruck 记 和 
Lindner?! 研究 了 它 同 氢 群 的 联系 ，O’Shaughnessy 中 给 出 了 它 同 
Steiner. = PEARCE, Nemeth, W. D. Wallis? 等 计 论 了 它 同 
BOAT EZ AAO DIR ER, | . 
自然 。 在 关于 Room 方 的 研究 中 ， 它 的 存在 性 和 构造 方法 有 有 
着 重要 的 地 位 和 作用 .有 许多 作者 在 这 方 画 作 了 很 多 工作 《可 参 
看 Denes 和 Keedwell [1], W. D. Wallis, A. P: Street Al I 
$S. Wallis [1], Mullia 和 Stanton [1—3], W. D. Wallis(3]), 
关于 存在 性 问题 ,有 以 下 重要 结果 ， 
定理 11.7.3. 存在 2 一 1 Bt Room ARBRE 
29 — | 2€ 3,5, 257, 
这 一 结果 经 过 许多 作者 的 努力 才 得 到 (参看 上 而 所 引 的 文 
献 ), 最 后 一 步 是 由 W. D. Wallis?! 完成 的 ， 
下 面 介绍 称 重 设计 ， 
Yates) 于 1935 年 注意 到 ,在 称 若 千 件 物体 的 重量 时 ,为 提高 
所 称 得 的 物体 的 重量 的 精确 度 , 不 机 一 件 件 物体 单独 地 去 称 , 而 是 
一 组 物体 称 一 次 , 称 适 当 次 数 后 肯 求 解 各 物体 的 重量 。 例 如, 当 要 
在 一 絮 已 调 好 的 天 平 上 称 五 件 物体 的 重量 时 ， 可 以 把 其 中 任 四 件 
在 一 起 称 , 于 是 可 得 
mwi t t+ a, Fw, == Yis 
wy + ay + w + w = Yi, 
wi 十 uw, 十 地 十 ws = ys, 
t tw, wt w = %, 
fU; b wy db ow, ws — Ys, 
这 里 wi 表 第 i 件 物体 的 重量 ,3 BRP RRB Cais 
5)}、 由 上 面 五 个 方程 则 可 解 得 us Cl iem). 
一 般 地 ， 考 虑 到 第 i 件 物体 可 以 放 在 天 平 的 左右 二 盘 的 任 一 
中 , 故 有 以 下 定义 ， 
3p 11.7.3. Hj o 次 称 重 来 称 v 件 物体 时 , 记 
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i， 在 第 i 次 称 重 时 ,第 i ARRIERE I BUB, 
qn 一 4 一 1 在 第 i 次 称 重 时 ,第 1 件 物体 被 放 在 天 平和 的 右 盘 中 ， 

0， 在 第 i 次 称 重 时 ,第 i 件 物体 末 被 放 在 天 平 的 盘 中 ， 
那么 , b X v FREE A 一 (Qus). BUE THER ERG BEBE ERREUR 

WER EAR PT, BE i 次 称 重 时 所 用 的 法 码 的 读数 

是 和 5), WY = (n.n c Y. 938 i ER 
真实 重量 记 为 wy (lay r), 且 记 W= Ca, 83, ttt, WV, 
EBA 


Y= AW +E, (11.7.2) 

HE = (er, e c. e), e 是 第 P 次 称 重 时 的 误差 (1 <i< 

b). SRE, E MED ERNASELdE SE, HHS, SEH 
OT a. 

WHE — RES (SHE We . 

(ATADW = ATY. (11.7.3) 

由 此 可 知 , 474 是 否 为 奇异 矩阵 , 这 对 问题 的 影响 很 大 ， 当 474 

是 非 奇 异 和 矩阵 时 ， Bt AEG HMI 当 474 是 奇异 矩阵 


an, WB Vx 存在 . 
由 (11.7.3)， 
W -—(ATA)747Y, 
ear (W) = giXT4)7, 


这 里 var BHS. 
于 是 ,可 以 证 明 
定理 11.7.4. CLS SES SEM BIR 4, BA 
var(W)el («ieu (11.7.4) 


(2) 对 一 切 hl s i v), (1157.4) 中 庄 不 等 式 等 写成 立 的 
充 要 条 伞 是 
ATA = bl, 
Wk ERMAN ERES Hotelling [1], Mori- 


" 27 * 


guti [1] 或 Raghavarao [41]. 

(11.7.4 CIS S 8-5 UTE RTI UE VE E A WS EK T 
BUM, EURER. ALBERT. 
对 于 称 重 设计 已 有 不 少 证 沈 , 对 此 有 兴趣 的 读者 请 参看 
Banerjee [1—3], Bhaskararao [1], Chakrabarti [1], Dey [1], 
Federer [1] 和 Raghavarao [1—4], 

现在 来 介绍 约 方 . 

定义 11.7.4.。 ikale n BES ,每 一 行 和 ,每 一 
列 和 ,每 一 对 角 线 和 都 相等 , 则 称 4 是 一 个 = DEDE. mun) 
D ARP PILES TURK ARSA n RTL. IRA 
IY AW oS SCR RE ARIS n? PK ER, MRR 4 是 一 个 = 阶 连 元 
幻 方 。 如 果 壮 阶 幻 方 的 天 个 元 就 是 1， 2, 5, n? RU A E ^a 
MEPIS. 

XE SOR BY ES HAR E EAE fe BR Ae Ot AR, ARA” 
指 对 角 线 上 诸 元 之 和 ， 

因为 = 阶 拉丁 方 的 每 一 行 和 ,每 一 列 和 都 相等 , 故 很 容易 想到 
由 拉丁 方 来 产生 幻 方 . 

定义 11.7.5。 设 4 是 [1, nl 上 的 一 个 = 阶 拉 丁 方 , 其 主 对 角 
线 上 上 的 *# "26PAPETHSE ee ER LA PaO. OA, 
AB» Hh aR T. 

由 此 可 见 , 对 角 线 拉丁 方 都 是 幻 方 . 

关于 对 角 线 拉丁 方 的 存在 性 问题 , 有 (参看 Denes SIKeendwel! 
[1]); 

定理 11.7.5， i9 n1. FE ARE BEES 
En 2,3, 

# eTA ERA HAX MARE. 有 关 我 国 十 代 
对 此 的 贡献 请 参看 李 全 [1]. : 

关于 连 元 幻 方 和 始 苑 纪 方 的 在 在 性 和 构造 方法 (这 和 拉丁 方 
ete) ,请 参看 Brualdi [i], Denes 和 Keedwell [1] e ED 
HEA 5 [ B SC aR 
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qus) HR RRA. Dian, 
10 3 49 37 32 27 15 
|4] 29 24 19 14 2 461 


| 4 48 36 31 26 2I ?| 
35 23 18 13 1 45 40 
它 的 每 一 行 和 ,每 一 列 和 ,每 一 对 角 线 和 ,每 一 泛 对 角 线 和 都 相等 ， 
其 数值 为 175，z 阶 和 矩阵 C — Cor) 的 “ 汉 对 角 线 " 指 由 ”个 元 


Cu, Cry (1 = iS n) 
所 组 成 的 两 条 平行 于 主 对 角 钱 的 线 ,或 由 
Cu, neir 170 a Cncaa d Dos Cs (1 SS Pn) 


所 钥 成 的 两 条 平行 于 次 对 REE, XXE Xm? RD IE RR 
幻 方 的 资料 ,可 参看 Bal [1], Denes 和 Keedwell [1]。 值得 指 
出 的 是 , 4 还 是 一 个 始 元 幻 方 . 
设 

162 207 51 26 133 i20 116 25 

‘105 152 100 29 138 243 39 34 

92 27 9i 136 45 38 150 261 

57 30 174 225 108 23 119 104 

58 75 171 90 17 52 216 tél 

13 68 184 189 50 87 135 114 

200 203 15 76 117 102 46 81! 

153 78 54 69 232 175 19 60 
RJ B id -F A, BA, EO RAB 840, MASA 
积 , 每 一 列 积 ， 每 一 对 角 线 积 都 是 2058068231856000。 这 里 一 个 
“ 行 积 ? 指 该 行 上 诸 元 之 积 , 类 似 地 也 有 询 积 ,对 角 线 积 ， 其 有 这 桩 
PRERNAA RUMBO ROD. KIRA, BB Horner 
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11,2], Denes 和 Keedwell [1]. 

TAVARES. Rasta Pee, 

定义 11.7.6. i$ Æ — (B,, Bi, ---, Boy 是 v MES 上 的 
一 个 区 组 设计 , 这 里 诸 Bi 都 是 5 的 非 空 真子 集 . AAS) ES 
的 全 体 二 子 集 所 组 成 的 篇 ,如 果 对 人 尾 一 了 《 AAS), TRES EA 
的 至 少 个 区 组 中 , 则 称 BP, 15 v)- Bi. AB 
4 (1,5 0)-TE:m, EL 586 中 区 组 的 个 数 最 小 ， 则 称 是 一 个 
(4, 15; n-e bE. MRA Te PS), THESE SH 
最 多 1 个 区 组 中, 则 称 o6 是 一 个 (3,15 v)- MUR. EBEA 
(A, £5 r- H 58 中 区 组 的 个 数 最 大 , 则 称 36 jà— T A, r; 
v) RAR. 如 果 对 和 任 一 TEP(S) THB BEE BAL 
个 区 组 中 ， 则 称 A 是 一 个 4, to) REE. BRT 
(1,1; v)-5E RR, HL 5E 由 区 组 的 个 数 最 少 。 则 称 S8 是 一 个 
Cae ees 

下 面 着 重 介绍 一 下 最 小 完美 覆盖 。 eB 是 一 个 (4, 85 v)- 
RS BE, SRA RS A,n 0), 则 有 不 等 式 

gla, 15 v) ZR v, 


TESTA. 
gl, 230) =v {Erdës 和 de Bruin [1])， 
g(1, 3; 12) — 47. (Stanton 和 Dirksen (11), 
g(1, 3; 20) — g(1, 3, 21) = g(t, 3, 22) — 77 
(Stanton, Allston 31] Cowan [1], Stanton, 
Allston, Eades, Cowan [1]), 

g(1,3; 4 F1) — 4 4, 423,8 JÉ— UR 
(Hartman, Mullin 和 Stinson [1]). 
ATARE Bee a, 可 参看 Stanton [1], Stanton, 
Allston 和 Cowan [i], Stanton 和 Goulden 11], Stanton 和 Rogers 

[t], 
覆盖 和 填 装 的 报 念 可 以 发 展 为 有 询 覆 盖 和 有 疝 填 装 . 对 此 这 
里 不 拟 介 绍 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 Skilliconn [1—3]. 
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$118. 组合 设计 理论 的 内 容 


组 合 设 计 理 论 研究 的 主要 内 容 如 下 

C) 存在 性 问题 ， 若 已 给 出 要 求 ， 研 究 符 合 变 求 的 级 合 没 计 
是 否 存 在 以 及 存在 的 条 性 问题 。 俩 如 ,要 想 (5,v, r, k, 4)- 设 计 
FE, 6,0, r, k, 4 这些 参 数 应 满足 什么 条 件 ? 满足 何 种 条 件 的 
参数 b,e,7, À, A, RETTE (P, v, rn, k 4%)- 设 计 ? 对 一 般 情 
形 的 组 侣 设计 的 存在 性 问题 还 这 未 解 识 。 — 

(2) 构造 问题 。 若 已 知 某 类 组 合 设计 存在 时 ， 如 何 招 它 们 构 
造 出 来 ? 经 过 人 们 的 多 年 努力 , 现在 已 寻 得 一 坚 构 造 方法 。 例如 
借 劲 于 数论 `, 有 限 域 ,有限 几 何 和 矩阵 论 等 学 科 ， 已 能 构造 出 大 量 
的 设计 ， 用 组 侣 论 自身 的 方法 也 能 解决 一 些 构造 性 问题 。 尽管 如 
此 , 对 一 般 情 形 的 组 合 设 计 的 构造 铂 问 题 离 解 决 仍 很 避 远 , 沿 有 许 
ELETE, 

(3) 组 合 设计 之 间 的 关系 ， 酌 如 ， 由 一 个 组 台 设 计 的 存在 断 
定 另 一 设计 的 存在 或 不 存在 问题 ; 由 一 个 已 知 的 组 合 设计 如 何 构 
造 出 另 一 设计 的 问题 ;两 个 组 合 设 计 是 否 问 构 的 问题 ,等 等 ， 

(4) 组 合 设计 的 性 质 。 如果 一 类 型 的 组 合 设 计 存在 , RTE 
Mob APRA Sh, Reo] 供 利 用 的 性 质 ? 这 些 性 质 往 
往 对 确证 这 种 类 型 的 组 合 设 计 看 在 或 不 存在 ， 以 及 大 在 时 如 何 构 
谐 大 有 帮助 ， 便 如 ,循环 差 集 的 乘 数 (参看 $14.3) Me 
构造 就 大 月 帮助 ， 又 如 ;已 给 部 分 区 组 时 , 能 否定 出 全 部 区 组 , 等 
=, 

(5) 计数 间 题 ， 如 果 已 知 某 业 组合 设计 存在 ， 自 然 希 望 知 道 
这 类 设计 的 个 数 ， 或 其 中 互 不 问 构 的 设计 的 个 数 。 -方面 因为 组 
合 进 计 盏 论 现 阶 眉 还 尝 中 在 上 述 (1) 一 {4) 四 个 方面 的 研究 ， 另 一 
方面 计数 间 题 的 研究 相当 困难 ， 因 而 有 关 组 售 设 计 计 数 问题 的 研 
这 成 果 还 不 多 、 大 量 的 计数 问题 还 未 提 上 上 日程。 这 个 问题 的 难度 
是 可 以 极 风 的、 因为 存在 性 问题 的 解决 已 属 不 易 ， 而 存在 性 问题 
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用 计数 问题 的 语言 来 说 ， 只 是 判定 基 类 组合 设 计 的 个 数 是 否 为 零 
这 一 极 特殊 的 情形 ， 

有 关 组 合 设计 的 上 述 儿 方面 的 内 容 ， 将 在 本 书 的 以 后 诸 音 结 
合 一 些 其 体 区 型 的 组 合 设计 予以 介绍 。 

(6) RRA. ARIK, BARR SRB 
ARAMA REN ASHES. 


第 十 二 章平 衡 不 完全 区 组 
设计 的 一 般 理 论 


平衡 不 完全 区 组 设计 是 一 类 很 基本 的 设计 * 既 有 着 许多 重要 的 
SK RUBS AME. 本章 讨 论 这 类 设计 的 三 个 一 般 性 问 
题 和 一 个 特殊 情形 。 三 个 一 般 性 问题 是 : 第 一 * 它 的 关联 第 阵 帮 其 
性 质 , 以 防 它 们 在 设计 上 的 反 贞 ($ 12.1); 第 二 ， 它 的 完备 化 问题 
(§ 12.2); 第 三 ,一 种 有 效 的 构造 方法 。 在 $12.4 中 介绍 的 一 个 特 
绝情 形 是 = 3 80A — 1 的 设计 , 则 著名 的 Steiner 三 连 系 。 RH 
的 结果 在 后 面 诸 章 中 将 经 常用 到 . 


$121 X Hk óB BE 


按 定义 11.3.1, — (5,v,r, k, D-WY OR S OE 
—PTACIO—-P PEA. 正如 $5.2 中 指出 的 , 刻 划 子 集 系 的 一 个 
月 力 工具 是 其 关联 抱 阵 ， 因 此 可 以 预料 ， 关 联 矩 阵 对 区 组 设计 的 
汗 究 将 起 十 分 重要 的 作用 ， 

it B= (Bi Buys. Bs} Be TRS B) T Guru 
设计 :如 $5.2, de 的 关联 处 阵 是 一 个 5 XxX。 的 (0,1)- 短 阵 

A= (ajh lu-isb, liujus, (12.1.1) 


其 中 
n [ 车 sj€ Bi， 
"UC 40, X SRB, (Lei b, 1i v). 
TX RÉABEECI2.1. MRA SIH CH, rsr, k, 41)- 设 计 的 庄 参 
数 之 间 的 一 些 简单 关系 . 
£3812.11, wR (b, r,r, k, 4)- 设 计 ; 则 
DR ur, (12.1.2) 
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ae — 1) = r(& — 1), (12.1.3) 

证 明 . i AEE (P. ea ra Ra A) RRR. UJ 
H,AA4HROART 1, MAH RARO ek: 另 一 方面 , WA 
中 每 列 有 ?+ 个 1, RAP IN ARMS er. 这 二 数 必 相等 ， 从 而 
《12.1.2) 得 证 ， 
Ay LI A BETIS BRA EE SEDE RR. 


A= (Aidy A,). CI2,1.4) 
因为 内 积 
(4,4) = RSIS 
EA 
G4, 4, + +++ + A) = AQ — E), (12.1.5) 
一 方面 ,只 


车 EF = 0 
esae tua mU 1 gue | " 
— Fs ay = 1, 


[53 

Ch, A, bob 4) $(k—ID-r(&—1) 

aea 
— (12.1.6) 

比较 (12.1.5) 和 (12.1.6) 即 得 (12.1.3)。 证 毕 ， 

ERAS uf P438. EXE uEBHIIERIH EB ZR EB AH Are Vo 0X IL XR, 
这 和 留 给 读者 作为 练习 .此 外 ,(12.1.3) 式 也 可 由 定理 11.6.2 得 到 . 

(12.1.6) 式 表明 ， NND MN 


相同 , 即 可 推 得 每 一 元 在 诸 区 组 中 出 现 的 次 数 都 同 为 Ae 


= 
ix X — PUA JEM 11.3.1 中 的 条 件 (21) 可 以 中 去 . 
C12.1.2) 和 (12.1.3) 是 〈B zsr 寺 4)- 设 计 和 存在 的 最 简单 的 必 
要 条 件 . 它 虽然 简单 , 却 能 由 此 断定 许多 (e,r, ka AR 
EE., BR.ARTECIZ.L2)RICIZ.13) REFE (5, v, r0, 5, 4)- 设 
YE 8525 28 4 PE 3ECR E TE 2I. 
现在 米 研 究 关 联 和 矩阵 的 性 后 . 
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今 约 定 , 在 本 节 的 以 后 章节 中 ,以 Je RoC 189 e MARE, 
I, v BA, w, 表 元 全 为 1 的 v X LE, 在 阶 数 不 会 引 
起 混淆 的 地 方 ,也 可 格 去 下 标 而 分 别 写 成 J l, w, 

定理 12.1.2, HARP bX HY CO, 1)- 5, BA, A 
一 个 (b, v,r,&, J)- EHE BA OBERE MARS A PR 
关系 式 : 


ATA = (r — A), +1); (12.1.7) 
AW, = RW, (12.1.8) 
WEBB, 18 4 XO IEBOERRCIZ.LA), Wü] ATA 的 G, 站 元 为 
内 积 《4i，4 门 因此,(12.1.7) 成 立 的 充 要 条 件 是 
r, Bim, 
a4, Gis, 
因 4 是 (0,1)- 和 矩阵 , 歼 是 v 元 集 5 BU PS TRASH 1B,BL, ss, 
By WRK. SiG, Ct; 4) 4S PIG Ee IS 
诸 子 集中 出 现 的 次 数 ; CS; VA PIN. Cdi. 4, 为 5 中 的 二 元 于 集 
bu.) 在 咖 的 诸 子 集中 出 现 的 次 数 - 
X, AW, 的 第 i 个 元 即 B; 中 所 售 元 素 的 个 数 《。 这 就 是 说 ， 
(12.1.8) mr TE EK VERE RS BS 中 每 个 子 集 都 包 合 万 个 元 . 
结合 上 述 两 个 方面 即 得 定理 . 证 毕 . 
今后 要 多 次 用 到 (12.1,7) AA AE RSAC 
面 的 记号 : 


(4, 4) = | (<i, je), 024.9) 


By: = {r 一 AM, 十 AJ, 


PE 1 1 
à re 12 

-| ， (12.1.10) 
À ke roa 
à Ree 1 + 


且 常 把 (12.1.7) 叫 做 关联 方程 
矩阵 B, 的 行列 式 的 值 在 一 些 问题 中 很 有 用 ,县 不 难 求 得 ， 
8I 1211, 设 B, — (o — 1, 8h, XH o MP BB 


+ 35 + 


RBA 
det By = (a — 8)" !(»B +a — 8). (12.1.11) 
WR. 把 det B, 除 第 一 行 以 外 的 全 部 行 加 到 第 一 行 ， 然 后 
提出 新 的 第 一 行 的 公共 元 (e 一 1)8 ta, 可 有 


1 dee i d 
|8 (reet 8 f 

det By = (Le — LB a) eee . (12.1.12) 
B Bom a 8 
18 Bee B a 


在 (C12.1,42) 看 节 的 行列 式 中 ,从 除 第 一 行 外 的 每 一 行 中 减 去 第 一 
TRI E E 


1 3o c H 1 | 
Q &m—B. i" 0 
det B, = ((» — Dë tel nee m | 
0 QI e — 8 0 | 
[0 0 eI 0 og 六 | 


由 此 立 得 (12.1.11)， 证 毕 . 

利用 引 理 12.1.1 可 以 证 朋 (4, v, n, k, 4)- 设 计 的 诸 参 数 间 
的 一 些 不 等 式 关系 ， 

定理 12.1,3。 如果 (4, v, r, k, 12) WEE E, UU 

b>, rzm. (12.1.13) 

WR. 假设 (5.0. r, 5, 1e RIE, ABRKKEE, H 
B = ATA, WẸ dt B, = 0, Woes Ag (lji tr =D, 
3r — Akh ae — 1) — r(& — 1) 得 wv 一， 故此 时 的 区 组 
ISA ALA. (RAR. Ed (e 一 4 十 + — 0 时 的 区 组 设计 也 
是 平凡 的 .由 于 $11.3 OD ERB REAR A det Bs = 0, 

因 det By 0,9 B, 的 秩 为 z。 另 一 方面 ，4 4 DRA 
fie ol 4 RRR, T 4 RRR RAE P, CS (12.1.13) 的 前 一 式 ， 
再 由 OR = rv 恒 得 (12.113) 的 第 二 式 。 证 毕 . 

不 等 式 (12.1.13) 最 先 由 Fisher 30,38 Ut Fisher 不 等 
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X. 
RIENE- EKSA. 
定理 1214, MR (6, o, 7, 5, AEE, B] 
IT I r D> max fk, af 1b, z) (12.1.14) 


证 明 . A 5 中 的 元 5 在 7 个 区 组 中 出 现 , ms 中 的 二 元 子 
Kin, 5) 在 1 个 区 组 中 出 更, 故 
rea. (12.1.15) 
E1C12.1.3), 
y—1l=rk— do, 
由 此 和 (12.1.13) 得 
rk ze Av, (12.1.16) 
EÀCI2.12, Be 
k(r^ — 16) = kr! — vir 
= rir — àv), 
由 些 和 {12.1.16) 得 


"nd, (12.1.17) 
(12.1.3) 和 {12.1.2) 二 式 相 减 ,得 
一 人 一 了 入 一 人 一 六 一 下 )， 
从 而 
(b — r)(s —& — D) = G —2r + Ave — 10). 
Eénmr.vezzkocrl1í(]h$113), & àB—2r c àz2 0, ERI 
bo-Lim2n (12.1.18) 
oe 2(12.1.16)—(12.1.18) 6E 12.1.14), WERE. 
一 个 (b, v, r, k, AJARI KO KERER Tb 4 = Joxe — A 
(H $9.1) 也 是 一 个 & x e 09 C0, 1)- 和 矩阵 ,这 表 Joxe Eb Ko pI 
414. 8bA.BARARH.A4SURABAXTG,v, rV) 
计 的 关联 矩阵 ? 下 面 的 定理 给 这 个 问题 以 肯定 的 回答 ， 
定理 12.1.5. 设 4 是 一 个 〔6 ,pr k, ARIRE, 
则 如 是 一 个 (b.e, bor, vk, b — 2r 十 1)- 设 计 的 关联 抵 
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BE. 
WA. 由 直接 计 自 ,得 
A? A == Coxo = AY Coxe — 4) 
= (jxs — A} Cex. — A) 
= bf,— dexsd — AT fou, T ATA 
= (r — 12M, + (b — 2r + 1)J., 


AW, = (fas, — A)W, = JinsW s — AW, 
= (e — DW, 

Hi (12.1.4) 或 由 ATA 的 非 负 性 知 , — 2r 十 4 RA Ef E 
XX. 天 此， 由 定理 12.1.2 40.4 BS (5,v,5 —r,v —k,5— 
2r 十 RAREN, EE. 

定理 12.1.5 HAA Rit UL A ER PE A 
为 其 关联 矩阵 ， 它 们 叫做 一 对 互补 的 设计 、 或 说 一 个 是 另 一 个 的 
补 设计 或 补 ， 

由 定理 12.15 知 , 在 互补 的 一 对 设计 中 , 总 有 一 个 , HERA 
的 容量 不 超过 T. MULER G, v, r, k 1)- 设 计 的 表 时 ,只 要 


yj AS 的 那些 设计 则 可 . 

对 于 若干 上 其 体 参 数值 的 BIB 设计 和 特殊 类 型 的 BIB 设计 的 
构造 或 不 存 性 方面 的 结果 , RARE. Ol, 可 参看 Hah[4] 
的 附 表 及 Hall[ 101. 


§122 完备 化 问题 


素 衡 不 完全 区 组 设计 的 完 条 化 问题 可 以 叙述 如 下 : 对 于 给 定 
的 :个 区 组 ， 记 为 Br, B. Bo BME 6 — + 个 区 组 
Bra, Bits，*“*，B8， 使 得 这 两 部 分 区 组 全 体 组 成 的 徐 @ 一 B, 
Bi, +++, Bry Bena oss Bot 是 一 个 Coe, rik, 1)-Bite 已 给 
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诸 区 组 Bi. Bs. ++, Be 满足 何 种 亲 件 时 , 完备 化 才能 得 以 保证 ? 
本 节 将 证 明 一 个 完备 化 定理 ， 下 面 的 引 理 12.2.2 对 这 个 定理 
的 证 明 有 基本 党 义 . 它 首 先 由 Connor 所 证 朋 , 后 为 M. Hall™ 
BRS). KBAR SOS RN, 
VE K28 — (Qv + 2) BERE: 
(12.2.1) 


TTE ttt 


E = Paeti Emeta £77 Cirt 
17 a 


P pett Ë yipta * Cpt 
prid Ceti Ëe Hae 
E, we | Sete Ceti Cutie ， 
wee ete 
Cuter Cettia Cette 
Cetiwett fedlivta 7" Cy+l ptt 
E= Cotnedi o adire: U Cptnytt 
wee eee 
Eytt ptl Cuttwte TC" Cytriete 


Oy TOR EE DE K TS UR 


SEX Hi h CT2.1.10) Brit SCRURE BA 


B, AR! Bs’, BARRERA BC 存在 ， 
引 理 12.2.1, Æ (r + (e — DAMM — 1) 0, Hij 


B 1 


tye (e = 2a 


| a 


pU 


1 


— oil. 
Cr + Ce — LA} — à 


GE Co — DG — 3) 
—À 
r+ (o—2) ~ A. 


BEN 


Pe ee ey 


At (v — 272 
) 十 《zz 一 1)437 — af), 
(12.2.2) 
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ES 单纯 地 给 证 (12.2.2) 成 立 是 很 容易 的 。 为 了 求 得 BS. 可 
DADR By 的 伴随 和 矩阵 的 方法 。 这 里 介绍 另 一 方法 ， 

TERA. AARE, B, 的 主 对 角 上 诸 元 相同 ， 主 对 角 线 外 诸 元 
(ELE CE Pl (Ba) (1 Siae) 相同 ， 目 一 切 代 
数 余子 式 (HDB), (om Pe jon) 也 相同 。 记 前 者 为 x， 
EMO y. D Gro (o Da — 1) 95 0, Hm det B, #0, M 
而 BY EE. TE 


X y y 
Ba PF ey (12.2.3) 


HH ByBs' = 1, 14 
re -+ (v — lay = 1, 
Ax bry +(e — 2)ày = 0, 
由 此 解答 
r= rd-(s— 2)4 , 
(r + Ce —1)40(r — 2) 


— à 
G+ @—Diji-r ~ 2) (12.2.4) 
于 是 有 (12.2.2)， 证 毕 ， 
现在 利用 引 理 12.2.1 来 求 出 由 (12.2.1) 确定 的 矩阵 下 的 行列 
RH. 
引 理 12.2.2, 车 (a + (v — 1)5)(a — 5) = 0, 则 由 (12.2.1) 
xe ABER K AJIT USK [ELO 
det K = (a + (e — 1)5)!7(a — à) 1^7 det B,, (12.2.5) 
这 里 Bet ee 
B, = (a + (v — 1))(a — BE 
— (a + (v — EE + &E,JE,, 
HA 了 行 与 第 oe EO . 
(a + (v — 1)5)Ca — Bb)estivts 
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~ (a + (o — 106) D) eisietosja 
t=1 


+b SD) Cinta D) Cuties (12.2.6) 
证 明 ， 在 定理 的 条 件 下 , CRE. CE WB 
C —C^E 
nre : (12.2.7) 
K G I ) 
有 . 
I 0 
KK, = 
(en E—E,C"E, ). 
于 是 
det K - det K, = det (E — £,CE,), (12.2.8) 
由 引 理 12.2.1, 
E — ECE, 
—E-E 1 


"(a t+ (o — 1)5)(a 一 的 
(Cg + (0 — 1)8) E — èE, 
o booa — — 
GT G— DG 3) ((a + (e — ba — &)E 
— (a + (e — D8),E, + bE. EL), 


Jt 7 TAUR « Vise CASI 2529 


2. 8m(e—15 uu 
PETIT (a + (e m DG u 5.22, E ptij dë ie ta 
b 
十 eee ee ee f pti, lata. 
(a + (r — 0)2)(a — h) 2 i 22 het 
(12.2.9) 
H1C12.2.8)$8( 12.2.9) 8 
de K = -t 1 — det Be, 
det K, (a + (e — 1b) (a — F 
Ey 
det K = det C - ! _ det B, 


(a+ (v — L)2Yy'Qa — by 
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=æ (a -+ (s — 136) "(a — b) det By, 
JERDCI2.2.5), VERE, 
BUTE A Be EHE RU SE 8 ERIT ER. 
假设 已 给 一 个 v ORS I! TAOTE BS BSc BS F 
面 将 给 出 能 把 它们 扩充 成 一 个 《8 v, r, k, ARABS. 
可 以 想象 得 和 到， 这 个 条 件 可 用 子 集 系 BL. OB, ---, Be KKB 
BERR. 记 这 个 关联 矩阵 为 dua. EN 


人 一 (12.2.10) 
称 为 诸 区 组 B,, B,, ttt, B, 的 特征 矩阵 . 
现在 已 能 证 明 


定理 12.2.1. mE v TE sS 的 诸 子 集 (区 组 ) B, BL, S.B, 
可 以 扩充 沟 一 个 (5, on, k, Likit, N 
(1) Ma 之 上 一 5 时 ,有 det C, > 0; 
(2) 当 #1 b— eh, A det C: =Q; 
(3) 4: =b— eh, krole — AY" det Cy, BE 
个 完全 平方 数 ， 
WEAR. UE Bi, Ba, +--+, B. 扩 充 成 的 一 个 (8,v, 7k, A-R 
WH s. RK 4, 则 4 可 以 写成 下 面 的 分 块 形式 
. An 
4 -( 1) 
Ae MP EX (eo 0 ER AL Im 
Ala or A ). (12.2.11) 
id Bust = Aidi, M 
ARAy + AbAy an) 
Ay l: 
ATA Al, 
-( Au 1) 


(B. ^) 
VEN. 


Bax = ( 
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其 中 OB, 3 (12.1.10) 所 确定 ， 
出 引 理 12.2.2, 
det By. = det ( 414i) 
er, — AY" 7 det Cy, (12.2.12) 
这 是 因为 r + le 1A = rk, An Ae, Bf 
r(r — ANC, — dn Be AD) 


= rir -一 2 l,— r dud, + > Aul AR 


= rr — al, rAd A 
E25 — 7 6 BE fe] pe ee BT SUE fe (12.2.12) 的 慎 非 
fl, HH k, rf ,r+ 一 4 的 正 性 , 知 
det C, = 0, 

故 有 结论 (1). 

因为 矩阵 AA 的 秩 不 超过 矩阵 A OR MARA b, 
RY: >b et, did) 的 阶 大 于 它 自 身 的 秩 , 克 det (474) — 
0. WEM kr, r REHE, M (12.2.12) 得 知 det C, — 0, 结 
论 (2) 得 证 ， 

当 上 一 5 一 "了 时 , 4, 是 一 个 8 阶 方 阵 , 故 

det (.474,) = (det AY, 

55 — 33 fii , E RECI2.2.12) 89 1 726 Kr" ^ (e — 3797 - dets ps 
敬 它 是 一 个 完全 平方 数 . 结论 (3 得 证 ，、 证 毕 . 

下 面 用 二 次 型 的 语言 来 表述 已 给 区 组 能 可 扩充 为 一 个 〈2sr， 
r, k, 1)- 设 计 的 必要 条 件 . 

设 4 是 一 个 (8, vsr, k, 2-12 HORE, 对 这 个 矩阵 
的 每 一 行 虱 有 一 个 线性 型 与 之 结合 : 

Li= D, aye, (Amish) 
ETE 
= (anas ct an X, (12.2.13) 

AE XRH E OX? = (nri. HATA m= (r—1),M a, 
可 有 


。43 ， 


(AX)! (AX) = (r — 12)X7X + AXT IX, 
由 (12.2.13), 这 又 可 写 为 
Bt 
Toàn tr e 十 二 
(12.2.14) 
今后 把 (12.2.14) MURA On. xs c n), IH 
Q: 
Qi = Orns 77, 2): — (r — Ai t xi ooo x) 
+ila trnto tar. (12.2.15) 
于 是 是 完全 由 设计 的 参数 所 确定 的 一 个 二 次 型 。 又 记 
Q*: = Ors rr 
(12.2.16) 
如 果 已 给 He RGCT SURE b. or, 4,2, OF 是 一 个 
完全 确定 的 二 次 型 . 
定理 12.22， 设 Bi. Bi, °°, Be IE e TMS B9 t PAF 
4. 如 果 它 们 可 以 扩充 为 一 个 Ov, r, k, A)r, DU H 
(12.2.16) 所 确定 的 二 次 型 是 半 正 定 的 ,其 中 诸 工 合 
L, 
Li |= Aux, 
Lr 


这 里 4, ETEA BL, B+, B. RRM. 
uH. 如 果 Bi, Bi, "778 B. 是 可 扩充 的 , 则 存在 矩阵 Ay 使 


Ay 
Ai -( 4] 
是 -一 个 (58, vsr, R, -ART ARRE, HHCIZ.2.14 )81(12.2.15) 
Xi 
Q* = Lin t+ + Lh 
这 里 


Lor ` 
: |- AX, 
Ly | 


因此 O* 是 一 个 半 正 定 二 次 型 ， 证 毕 . 

定理 12.2.1 中 记述 条 件 只 与 一 个 行列 式 有 关 ， 比 定理 12.2.2 

在 定理 12.2.1 ERR EE By, 的 二 次 型 的 半 正 定 
性 等 价 于 定理 12.2.2 中 的 二 次 型 9* 的 半 正 定性 。 KAY Bys 
的 型 为 

Ort = Qilar, 7i n uc Ya) 

=L tnp- TG 十 yy + Lh tte + Li, 

对 实 变量 i, s+ +5 ty, 总 可 以 选取 加,-……, yi 使 得 
Ltn e = Lt yy, = 0, 
这 就 是 说 , 9 是 正 半 定 的 , 当 且 公关 
Lin t +++ Li = 0O* 


是 半 正 定 的 . 
利用 上 面 证 明了 的 必要 条 件 ， 可 以 否定 一 些 子 集 系 可 扩充 为 
一 个 (^, vy, k, 4)- 设 计 . 


$ 12.3 一 种 构造 方法 


本 节 介 绍 一 个 构造 (5, 5，r ,4)- 设 计 的 方法 。 这 个 方 社 
BGA R. C. Bose 于 1939 年 所 创造 ,叫做 “对 称 恒 差 法 ”(method 
of symmetrically repeated differeaces) MAU “HÆ” (method 
of mixed differences), 这 些 名称 的 来 由 将 在 下 面 的 介绍 中 自明 . 

在 $11.4 中 已 经 指出 ，*” HS ERU (b, v, rk. 2-38 
itt @ 上 的 全 体 自 同 构 组 成 一 个 铬 .。 本 节 讨 论 这 样 的 区 组 设计 
省, 其 上 的 一 个 自 同 构 群 ,ar BP OAD Abel 群 。 此 时 把 .ez 
中 的 合成 叫做 加 法 , 且 用 "十 来 表示 ,为 了 引用 方便 起 见 , 先 给 出 
B FEX, 


MNBL, Xp—48 (5, ev r, k, 2)-WEVERUJ— A AAR 
.er SES 中 的 两 个 元 素 4 和 5 说 成 是 在 同一 轨道 二 ,如 果 存 在 
ae .ez 使 得 

als) = fx. 
此 了 时 也 说 元 素 n Xo. ARR R. 类 似 地 , 区 组 设计 ht 
区 组 B. 和 B, 说 成 是 在 周一 轨道 上 ,如 果 存 在 BC .sx 使 得 
p(B,) = B. 
此 时 也 说 区 组 B, 对 B, 有 关系 R’, 

容易 看 出 , 诸 元 素 之 间 的 关系 玉 和 请 区 组 元 间 的 关系 R' 都 是 
等 价 关 系 . 按照 等 价 关 系 及 ,S 可 分 解 成 一 些 互 无 公共 元 素 的 等 
价 类 之 并 ,这 些 等 价 类 又 叫做 自 同 构 群 ,sz 所 决定 的 元 天 轨道 ,在 
不 致 引起 混淆 时 也 称 为 轨道 。 按照 关系 R, 48 可 分 解 成 互 元 公 
兴 区 组 的 一 些 等 价 类 之 并 ， 这些 等 价 类 又 叫做 自 同 构 群 on 所 决 
定 的 区 组 轨道 ,在 不 致 引起 混淆 时 也 简称 为 轨道 . 

今 把 第 i TRAN RR) 中 任 一 固定 元 记 为 
(0), 这 里 0 是 群 .er 的 零 元 ,下 标 i 表 第 i 个 元 素 轨道 当 oe 
a 时 ,在 自问 构 # 作 用 下 元 (0); 的 象 @((0),) i028. Ca). 

今 对 辐 定 的 元 素 轨道 i, 定义 

ax us = {PE or iC = Ot. (12.3.1) 
ibe MG 

314 12.3.1，,er。 是 ,er 中 使 (0) 固定 不 变 的 全 部 自 间 构 所 
组 成 的 , 且 是 .er 的 一 个 子 群 

邻 对 男 定 的 泡 素 轨道 和 .ez 中 的 -一 个 国定 的 自问 构 e, XE 


X 
Au = {BE cur |(8), = lay (12.3.2) 
则 有 
51 12.3.2, ve 是 .sz 的 子 群 -er 在 .er Pao Hy 
E 


WEBB. 设 8 是 oe. BAIE BA ow HEX 
BO) = a(0);, 


ER Eae o WRH 
Peat o 
上 醒 的 扒 理 反 过 来 也 是 对 的 . 因此 
S P E 

i. EM 
DX EE Lu pM RENTE EARTH. A ore 
单位 子 群 的 充 要 条 件 是 

(3), (8), (—UI B» ge a). (12.3.3) 
获知 ,此 时 第 i POCREUA PAA PIR. 第 二 , os RE ,oz 
本 身 ， 因 .ar 一 .er 的 充 要 条 件 是 。 

(8) 一 【人 (一切 pF € ou, (12.3.4) 
SCH wwe i 个 元 素 轨 道中 仅 有 一 个 元 京 ,今后 常 把 这 个 元 素 记 


TH 


A (00), EIRE — "HE hoc UE Dos d 
总 是 mm 的 -- 个 因数 ， 
类 似 地 , cur 中 固定 一 个 区 组 下 的 全 体 自 局 构 组 成 的 集 
{fae ow leB = Bj . (12.3.5) 


是 .er 的 一 个 子 群 ; 对 任 一 内定 的 区 组 轨道 4, TCU B9 —A 
画室 的 区 组 号 。 使 区 组 GB 仍 在 第 ; 个 轨道 里 的 .ez 中 全 部 自 同 
构 = 组 成 学 群 (12.3.5] 在 .ex 中 的 一 个 陪 集 ， 因 此 , 任 一 区 组 扫 道 
中 区 组 的 个 歼 也 都 是 科 的 因数 ， 

如 果 从 每 一 个 区 组 轨道 中 任 选 一 个 区 组 ， 那 么 从 这 些 区 组 出 
发 ， 以 .er 中 的 自 同 构 去 作用 ， 就 会 得 出 多 中 的 全 部 区 组 ， 因 
些 ， 常 把 由 每 一 区 组 轨道 中 选 出 一 个 区 组 而 组 成 的 一 个 区 组 系 叫 
做 全 部 区 组 的 一 个 基底 因此， 要 构造 出 一 个 以 给 定 的 群 作为 其 
一 自 间 构 群 的 区 组 设计 ,只 要 构造 出 这 个 设计 的 基底 ,并 说 明 如 何 
外 理 该 群 作用 于 该 基底 中 的 每 一 单个 区 组 而 产生 的 重复 区 组 就 行 
了 .如 时 该 群 作用 于 该 基底 中 的 每 一 单个 区 组 所 产生 的 诸 区 组 都 
是 相 异 的 , 则 后 .说 明 常 常 略 去 . 

R. C. Bose SRE fig XE ACBSDHH BEIT ADAG RED ER ER. 在 
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介绍 这 个 方法 之 前 , 先 以 两 个 简单 的 例 于 来 具体 说 明 上 述 概念 
# 12.3.1, 在 (12.3.6) 中 询 出 的 设计 是 一 个 (35:15， 7, 3, E)- 
设计 ,以 Z: 的 加 群 为 其 一 自 同 构 群 ， 诸 元 未 的 轨道 有 兰 个 ns， 
LOZIKA GRABEEE UG S45. ERR 
EEA, oath wh.) 区 组 的 轨道 七 个 ， 每 一 个 大 花 括 号 新 包 
合 的 五 个 区 组 组 成 一 个 轨道 ，。 从 这 七 个 区 组 轨道 的 每 一 个 中 任 


{Ors las 4,} {015 25, 3,} 
{lis 2,, Os} Ths 5,4] 
(1) ){2s, 3., Le} (2) 9{21, 4,, 0,} 
{315 44, 2,] {315 0,, h} 
145 0, 31] Yh, ls A) 
{0.5 las 44] 16, 23, 3s} 
{1,5 25, Os} {lis 3s, 4a}. 
(3) 1412,. 3, 1) (4) 412, 4, Ost 
{315 43, 23} {325 0, 1] 
14,,0,, 311 {4., 15, 2s} (12.3.6) 
{054 1, 41} {03, 2), 3.) 
{lss 2,,0] í5, 315 4a} 
(5) 425, 3, Li} (6) 4123, 4,0) 
(355,4, A] 443s, 0 a} 1 
[hs 小 Aj UT lh, 24} 


(6, 0, 0,7 
{lis lay Is} 
(7) 0102.2, 2a} 
E UP 33} 
(4554, 45} 
选 一 个 区 组 ， 例 如 都 选 第 一 个 , 便 得 一 个 基底 ， (0,1, 423, 
C01, 225 33}, COs las 4), (02, 2,, 33}, (6, 055 41}, (05, 21, 31), 
《0，0， 09}， 在 (12.3.6) 的 每 一 个 区 组 轨道 中 , 下 一 个 区 组 都 是 上 
一 个 区 组 的 所 有 元 经 自 同 构 1 (mod 5) 的 作用 而 产生 移 。， 对 每 一 


. Gg > 


EUR (Ii 3), oo BE ,er 的 单位 子 群 。 设计 (12.3.6) 的 
构造 方法 将 由 后 面 的 定型 12.3.2 给 出 . 

$512.3.2. 1ECI12.3.7) m yiii ie 18d — T- (35,15,7, 3, 1)- 设 
让 :以 Zas ORR ASE, aR RUE — A AM 
去 显示 和 轨道 的 了 标 1); 区 组 轨道 有 三 个 ， 每 一 个 大 巧 插 号 所 包 作 
的 诸 区 组 组 成 一 个 轨道 ， 从 这 三 个 区 组 锁 道 中 任远 一 个 ， 例 如 都 


i0, 1,4] (0, 7, 13} 
{1, 2,5} {1, 8, 14} 
{2, 3, 6} {2, 9, O} 
13,5. 7} 13, 10, 1] 
{4,5,8} {4, 11, 2} 
{5, 6, 9} {5, 12, 3} 
16, 7, 10} 16, 13, 4] 
0) 5 47,8, 11} (2) 4 {7, 14.5] 

{8,9, 12} {8, 0, 6} 
{9, 10, 13} {9, 1, 7} (12.3.7) 
110,11,14] 110, 2, 8} 
(11,12, 0] (11, 3, 9} 
112, I3, 1} 112, 4, 10) 

[iic on 
{14, 0, 3} (14, 6, 12] 
10, 5, 10] i 

[u.s 11} 

(3) 40,7, 12} 

[os 13} 

(4,9, 14} 


选 第 一 个 便 得 一 个 基底 : (0, 1,4 ), (0,7, 133, (0,5, 10), 
BU, .er 是 .er 的 单位 子 群 .全 得 一 提 的 是 ,对 第 一 个 和 第 二 个 
区 组 轨道 中 的 任 一 区 组 B. jae .ef eB — Bj 都 是 -ez 的 单位 
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FRE, 因而 这 两 个 轨道 区 组 的 个 数 是 .ez 的 阶 15. 但 是 ， 对 第 三 
个 区 组 雪 道 中 任 一 区 组 B. (ec. eB = B) 却 都 是 Sw 的 3 
阶 子 群 ， iin 一 5， 例 如 ,使 区 组 
(0,5, 10) REM FUA | | 
0,5, 10 (mod 155, (12.3.8) 
售 第 三 较 道 中 其 他 任 一 区 组 国定 的 诸 自 同 构 都 是 (12.3.8) 中 的 三 
AIR. 设计 (12.3.7) 的 构造 方法 将 由 后 面 的 定理 12.3.3 给 

Md ATAU Pp ma AY Abel HE log 为 
其 一 自 同 构 群 的 区 组 设计 .由 那里 的 分 析 可 知 、 诸 元 素 被 该 自 同 
构 群 分 成 了 若干 个 元 素 轨 道 ， 诸 区 组 也 被 该 自 同 构 群 分 成 了 车 十 
区 组 轨道 。 为 了 方便 检验 由 著 干 个 区 组 组成 的 一 个 集 是 否 基 其 
一 区 组 设计 的 一 个 基 容 ,引入 以 下 术语 是 有 益 的 . 

定义 12.3.2， 设 .ez 是 一 个 王 阶 Abd SÉ, 26 or, RES 
数 。(a); 是 一 些 人 为 的 元 素 ， 而 .ex 中 的 元 素 e TERT OUR (2, 
的 结 捍 指 的 是 元 束 (ete). 对 同一 js 由 一 切 相 异 元 a) 
《ee er) 所 组 成 的 集 叫 做 一 个 AGB. 对 于 元 (Gi, Wlej 
把 差 a; — a, 叫做 是 Co Fe) x, X Líá-i-i LEAN 
做 i NS od. 风 叉 把 这 个 差 叫 做 Cis i) BER. 

下 而 的 定理 为 检验 一 组 子 集 是 否 为 一 个 区 组 设计 的 基 说 提供 
THE. 
定理 12.3.1. 设 ,ez B— em fy Abe 加 群 , 且 (B) 是 由 形 如 

B= {Ca} s (225. 777, Cag igh (12.3.9) 

RS NERRLERBU-— ERR. WARR (B1 满足 下 面 四 个 条 件 , 则 它 就 

是 一 个 (b, v, 7,4, 2) WE. A BIRT or 为 其 一 个 窒 

HAR., kee : 
(1) 每 一 个 子 集 B 含 所 个 元 素 ; 

(2) 把 {B} PORES .er 作用 所 产生 的 全 部 不 同 的 区 组 

HRAJI Ar, Te KAR ' 


> 


- {Bribe (HY (12.3.10) 
共有 b DE RUE RAIS v PARE 
(3) Ab Bal eS RT RR PRM SPE 
1 次 : 如 果 对 {B81 HAARE, wn BRAS 
部 元 所 组 成 的 于 群 的 阶 是 ww， 则 由 BB 产 生 的 差 应 该 计算 
的 次 数 是 实际 出 现 的 次 数 的 ww 分 之 一 
该 设计 的 区 组 簇 就 是 (12.3.10). 
证 明 . 由 定型 的 条 件 可 知 ， 只 需 验证 每 一 个 二 元 子 集 (Ca, 
C25) 在 (12.3.10) 的 & 个 区 组 中 都 恰好 出 现 4 次 . 
dd eima h, Bi ALIN, AEG, 门类 汤 差 < 由 8 的 诺 
二 元 子 集 
{lan 《Cape (12.3.11) 
PUE. XdRCI2.3.1 A. e TRIES L6 RESUF. B, 不 失 一 
般 性 ,可 设 
[Gs Canes trta Captia Candi tey} = B, (12.3.12} 
AR GO; Cai Oi D 外，B 中 其 他 元 都 不 产生 G, 1) 
PRISE e. 经 .oz 中 元 的 作用 ,(12.3.12) 变 为 
{Cap + &);; (24 T ai Can + ajs (an, Uh. E 
(ap + o, (au + n), } = cB, (12.3.13) 
X .er hit B EREKE T a w。 当 5 遍历 ,er 
och, Ale POP xix, 二 元 集 {(a)j, (03 在 


(Gas + aj, Cay t ora € or] (12.3.14) 
审 出 现 一 次 ， 这 是 因为 ,由 
| dg tea, 
a, ta b 


的 第 一 式 唯 一 确定 的 & 也 适合 第 三 式 
a= a — ag = b— ay t (Ca — 6) — Cay a)) 
= $ — ay + (ce — c) 
= b— aa, l 


ARE LG TED REC AT a. ADH, (12.3.12) 中 的 


s 了 = 


其 他 元 素 在 e MEA FAM EOE (Q0, Oh 因此， 二 
元 集 (Qu, (PE 在 iaBlae or} HHH ek. HA, RA 
laBlo € ar) 中 只 有 二 个 彼此 不 同 ,这 APR PE (cB a € 
APRA wR ATER 1(a)j,(5)1} SEIS TEE 
中 出 现 的 次 数 为 4 则 wh =e = RER, (G0. 


h) 在 不 同 的 诺 eB (ae cor) 中 出 现 的 次 数 是 G, D BRE 
c 在 BB 中 出 现 的 次 数 除 似 w 的 半 果 ， 对 包含 有 (12.3.11) 中 的 元 素 
对 的 (B) PAPA SR aR on ee, BRAT, oe {(2),, 020 
G i) 2EC12.3.10) rn ye ie en de I E. Lr ux E ee f eb (4) 中 
的 规定 来 计算 4 A. 

当 『 一 上 和 肌 < 盖 一 过 0 时 ,在 上 面 的 证 明 过 程 中 需 作 如 下 
Wa. [NX c= —e, Hees 总 是 成 对 出 现 的 . 因而 二 元 集 
{Ca)j, Gor 同时 产生 纯美 “mR: a—b=r, 一 2 一 *。 因 
此 可 把 (13.3.11),(12.3.12) 和 (12.3.13) 分 别 改 写 为 

{Caa Canit {Caj);> (ant. tots 

(Gi, (a5); Can), C» tta (25);, (ain); tt -} =} 
E: 

{Cay + os Co + ajs Cap + o), (an t a); i, 
(aj + a);, (ay Fa), iL = aB, 
此 时 对 国定 的 £O ie), ITE (0G, (X) (a HOVE 
(Cai +a) Cas Fo) tae oor] 
Hp Be, RERA, H 


(rtt 


ag c a-—b 

和 
(Tt 
ay ct B= a 


各 确定 出 叭 一 的 a 和 8, Borg. 因此 ,二 元 集 (a), O} 在 

(aB|o€ or) PRIKS 2: 次 , 故 wa = 26 BD u= H, 这 就 

Bik, G4. G) 在 不 同 的 诸 8(we wx) 中 出 现 的 次 数 是 
。52 。 


Te LF nh xe 


(ji, 1) Jaiz c 在 B 中 出 现 的 次 数 (22) BRD) e Ai 

对 ?一 ! 且 < 关 一 的 情形 完全 类 似 于 混 差 的 讨论 而 得 到 六 
村 的 结果 . 

至 此 ,定理 已 全 部 证 毕 ， 

需要 说 明 一 点 ,， alo) = (o0), CHI o € cag ) Ree Coo); 科 
(a) G 5 D PAE ERIS G, 0 268 x. 

下 面 给 出 一 个 解释 性 的 例子 ， 

例 12.3.3, 1% .ez 是 Za RIDIRE ER: 不 面 三 个 区 组 


组 成 一 个 〈42，15，14，5， 4)- 设 计 的 基 庶 ， 且 该 设计 以 oe 为 其 
一 自 同 构 群 . 这 里 7 XE C) HHS, Bim ENDWAR 
(mod 14), co & (00), 的 简写 ， 

WA. 今 逐 条 验证 定理 中 的 三 个 条 件 ， 条 件 (H 明 显 满足 ,此 
Hp & == 5, . 

在 .ez 的 作用 下 ,(12.3.15) 中 的 三 个 集 的 每 一 个 前 产生 14 个 
不 同 的 集 ，。 玖 共产 生出 3 X 14 一 42 个 不 同 的 集 ， 这 些 集 所 含 的 
元 素 组 成 集 (0, 了 ,，…,13}U (00), 其 元 素 的 个 数 为 1 5， 因此 条 件 
(2) RE. 

出 (12.3.15) 的 第 一 个 集 所 产生 的 全 部 C1, 1) RAE E 

cz(ü0—1)- Fl, z(ü-—343)-— v4 
—-(ü—9)-— +5, -(0— II) = 43, 
x(l—4)- F3, zx(i—9)-— +6, (12.3.16) 
X(I—11)- x4, x(4—9) = $5, 
+(4—11)=7,7, +(ġ —11) = «x2; 
出 (12.3.15) 的 第 二 个 集 所 产生 的 全 部 (1,1) 28 8E EE 
x(0—1)- 71, 土 (0 一 4) = F{, 
+(0 一 10) = +4, +(0—12) = +7, 
t(1—3)— 33, +0—10)= ; (12.3.17) 
+(ĪÏ— 17) = +, xa—10)— 
x(4—2)-— +5, +(10 — 12) = FI; 


| |v 


+H H t 
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it (1 2.3.15 A958 TET ENER, 1)28 6t 35 
x(ü—i)- Fl, X(0-2)- x2, 
+(0-7)=7,7, -x(1—2)-— FT, (12.3.18) 
t(i—7)- Fő, +(2-—7) = F5, 

客 易 看 出 ,每 一 元 EUEeE (0,1, «++, 13)3£5(012.3.16) — (12.3.18) 

中 都 沿 现 四 次 ， 须 注意 ,7 在 {12.3.16) 的 第 五 行 的 第 一 式 中 出 更 

二 次 而 不 是- 一 次 ;在 (12.3.18) 的 第 二 行 的 第 一 式 中 也 出 现 二 次 :由 

此 例 之 前 的 说 月 可 知 ,(1,2) 类 混 差 和 (2,1) 类 混 姜 也 都 出 现 四 次 ， 

男 一 方面 ,只 有 Zu 的 零 元 使 (12.3,15) 中 的 任 一 指定 区 组 不 变 , 因 

此 条 件 (37) 满 足 。 证 毕 ， 

定理 12.3.1 的 主要 功用 是 便于 检验 一 组 集 (B) 是 否 是 一 个 

区 组 设计 的 基底 。 该 定理 把 答 验 任 一 个 二 元 子 集 在 全 部 不 同 的 子 

集 (aBIBe(Bl,ae.er] 中 出 现 次 数 的 问题 化 为 只 检验 非 零 纯 

M—F E (B) 中 的 出 现 次 数 的 问题 。 虽然 这 个 定理 并 未 

提出 区 组 设计 的 其 体 构造 方法 ， 但 它 却 对 提 岂 区 组 设计 的 构造 方 

法 有 局 发 ， 在 构造 方法 的 提出 方面 , 群 ,er 起 着 非常 重要 的 作用 . 

常用 的 群 有 二 种 ， 一 种 是 番 余 类 环 的 加 妊 Z.. A-MEA X 

GF(q") 的 加 群 ， 这 里 4 是 一 个 素数 的 方 寡 。 下 面 将 结合 具体 的 

结果 ,介绍 一 些 利用 这 二 种 群 来 构造 区 组 设计 的 方法 和 结果 . 

首先 介绍 用 Zw 的 加 群 来 构造 区 组 设计 的 情形 . 
EH 12.3.2, ibm = u +1 PERM, ur 是 Zu 的 加 

F FAHR . 

ih Qr, 0,3, tl. (21), Os}, il, (215, 0), 


fns (2141-4), 50}, {is (21-+-1—2),,05}, {és, Gor —1£5,5], 


fa, GIA. Gh S GED, Bh fs, GFDs, ÀJ 
(12.3.19) 

和 
{5 6,, 04 (12.3.20) 


» S44 


a mA rem 


rt 


给 成 一 个 《2 o, ro ka DAITE, ARIE er 为 其 一 自 
则 构 群 ,其 参数 的 值 为 
b= (3: HDU +I, e= 6 +3, 
r= 3 +i, k=3,2—1, (12.3.21) 
证 明 。 定理 12.3.1 中 条 件 (1) 和 (2) 的 验证 是 直接 的 . FER 
验证 条 件 (3)。 ， 
(12.3.19) 中 的 集 的 一 般 形 式 是 
[Ej 5， 了 一 1,2,3 (mod 3), — (12.3.22) 
aty=0, Lra (12.3.23) 
WR afti, Fo Üa} = {Fj 35, 0,43, RJ OF Dut. B 
此 


a~=d, 
RRL, of HS (12.3.22) 大 定 的 元 素 组 成 的 子 群 是 单位 子 
B. 
现在 来 求 任 一 个 类 i 的 非 零 纯 差 < 
€ Æ O0€mod 27 + 1) 

在 (12.3.19) 中 出 现 的 次 数 ， 这 个 数 即 

wo— £9 c (mod 2+1) (12.3.24) 
的 解数 ， 由 (12.3.23)， 有 

wej=0 (mod 2: + 1), (12.3.25) 
故 (12.3.24) 和 (12.3.25) 的 解数 即 

2w = c (mod 27 + 1) 

的 解数 。 由 (2, 20+ 1) 1 知 ,后 者 有 唯一 解 。 ieee e 
在 (12.3.20) 中 不 出 现 , 因 此 和 伍 一 个 类 2 BSE BES FE (12.3.19) AI 
(12.3.20) 中 答 出 更 一 次 . 

任 一 个 (i, 让 28 SERE A EHC12.3.20) 4E, H p C12.3.20) 产 
ERRE G, D SERE (miim) SO 这 些 差 也 恰 产 生 一 
UK. n 

枉 一 个 G, 7) BARS RH (12.3.19). 的 三 列 中 的 其 一 列 产 
E. 第 一 列 的 诸 集 产生 (1, 2) 类 和 (2, 1) RRB, BOB 
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ae POE (2,3) 28 81 (3, 2) SIEGE LES LZ SU He C1, 3) AB 
(3,1) BRS. 第 一 列 的 诸 集 产生 的 全 部 (1, 2) 类 混 鞠 正好 是 
1,2, ce, 2: 全 部 各 一 次 . 其 他 情形 也 如 死 . 
综 上 所 述 其 得 定理 .证 毕 . 
当 上 一 2 时 ,该 定理 给 出 的 设计 就 是 例 12.3.1 中 的 设计 ， 
定理 12.3.3. 设 .er EMR Zu. 的 加 群 ,这 里 m 一 22+ 
1 天 0 (mod 3)， 设 二 元 集 iw. wi (mod 3 m) 满足 条 件 
w =u = | (mod 3), 
w +t u= O0 (mod m), w, #40 (mod m), 


(12.3.26) 


ip A RE 
(0, w, a), w, u (12.35.26) (12.3.27) 
Ti 
(0, m, 2m) (12.3.28) 
PUR - (6,2,7,4, D ik WEE BRU cer 为 其 一 自 同 
ER. RESO 
à = (21 3r 1), v6: + 3, 
r= 3-1, €=3,4=— 1, 
其 区 组 为 .ez SEE AB Pe I) AE SRA OR ER. 
证 明 .。 由 十 定理 12.3.1 中 的 条 件 CO m (2) 的 检验 都 是 直接 
BJ.XA HL EUST AS TEC) VET; Eod. 
PNOSIA TUM —"PoLx EL, R-WHSRRAE, dESEDEGE 
了 可 以 分 成 下 面 四 种 类 型 ((1),(2),13.1) 和 (3.2))， 
(1) 4 = 0 (mod 3); 此 时 必 有 d==0 (mod m), 
(2) d = 0 (mod m) ERRA ds50 (mod 3), 
(3) 4550 (moi 3) H d:£ 0 (mod m): 
(3.12 z 55 L (mod 3) E 4550 (mod m), 
(3.27 d = —1 (mad 3) H 2260 (mod m). 
Hi(12.3.25) 3T], 第 一 类 差 只 能 由 fw， w} 产生 ,{3.1) 和 (3.2) 
RABE 10, wh W {0, a} 产生 ,第 二 类 差 只 能 由 (12.3.28) 产 
Hz 


(12.3.29) 
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AS Sy NE FPR PL iA TW ASE RTE AE BE 12.3.1 的 条 件 (3) 18 
AX. 
(1) ¢ «2 0 (mod 3), f 
d € w — y (mod 3 m), (12.3.30) 
Wey w -tou= 0 (mod a) 得 2:w =d (mod m). 因 21m, aul 
rie — ife | 


w = a, (mod m). (12.3.31) 
因 34m, HX 5j ow = 1 (mod 3) 联 立 解 得 唯一 的 

w = wy (mod 3 m), (12.3.32) 
PO (12.3.30), f « gol: -H 

u = uy (mod 3 m). (12.3.33) 


及 过 来 ,由 (12.3.32) 30C12.3.33) 2 DE BIS] mm 和 zw AE (12.3.26) 
A (12.3.30). Alb, —-PB- RI Hi (12.3227). CES im A 
(12,3.28)) 产 生 一 次 . 

(2) d= 0 (mod m). JEB] d= im (mod3m), GAR 
(12.3.28) 各 产生 三 次 : 


+(0-m) = Fm, (0 —2m) = +m, 


tim — 2m) = +m (mod 3m), 
另 一 方面 , 集 (12.3.28) 被 ctae Zsm) 国定 的 充 要 条 件 是 
la, atm, a c 2m | = 10, m, 2m}, 


jn BI 
a=0 m mz:2m, 
这 就 是 说 。 使 集 (12.3.28) BEM TRON 3 因此 , 当 4 = 
+ m(mod 3 塘 ) 时 ,由 (12.3.28)( 和 (12.3.27)) 产 生 的 4 的 应 计 次 数 为 
3 
3 
(31) d = 1 (mod 3) 且 4550 (mod m), HFP ee Al 的 对 称 
ik. FIDLER 2 dh (0.0) 产生 的 情形 。 此 时 不 可 能 有 4 二 0 一 
wimod3 m), & wy =d (mod 3 m), Il 
d = my — U = w, (mod 3 m), (12.3.34) 


= | 
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H u = w (mod m) Al u = 1 (mod 3) 可 得 唯一 和 解 
# = wy (mod 3 m), (12.3.35) 

自然 ,(12.3.34) AI (12.3.35) 中 的 wa 和 m REL EE EE 123.20), i 
he rix PRETI) d tA 58 (12.3.27) (80(12.3.28) PRE eK, 

(3.2) @ = —1(mod3) H dO0 (mod m). BRAF (3.1 12 
那样 处 理 ， 只 是 此 时 不 可 能 有 d= — 0 (mod 35$), FEY 
@=0—w# (mod 3 m), 

至 此 ,定理 已 全 部 证 毕 . 

当 # 一 2 时 ,这 个 定理 给 出 了 例 12.3.2 中 的 设计 ， 

现在 转 而 讨论 自 同 构 群 .ez 为 有 限 域 GR(9?) mRNA 
设计 的 构 乾 方法 ,这 里 9 是 一 个 素数 的 方 冠 ， 

3212.44. Boo = 6 小 1 = p*, KP EE—-TEM, MIE 
ua 是 GF(v) SURE, cR GF(v) 的 一 个 原 根 ， 那么 , 诸 集 


ix*, x". Ld E oa Ux, P yit, see 
{aft amt, am (12.3.36) 
是 一 个 (6. 2,7, R, 1)- 设计 的 基底 ,该 设计 以 wf 为 其 一 自 同 构 
群 ,其 参数 为 
b=6P+1, ve 6 ti, r= 3 =3,14=1, 
(12.3.37) 


证 明 . 定理 02.3.1 中 的 条 件 (1) 和 (2) 的 验证 蚌 直 接 的 . P 
只 验证 条 件 (3). 对 原 根 *, 有 x36 1, MAS 4 


r" 一 1 = og. 


Wem 1, duh uh mr at) 产生 的 六 个 差 是 
x — 45) = trila” — 1} = cix 
m giti pititi, 
X (attt! — ef) = txat — 1) = Farto x(a — 1} 
= rt tH . f 12.3.38) 


+(x — x7!) = + © sa 一 1) 


z= aP Hti teed 


. 58 + 


当 遍历 [0, £7 1] Ef, (12.3.38) 4 Ej: GF) MASE Soe oc 
一 次 ， 现 在 来 证 明 : Œ (12.3.36) 中 一 个 集 园 定 的 子 群 是 单位 闻 
PE. KRUSE TEDL, in a € ur, o se 0, 则 a 不 固定 (12.3.36) 中 
任 一 集 ， 假 若 上 国定 {x xt, x1, Bp 
{ry tti, ati, = fat a t a a a, 
如 果 下 面 三 式 之 一 成 立 : 
r = ox! dog, tt —À gH pg x M us og 6 eg, 
则 a 一 了， 这 与 假设 不 合 ， 卜 在 下 面 的 讨论 中 排除 这 一 情形 。 因 
此 ,只 要 分 别 讨论 以 下 两 种 情形 部 可 : 
ah pe ge me rit Bog to gt tf (12.3.39) 
和 
a ale i= We SR dom gt (12.3.40) 
34 (1213.39) ,将 


pg! — gët ee gt pn. 


由 此 和 (12.3.38) 得 


Atri PITE! 


x 


因 x" 2e 1, 故 这 是 不 可 能 的 。 对 (12.3.40)， 有 


ate m gti o pitti 
* 


= y 


这 也 是 不 可 能 的 . 
“ 亲 为 元 囊 轨 道 只 有 一 个 ， 政 所 有 的 荆 痢 是 纯 差 .前 面 已 证 每 
一 非 零 纯 差 怡 由 (12.3.3 扑 产生 一 次 , 故 得 定理 .证 毕 . 
THE 12.3.5. i 95 — 12:4- 1 — p^, p 是 一 个 素数 ， 叉 设 x 
是 GF(v) 的 一 个 原 根 ， 且 太一 1 一 zy 3X HL 214. BEL o 是 
GF(v) 的 加 群 ， 那 么 , 诸 集 
(0, 如 
{9, x77, x7, atr (12.3.41) 
是 一 个 (6,9, 7,8, A) RHEE BIE .ex 29 Éc— El 83 
RESIO 
b= (2 +1), enm le tl, re tty (45 342) 
=4,2=1, 
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EA, EH 12.3.1 中 的 条 件 (1) 和 (2 的 验证 是 直接 的 ， 下 面 
只 验证 条 件 (3). = ERR Hee” = —1. HR (0, 2%, ann, 
zr) 所 产生 的 金 部 差 中 


+ (x — 0) = +r" = gH, ght, 


+ E — 0) = + id -— atu PEL 
xe — 0) = 4 gta = x a tar. 


h(a — r) = oe ee — 1) tat 
= pta, girati, 
mte — x) = a(x — 1) 
= Fr. (at — 1) = FH Btu tie 
一 rani, ues (12,3.43) 
+ (xm — xin) = Xa tu 一 1) 
e bad E uu MERE pti te ti 
ELT 4 j&— ^T ERD AT i995 10, 7 一 1] 时 ， 
2i, 2i-- 4, 2i - 26, WHat, 2i Hr 4r, 
tit gt At, WHE, WHat Gy 2i de Bi 
2: F g t 8r, 224+ 104, 22 g + 10: 
345 0, 1, 2, 5, 122 — L (mod (12r + 1) 中 的 数 各 一 次 ， 因 而 
(12.3.43) 遍 历 全 部 非 零 纯 差 各 一 次 ， 

MARKIE WE £(0 «52 — 1), 把 集 (0,67, xn, 
i9) 固定 的 子 群 是 单位 子 群 。 这 就 是 要 证 明 ,不 可 能 有 ce .er， 
a% 0, Ho Blige: 

(0, FEM x ght tary = {e, x? 十 €. gU + a, ritu T a). 
(12.3.44) 
3158.(12.3.44) ER ST e = 0, fll a — x" BE aom xr" Bg me gt 
今 对 & m x" 的 情形 详 加 说 明 , 其 他 情形 的 处 理 是 类 似 的 , 从 而 了 略 
d. 当 a 一 入 有 时 ,又 有 三 种 可 能 


Es 


a = y”, gee gibts (12.3.45) 
a= r, xU tae = yt, (12.3.46) 
wrx, x" tasi, (12.3.47) 


对 112.3.45) ,有 ae — à. dn 

] 9 x"-—]1 x 
因 2tg, 这 不 可 能 ， 对 (12.3.46) 有 7 — x 19 — x". MrERÓCT2.3.43) 
得 


1 = a | mee at, 
因 214. 这 也 不 可 能 .对 (12.3.47)。 有 2x = 0, 从 而 
2 一 0. 


IRIS 21e. ie GF(») 的 特征 不 是 2, 所 以 这 也 不 可 能 ， 
EDS xc ZB LAT RRR. 
£x LAP, ASE. EEE. 
为 了 下 面 的 定理 , 先 证 明 一 个 引 理 , 
5138 12.3.3. W4+l—p',pB—-PRM, GA 
GF(p") 的 一 个 头 根 ,那么 至 少 存在 二 个 整数 有 涪 侦 (ce，, 4) & 
ately 


x 


i , 2fed, c, de[l, 4—1], (12.3.48) 
xe 

证 明 因为 + RHR, MWS 0«c-46—1 He, RY 
c= OF, x = 1, [XH c 2 = —l. Aa eeir 4a 
INEZ} 时 ,都 有 2z 合 


sa ge[(0,4:— 1) (12.3.49) 


x*— 1 

如 果 rt = 41, JEEN = 0, 22, Mj xt l= tO 1), Af 
2 一 0， 这 与 GRH 十 1) 的 特征 不 为 2 AIR. AE (12.3.49) 
hd 的 范围 可 改写 为 [1 一 1I. EE L3. 41 一 ING 中 
有 2: 一 2 个 偶数 , Se. Be e 是 其 中 的 两 个 数 ， a 

eb etl 

x*—] Tl xt — 1 
否则 将 有 2 — 470 = 0, 从 而 2 一 0 这 样 一 来 ,， 当 :遍历 
[1, 4e—-t)\(24} 中 的 2 个 奇数 时 ， 其 所 对 应 的 2z 值 最 多 有 
2: — 2 个 偶数 , 故 至 少 有 二 个 奇数 6 所 对 应 的 二 个 d Ea, 
证 毕 。 


- 51 


现在 已 作 好 了 证 明 下 面 一 个 定理 的 准备 ， 
定理 12.3.6. 设 4! 十 i 一 p.p 是 一 个 素数 ,又 设 x 是 有 限 域 
GF(p") 的 一 个 原 根 , .ar 是 GEC) 的 加 群 , c 和 2 E (12.3.48) 
的 两 个 整数 ,那么 , 诸 集 
人 
1(xH Jaa (iy, (xt **),, (xt, Y, 
LO), GPP CPT, Qnm, (12.3.50} 
(0s ie :—1) 
{cc, 0,, 02, 0,] 
8m — (Pv. r, ka 0)- 设 计 的 基底 ,该 设计 以 .ez 为 其 一 自 同 
构 群 :其 参数 为 
b= (3e +1940 H1) v= 12 4, 
r=4 Hl, k= 4,21, 
证 明 。 下 面具 验证 定 埋 12.3.1 中 的 条 件 (3)， 元 ee 和 其 他 三 
个 轨道 的 全 部 混 差 由 (12.3.5 史 的 最 后 一 个 集 给 出 .同时 这 个 集 还 
给 出 了 所 有 不 同类 的 零 混 差 ， 下 面 来 证 明 (12-4.50) 中 除 最 后 一 集 
以 外 的 诸 集 给 出 全 部 不 处 及 元 名 的 非 堆 混 差 和 钝 差 . 
(1.1) BSH ARH (12.3.50) 的 第 一 行 和 第 三 行 上 的 诸 集 给 
是 ;, 且 这 些 集 给 出 的 该 类 钝 差 是 
Ht (a — qM) um eC] xe -x2xU 
一 Dah, 23009; 
A(x te xir zo paa t] — xl) (12.3.52) 
me plate 一 24 96, 4409 
(0 s ix: 1). 
因为 210, GF(p") 的 特征 的 特征 不 为 2, B. 2e, (12.352) rh 
的 数 当 i 遍历 10, :一 1] 时 ,正好 避 历 .sz 中 的 非 零 元 各 一 次 ,对 
(2,2) 2B b 35 303.3) FS nt 3E A RETE ts e 2S LS. 
(2.1) SSE See L8 HH (12.3.500 8928 — EE Rah EL 
USE 46 RAS E E 


a t5. P = x" (x* En 1), 


(12.3.51) 


gate m git tai = x" {xe — x) = x" (xt + I), 
git tite o x? = PLACE ET — x) = adi ti xe + 1). 
git tite — put = xt V gc — 1) . 
H1 (12.3.48) , 3X S E E E 
(x^ — Dx, x’ — Lett, . 
(x* 一 Dat tetas (x? — 1), (0 s i s:— 1). 


(12.3.53) 
Bj3X x ae E2214, I 24 i dm HB; (0, 2 — 11 IRE, (12.3.53) 遍历 
ey 中 全 部 非 零 元 各 一 次 ， 对 其 他 类 非 零 混 差 的 处 理 也 是 类 MU 
BS. 
现在 还 需 说 明 的 是 ,使 (12.3.50) 中 的 任 一 集 固 定 的 子 群 是 , ex 
的 单位 子 群 。 这 一 事实 的 证 明 很 容易 ,这 里 略 去 ， 证 毕 . 

以 秋 余 类 环 的 加 群 为 自 同 构 群 的 区 组 设计 ， 除 了 定理 12.3.3 
RAC, KA-BAR HAH MER. BRERA] RU E 
FE 12.3.2 和 定理 12.3.3 WIESE. AA PRR Bee 
采 , 而 把 它们 的 证 明 留 作 练 可 . 

ER 12.3.7. VE ECRIRE Zan 的 加 群 。 TR FRR 

120,0, 32 +2}, 
[(0,7,2!2-3— i), ISi, 
10,27, 3347}, doming 
是 一 个 (b, o,r, k, )-WEEEID AERE SEVERE EIL .ez 为 其 一 自 同 构 


HS US 
b= Met 1)(62 t 3), » — 6 +6, r5 6 + 5, 
k=3,1=2, 


定理 12.3.8. jb. BRAK Zen 的 加 群 。 于 是 下 面 诸 
tE 
{oo,0, 34 71], 
(0,7, 2271-7}, LiSA, ` 
{0,327,317}, lsis<a, 
{0,2 + 1,42 42} 
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iHe —^M (6, 4,7, 4&4) -8 WER, BRU oer 为 其 一 自 同 
b= 2(2: +1003; 4-2), v — 6t or 4, r= 6+ 3, 
&—3, i112, 

TIARA PXR PRU SR: BRETT oy 对 基 

许昌 一 个 单个 区 组 作用 所 产生 的 不 辐 的 全 部 区 组 . 

需要 说 明 的 是 ,， .er 汕 使 集 00,2: +1, 4 + 2) 恒定 的 元 组 
成 的 子 群 的 阶 是 3. 

以 有 限 域 的 加 群 为 其 白河 构 群 的 区 组 设计 ,除了 定理 12.3.4, 
定理 02.3.5 和 定理 12.3.6 所 述 之 外 ,还 有 一 些 其 他 有 用 的 结果 ,这 
ue ee BL eR al FASS WF EE 12.3.4, E 12.3.5 和 定理 12.3.6 的 证 
法 来 证 出 ,所 以 下 面具 是 列 出 这 些 结 果 ,而 把 它 的 证 明 留 作 练 习 . 

定理 12.3.9. ig 20 +1 = p, p 是 一 个 案 数 .， 设 * 是 有 限 
域 GF(p*) 的 一 个 版 根 。 又 设 oor 是 有 限 域 GF) 的 加 群 。 再 
aE PAR G x 十 lot, BAR 

[x*, xU. FIM glatt ale tae 0 = f = in 1. 
HAR —- (6, v, r, A, 44)- 设 计 的 基底 ,该 设计 以 or 为 其 一 自 同 
b= (20:1), s= 20r + 1, 
r—5:5, k—5,À—1 

定理 12.3.10. i 4 十 1 一 入 ,了 是 一 个 素数 ,又 设 上 是 有 限 
域 GEC”) 的 一 个 原 根 ,c 和 了 是 满足 【12.3.51) 的 一 对 整数 .把 
GEC”) 的 加 群 记 为 sar ,那么 诸 集 

HESAN (x HM, (xt, (ahi teo, Qa}, 
PE Jaa CP a, Ce), Cameo 0, 
SECO (x9 ey (ET (xti, 0.35 
Lox, CrP Ca), Cams 0), 
LCt his Qa yu, (tr), Carte) Ob, 


(0 isl:—1) 


fh, Ui, Ug. U,, Us} 


* hj ' 


HR, HERA 


&(5r t 194r t 1), e 20: + 5, 
r= 5+1, ġ=5, 1 一 工 . 
定理 12.3.11， 设 6 十 工 一 名， 疡 是 一 个 素数 ， 又 设 RA 
限 域 GFG") WSR. ,ez 是 GFO) WH. BA, eR 


(0, x5, x, gt (0 Sie 1) 
组 成 一 个 (B. vor, RS 1) RARE BRE -ez 为 其 一 自 同 
构 群 ,其 参数 为 
b= git 1), v= 62 +1, r = 4, 
kod, 2 =2, 


定理 12.3.12. ip 4: 十 1 =p’, 是 一 个 素数 ,又 设 + 是 有 水 
R GF) 的 一 个 原 很 , .sr 是 GF) 的 加 群 ， 那么, 诸 集 
ixi, Fam at rH) (0 xz pum 1— 1) 
组 成 一 个 〈2。 v, rn, 4,1) RAEI. KR ce! 为 其 一 自 间 
Hg; Hc Be 
b= 1), v — 4r 1, w= 42, FSH 4, 1—3, 


$124 = YE 系 


在 $11.3 EIS, £ — 1 MR = 2 ibi EEN, 在 非 平 
尺 设 计 中 ,和 的 最 小 值 是 3, 这 种 设计 叫做 三 连 系 .它们 自然 更 早 
利 较 多 地 引起 人 们 的 注意 . 
£12.,2)30(12.1.3) SSR (56, v0, 7, 3, 13) -设计 ,有 
36 = rv, 2r = aly — 1), 


从 而 
一 人， 一 0024.0 
2 6 
由 于 > P ER (12 DAM TREE BAWBER I 参数 
4 Ae 满足 
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s 3, ale ~ 1) =4 (mod 2), 
lirle — 1) = 0 (mod 6). 
事实 上 ,条 件 (12.4.2) 也 是 存在 三 连 系 的 充分 条 件 . 这 一 结果 
的 证 骨 需 要 较 冤 的 准备 知识 , 故 旅 到 第 十 九 章 去 介绍 ， 
参数 1 为 工 的 三 连 系 叫做 Steiner ZER. 由 (12.4.1), è} 
Steiner 三 连 系 ,参数 " HbA 
. vd ele — 1) 
r= Go b= ee 
因此 它们 完全 由 “ 决定， 今后 把 Steiner [HER (4, ¢,7,351)- 
设计 叫做 一 个 。 阶 Steiner 三 连 系 , 简 记 为 STO). 
(C12.4. 2) ,存在 Steiner 三 连 系 的 必要 条 件 是 
y: 1,3 (mod 6), & ze 3, (12.4.3) 
条 件 (12.4.3) 是 否 充 分 的 问题 由 Steiner 中 于 1853 年 提出 ,其 后 不 
AA, tH Reis" 于 1859 年 给 予 了 肯定 的 解决 。 然而 在 他 们 之 前 ， 
Kirkman” pF 1847 年 提出 并 解决 了 这 个 间 题 。 (A sat E B 
是 他 的 这 一 工作 很 长 一 段 时 间 不 为 人 和 们 所 知晓 。 有 如 前 段 所 述 ， 
条 件 (12.4.3) 的 充分 性 问题 将 由 第 十 九 章 介绍 的 有 关 条 件 (12.4.2) 
的 充分 性 的 结果 而 推 得 。 当 vz = 3 (mod 6) 时 ,或 当 = 1(mod6) 
Hoe 是 一 个 素数 的 方 旱 时 ,条件 (12.4.3} 对 存在 Steiner SER 
蕉 分 性 也 可 分 别 由 定理 12.3.2 (或 定理 02.3.3) 和 定理 12.,3.4 导 
ni. (uk OU E HE Dx [n] RE. 
i STi(w) 一 {Bu, Bas--+, Bu} RI STIS) = (Ba, 32a tts 
By} 是 在 同 一 个 ”元 集 S 上 的 两 个 Steiner 三 连 系 。 如 果 没 有 一 
4- By Fea BCL Sia S46), WU KA Steiner 三 连 系 
STs) 和 STe) 是 不 相交 的 . 把 5 上 的 两 两 不 相交 的 z 阶 
Steiner 三 连 系 的 个 数 的 最 大 者 记 为 Do). WF o RESHIT 
子 集 的 个 数 是 


(12.4.2) 


()-=2 Dto — 2) 


而 性 一 STO) 中 区 组 的 个 数 是 一 D), 所 以 
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WE Die) 一 "一 2， 划 把 此 时 的 任意 ”一 2 个 两 两 不 相交 的 
BY Steiner 三 连 系 STi), STo(v), ,ST, CÓ) RRA BEI AR 
一 个 不 相交 的 Steiner 三 连 系 的 大 集 。 所 谓 大 集 问题 , 就 是 确定 
FERE e fo.  EPTJLUEZAPHT RR ERR. Kirkman”, Cayley!? 
和 Sylvester 基于 Steiner. 三 连 系 的 工作 开始 而 逐步 形成 的 大 集 
问题 ， 至 今 已 有 一 百 三 十 多 年 的 历史 ， 许 多 数学 家 被 这 一 问题 所 
吸引 ,并 为 此 做 出 了 巨大 的 努力 ， 然 而 ,他 们 只 得 到 了 一 些 局 部 的 
结果 , 并 未 找到 上 整体 解决 这 一 问题 的 途径 。 RAOT 1983 和 
1984 年 连续 发 表 的 六 篇 论文 中 证 明了 ,对 所 有 合 


v> 7, ¢=1, 或 3 (mod 6) 


的 ” 值 , 除 六 个 可 能 的 例外 值 ， 都 有 DO) 一 ”一 2， 从 而 补 告 了 
这 一 问题 的 整 依 解决 。 对 于 六 个 例外 值 的 处 理 , 他 已 有 腹 稿 ,但 在 
写作 的 过 程 中 便 不 考 逝 世 了 , 仅 留 下 一 份 提纲 和 部 分 结果 , 陆 家 闵 
的 这 一 工作 无 疑 是 区 组 设计 领域 里 的 -项 很 重大 的 成 果 . HR 
旺 的 限制 ,这 里 不 拟 对 此 问题 作 进一步 的 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 ,请 
ALERTER. 
下 面 介绍 一 些 递归 地 构造 ST(v) 的 方法 和 结果 在 证 明 这 
些 定理 之 前 , 先 看 一 些 具 体 的 例子 。 后面 要 用 到 它们 . 
例 12.4.1. 在 同 构 的 意义 下 ， 三 阶 Seiner 三 连 系 存在 且 唯 
一 , 它 就 是 11, 2, 3). 这 是 很 明显 的 . 
4124.2. 在 同 构 的 意义 下 ， 七 阶 Steiner 三 连 系 存在 且 叭 
一 , 它 就 二 
11,2, 3}, {1,4,5}, {1, 6,7}, {2, 4, 6}, 
{2,5, 7}, 13, 4, 71, 13,5, 6}. (12.4.4) 
WAR ik 5— [1.7]. HET 118 2, 3, 4, 5, 6, 7 各 相遇 一 
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次 , 故 车 需要 ,总 可 以 经 [1,7] 中 元 的 重新 命名 ,以 使 七 阶 Steiner 
三 连 系 舍 有 下 面 三 个 区 组 :; . 
{1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7} (12.4.5) 

在 其 他 区 绝 中 ，2 同 4,5, 6,7 了 7 各 相遇 -- 次 , 但 4 和 35，6 和 7 已 
£t (12.4.5) 的 区 组 中 相遇 ， 故 含 2 的 新 区 组 只 能 是 12，4，61， 
42,5,7}8¢12,4,7}, {12,5,6}。 BRI WAT (12.4.5) 
中 把 6 和? AR, ERSTE (12.4.5) 7 B LH. Te A 29 BE — TUE. 
因此 如 时 需要 ,总 可 以 经 [1, 7] 中 元 的 重新 命名 以 使 ST(7) 含有 
(12.4.5 1B l9 — + RAMP AT RA: 

{2,4, 6}, (2,5, 7}. (12.4.6) 
在 其 他 区 组 中 ，3 同 4, 5, 5, 7 各 相遇 一 次 , im 435,60 XE 
(12.4.5) 40 (12.4.6) rH HEIR, A 3 RAER t, 7 在 一 个 区 组 , 同 $。6 
在 另 一 区 组 , 即 余 下 的 区 组 为 

{3,4,73}, (3,5, 6}, (12.4.7) 
#2 (12.4.5), (12.4.6) 81(12.4.7) & £g — BP 12.4.4), ES RUE 3 
是 一 个 七 阶 Steiner 三 元 系 ， 同 时 ,上 面 构造 的 过 程 已 证 明了 它 在 
同 构 的 意义 下 的 唯一 性 ， 证 毕 ， 

RAB UA CH Steiner 三 连 系 的 存在 性 和 得 到 一 个 构造 
方法 ,而 不 关心 它 的 上 唯一 性 ,也 可 由 定理 12.3.4 RRR, EU 
证 法 基本 上 是 一 个 穷 举 过 程 , 这 只 对 小 ” 值 有 效 , 不 过 它 却 附 带 地 
解决 了 唯一 性 辣 题 . 

第 二 个 证 明 【〈 存 在 性 和 构造 ). 在 定理 12.3.4 qd: -1 得 
一 6 十 1 一 7， 这 是 一 个 素数 .因此 ,七 阶 Steiner 工 连 系 存 
ft. 

AY 33k GRP(7) 的 一 个 原 根 ， 故 仍 由 这 个 定理 可 得 一 个 七 
Bt Steiner 三 连 系 的 基底 : 

13°, Y, 34} = {1, 2, 4}, 
把 GF(7) 的 内 群 作用 于 此 基底 , 即 得 七 阶 Steiner ZER 
{1, 2,4}, 12, 3, 5}, 43,4, 6}, 14,35, 0}, 
{5, 6,1}, 16,9, 2}, 10, 1, 3}, (12.4.4) 
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证 毕 . 
ER. C12.4.4 ) (12.4.4) EE E 89. 
fl 12.4.3. 在 同 构 的 意义 下 ， 九 阶 Steiner 三 连 系 存在 月 叭 
一, 它 就 是 
{1,2,3}, {1,4,5}, (1,6,7], {1,8,9}, 
{2, 4,6}, {2,5, 8}, {2,7,9}, (3, 4,9), (12.4.8) 
{3,5,7}, {3,6,8}, 14, 7, 8), {5,6, 9}. 
证 明 . 可 以 优 例 12.4.2 的 证 明 类 位 地 进行 . 设 S= [1,9]. 
如 果 需 要 ， 总 可 以 经 [1, 9] 中 元 的 重新 命名 以 使 九 阶 Steiner = 
连 系 含有 下 面 移 四 个 区 组 : : 
11,2, 3}, {1,4,5}, {1,6,7}, {1, 8,9}. (12.4.9) 
因为 20 4, 5,6,7,8,9 在 其 余 区 组 中 各 福 遇 一 次 ,但 4,S 已 在 
(12.4.9) 中 相遇 一 次 , 故 与 2 和 4 在 同一 区 组 中 的 元 只 能 是 6, 7， 
8,9 之 一 。 如 果 这 个 元 是 7, 可 以 把 6，7 的 命名 互 换 ; 如果 这 个 元 
是 8, WA 6,8 的 命名 互 换 ， 同 时 把 7, 9 的 命名 互 换 ; 如 果 这 
个 元 是 9, TURME. ARPA BB, (12.4.9) KC, 


{2, 4, 6} (12.4.10) 

是 九 阶 Steiner 三 连 系 的 一 个 区 组 。， 在 含 2 的 其 他 区 组 中 不 可 能 

有 {2,5, 7}， 否 则 另 一 洛 2 的 区 组 是 {2,5,39}， 而 8 和 95 已 在 

(12.4.9) rhiBi&—7k. BrULE 2 的 其 他 两 个 区 组 只 能 是 {2, 5,9}， 
{2,7,8} BÈ 

, {2,5, 8}, 12, 7, 91. (12.4.11) 

ZAH, Bt [1,91 中 诸 元 的 重新 命名 ,总 可 以 假定 它们 是 

(12.4.11), 

TERRES 3 的 其 余 三 个 区 组 和 会 4 的 区 组 。 在 询 出 这 些 

区 给 时 ,如 果 有 一 对 元 已 在 (12.4.9) , (12.4.10 RTCL2.4.1 L EB ED, 

出 对 它们 加 框 ， 并 未 青 继 续 下 去 。 下面 就 是 求 它 们 的 过 程 ， 岗 为 

3[] 4,5,6, 7, 8, 9 各 相通 一 次 , 而 4 和 5。6 已 在 (12.4.9), 

(12.4.10) 的 区 组 中 和 相遇， 所 以 这 一 过 程 人 内 {3。4:, 7}，{3, 4, 8}, 


» 6&9 « 


13, 4, 9) 开始 : 
13,4, 71, IERA 4 851 RERE (4, (8.9135 
(3,4, 8}, 此 时 食 4 的 另 一 区 组 只 能 是 (4, [7,9] 
43,4,9},43, 5, 6}, 13, 7, 8}; (12.4.12) 
{3,4,9}, {3,5,7}, (3, 6, 8H; (12.4.13) 
(3, 4,9}, (3, [5,8]. 
Ee 3 的 其 他 三 个 区 组 是 (12.4.12), 则 合 4 的 其 他 一 个 区 给 
既 不 能 是 14, 5,6 上 }, ZAGER {4, 17,8). Bie 3 的 其 他 三 个 
区 组 只 能 是 (12.14.13)， 此 时 含 4 的 其 他 一 个 区 组 ,从 而 合 5 的 其 
他 一 个 区 组 就 只 能 依次 是 
{4,7, 8}, {5, 6, 9}, (12.4.14) 
把 (12.4.9) —(12.4.14) BGs eG (12.4.8). ABI 12.4.8) 
确 是 一 个 九 阶 Steiner 三 连 系 。 上 面 的 证 明 过 程 已 经 证 明了 九 阶 
Steiner 三 连 系 在 同 构 的 意义 下 只 有 一 个 ， 证 毕 . 
”类 似 地 ,如 果 只 讨论 九 阶 Steiner 三 连 系 的 存在 性 和 构造 , 则 
可 用 定理 12.3.2 来 解决 . 
第 二 个 证 明 《〈 存 在 性 和 构造 )， 在 定理 12.3.2 中 取 :一 1， 则 
m=3,7=9, 月 一 个 九 阶 Steiner 三 产 系 的 基底 是 
{lis Zis Cabs 0052s 22s 065), Klss 235 Ot, (01, Oss Os}. 
A STO) AARRE 2; OR, BULALY) Steiner 三 连 系 的 
全 部 区 组 是 


{lis 215 0), 03,0, lats 1%, lis 25 
{135 235 Os}, {2,5 06, Lats (5, 5, 225 
{las 2,4, 0,3, 12,, 06, Lib, {Oss 15, 2,1 
(6, 05. Os}, {dis bas tabs s 2, 235, 


(12.4.15) 


证 毕 。 
自然 ,012.4.15) 和 (12.4.8) 是 癌 构 的 . 

关于 13 Bf Steiner ZARATEA: 互 不 同 枸 的 13 Br 
Steiner. 三 连 系 只 有 两 个 ,其 一 是 
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(1, 2, 33, 11, 4, 33, {1, 6, 7), {1, 8. 9%, 
11,106,111, (1,12,13], (2, 4, 6], 12, 5, 7h, 
12,8, 10}, (2, 9, 12}, 12,11,13], £3, 4, 8}, 
13,5, 12}, 13, 7, 111, 14, 7, 91, 14,10,13], CI2.4.16) 
{4,11,12}, (5, 8, 111}, 16, 8, 12}, 16, 9, 11}, 
17,8, 133, (7,10,12], 
(3,6, 10}, (3,9, 131, (5, 6, 13], (5,9, 10}; 
5j — 8 ECI2 4.16) D] EE JE T EC 4E Hy 
(3,6, 13}, (3, 9, 10}, 15, 6, 10}, 15, 9, 13} (12.4.17) 
而 得 到 的 设计 ， 
这 一 结果 的 证 明 比 较 繁 珊 , 故 略 去 ， 
关于 STC15}, Cole, White 和 Cummings! 曾 求 得 80 个 互 
ARM) ST (15), 但 Fisher!" 内 求 得 ?9 个 ， 少 了 一 个 Cole 等 
所 求 得 的 ST (15)。 后 来 ，Hall 和 Swift 验证 了 Cole 等 人 的 结 
FRAO TE WATE. 
对 一 般 的 vy eo me 1, 3 (mod 6), 求 出 互 不 同 构 的 0 阶 Steiner 
三 连 系 的 个 数 的 问题 是 很 困难 的 ,迄今 尚 无 有 效 的 方法 . 
现在 转向 两 个 递归 构造 ST(v) 的 结果 . 
定理 12.4.1. BA STi.) 和 STe), WHE STle 2), 
Bit ST (rwr) BEETS SAG.) AWH-T+TA, MEET 
与 STi) 同 构 的 一 个 子 系 ， 
WAR. 设 oum. 和 ck, 分 别 是 基 集 S, = {as 835 "* "5 ao} 和 
$2 一 {his bas ttt, b,,} 上 的 STi Ce} TH STe). iF S = {ezl Ix 
i<uy,1 Sica}. 定义 由 5 ARET TRR IRI 
A& WT: ies cn cule BDREBREEFAZ RY: 
(0) w—x-—y H {rapan € Bis 
(2) i= j=l H 0,,5.,5,) € Bas 
(3) ta, aj ab € Bi, H by, be, by} € Ba 
现在 来 证 明 3 的 任意 二 不 同 元 cw 和 ocn HEB 中 相遇 一 
US mpi ja Wwe 99 x. Mx b, Mo, REST.) 的 一 个 区 组 ， 
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设 为 D, de bsp 中 相遇 一 次 , 因而 ciw 和 cos RE BN {ciw， 
ciry Cry} AGB. 对 ww 一 x ATT i 2e D) BST8OE, TELS EUR RE 
TR, WRG xj, w Ae x, Wa; 和 a; RE ST, (n) 的 一 个 区 组 , 设 
为 dai ap arh, 中 相遇 ,同时 6, M14, 只 在 ST, (2) 的 一 个 区 组 ， 
WS {pws bry Oy}, HARE. AL, eiu RE ee 只 在 B BY (eine cies 
ei) rn fH. 

因此 , @ 确 是 某 $S 上 的 一 个 ST(un). 

RAL, 8 中 所 有 i = 二 了 二 1 一 1 Bex mme T 
ST; (v3) R, RA w= r= y= 的 那些 区 组 组 成 的 子 铸 同 
STan) FAAS. WE. 

为 了 第 二 个 证 明 。 需 要 氢 祥 的 概念 。 拟 群 是 这 样 一 个 代数 系 
f (0,-), 它 由 一 个 集 吕 及 其 上 的 一 个 二 和 区 运算“ CU RATE) 
Hux, RGA ERE: 对 任意 一 对 a. bep, 方程 

ax — b, xco 
和 
xa= 5, red 

都 各 有 唯一 一 个 解 x*。9 RFCS TRU RARE CO.) 的 阶 ， 

设 BE TRS 上 的 一 个 STtw), 岂 于 5 中 任 二 相 异 元 a 
和 点 只 在 B&B 的 一 个 区 组 中 相遇 ， 故 可 把 该 区 组 中 蜡 于 上 和 “的 
那个 元 ee, 作为 < 和 了 之 积 , 记 为 2。 为 了 SS EMRE 


算 对 相同 的 元 也 可 施行 ,还 定义 
ai =g -ai =a (ags), (12.4.18) 


3 RoXfESE XR HE SE ^U" 一 起 形成 一 个 拟 群 (8,')]， 由 
乘法 运算 的 定义 可 知 , 它 共有 下 面 两 个 性 质 ， 

ab = ba (a,6€S8), (12.4.19) 

Sax b, Wh ab = e 可 推出 Be = a, (12.4.20) 

今后 把 具有 性 质 (12.4.18) —(12.4.20) 的 拟 群 叫做 Steier IEE, A 
此 ,一 个 STO) 按 上 述 方 法 可 以 决定 一 个 Mp Stener HR, 

虑 过 来 ， 假 设 马 给 一 个 > Wr Steiner WF (5,0). 3S FE 

二 相 异 元 a 和 4, 由 a 二 就 可 决定 一 个 三 元 子 集 1 ,5 ce， 由 
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Vi (12.4.18)- -(12.4.20) 可 以 证 明 , 这 样 租 到 的 三 元 子 集 的 全 体 
组 成 集 5 上 的 一 个 = 阶 Steiner ZEA, 
HAERERAA REG, 一 个 STO) 同一 个 ” 阶 Steiner d 
群 本 质 上 其 有 相同 的 结构 ， 因 而 可 以 视 为 同一 对 和 象 的 两 种 描述. 
从 这 一 观点 出 发 ,可 以 给 上 可 定理 以 另 一 个 证 明 ， 
定理 12.4.1 的 第 二 全 证明 把 一 个 ST (a) 和 一 个 ST; Co) 
按 上 述 方 法 决定 出 的 Steiner 拟 群 分 别 记 为 〈 叶 ) XU CST.) 
Ta 5* = ((a, b)jae ST, be Sr), 其 上 的 惧 法 运算 * 定义 如 下 : 
(n, 5) (n, Ba) = (m 33 6 - By), 
BA, Xx BÉ XE XOU GE ERES BAS. BRA CI2.4.18)— 
(12.4.20) ,因而 S* Flix 3E EE—GRESJÉDE—- Steiner HAR. TA. 
Hy [S*| = |ST| - [ST] 便 得 S* RHERI— A 2,02 MY Steiner KER. 
BS Pee 2, S* 的 于 集 (Ce, bee St} SST 同 构 ,而 对 
于 固定 的 2, FRG, Hlb esi SII. TES. 
定理 12.4.2， 设 g, 和 B: 分 别 是 一 个 ST G4) 和 一 个 
STe). Vigo, 21, BS s > INE E 的 一 个 v, 阶 Steiner 
TR. id v=o, nou — v0). BA, VAT STO), E 
RE v ST) 作为 其 子 系 ,又 包含 一 个 ST(w,) 作为 其 于 系 ， 
还 和 包含 一 个 STtvs) AETA. 
UA, Ese ot = 2, vn HB 
Sa = [1,25], 
Sa == {diy an ts Boyt 
% = fón, bu, tts bus 
S: = [bns Bing c5. Pus 


Se, = LP buts Try P 


s= U Sj 


tajge 


be 
H 


SMS,= 6 (-1l<Sixei<n), 
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Xie 
: 集 5 上 的 一 个 STi). 
: BSUS, 上 的 一 个 Siah CS Bo FX: ETA, 
由 定理 的 已 给 条 件 ， 这 是 办 得 到 的 ， 因而 @: 中 除 
.多 "的 区 组 以 外 的 其 他 任 一 区 组 又 多 只 洛 有 S 中 一 
个 元 ， 


(l<i<v,) 
": € S. 上 的 一 个 STi). 
: 5 的 下 列 诸 三 元 子 集 所 组 成 的 能 ， 
— isi djy 213 € Ba, 
一 切 fam, bi, Put € 8; Ch Giga), 
—H (54, bu. Dim) e um; (1m P), 
—W {biws Sirs 65), 这 里 LEB, B 
w t rt y= 0 (mod t), 
1 wyt, y 
现在 证 明 , S 的 任 一 个 二 元 子 集 {a, 5). BE 2m 中 怡 相遇 一 
SX. E su oe BE SP, ma di, 则 它们 只 在 Æ 
的 区 组 {ars ajs a) 中 相遇 ; Wha Ms ZE SH, BE Ss 
cm, FIR, s = dms a = 54, 则 它们 有 只 在 B 的 区 组 len, 5b 
中 相遇 ;如 果 和 性 都 在 同一 个 S; rh DEAD, 一 bis $a = bu, 则 
它们 只 在 Æ 的 区 组 {ġa bus din} 中 和 相遇; Rs flo ST OAR 
[BS S, du GC j), 例如 om bin, n 7 54, WEB CRI; BIZERHS 
D'LA Us i, I} RI y = — e 一 x (mods) 得 到 的 1 和 y As 
TAa RE @ 的 区 组 {biws bix， ry} GR. 
2 包含 了 一 个 vv Br Steiner 三 连 子 系 By PEST sc 
iD Steiner 三 连 子 系 Bi Gigs), BAST ibus, 
b) büg—1- on} Steiner ZEA: 
GE {bus bus ors bee E. (12.4.21) 
这 里 Ploy, bu, cs, best Ade {bier Bary ct, boue) 的 爹 部 子 
WATERAIR., (12.4.21) 确 是 一 个 Steiner — XE. AA 64 和 


"4 


LEES 


ba Ux) 相遇 在 其 由 的 唯一 区 纪 是 {bas bin by), XL 
{is To iS Bo, hl ye —Ce tr) 0 (mods), Tyme, & 
yr, 

inde. L4 AE 

利和 六 工业 的 递归 构造 定理 即 可 证 上 明 (Moore), 条 件 (12.4.3) 
对 存在 > Wh Steiner 三 连 系 是 充分 的 . 1972 4, Hilton! 曾 对 
Moore 的 证 明 进 行 了 简化 . 在 第 十 九 章 中 将 用 另 一 方法 证 明 更 一 
胡 的 和 结果， 所 以 ， 这 里 不 拟 沿 此 路 线 继续 进行 下 去 ， 对 此 有 兴趣 
的 读者 请 参看 上 而 所 引 的 文献 ,也 可 参阅 Hall [4], 
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第 十 三 章 对 称 设 计 


对 称 弃 计 芝 一 类 很 重要 的 特殊 的 灶 黎 不 完全 区 组 设计 . 它 的 
其 联 生 阵 有 着 急 良 好 的 性 质 ， 在 这 类 设计 的 大 究 中 起 着 重要 的 作 
用, 例如 * 通 过 它 * 对 称 设计 和 答 阵 论 ， 和 二 次 型 的 算术 理论 以 及 不 
定 方程 帮 密 切 地 联系 起 来 了 。， 因 站 :这 些 分 支 便 和 月 然 地 成 为 研究 对 
称 设计 的 工具 .本 章 就 是 用 这 些 工 其 来 研究 对 称 设计 的 。 $13.1 
介绍 对 称 设计 的 关联 短 阵 、$13.4 研究 关联 方程 的 解 是 将 为 一 个 对 
称 设 计 的 关联 矩阵 的 间 题 。 $13.3 得 到 一 个 很 重要 的 关于 对 称 设 
计 的 不 存在 定理 ， 此 外 ,还 在 $13.2 中 讨论 了 如 何 由 一 个 对 称 设 计 
导出 其 他 三 个 平衡 不 完全 区 组 设计 这 一 课题 ， 


$131 关联 矩阵 


对 (z, 友 ,4)- 设 计 ， 定 理 12.1.1, 定理 12.1.2， 和 定理 12.1.4 
具有 更 特殊 的 形式 ，31 理 02.1.1 出 能 导出 更 多 的 结果 .这 一 切 都 
我 述 在 下 面 的 定理 中 ， 

定理 13.11, 假定 存在 一 个 (e, 4, 4)- 设 计 ， 其 关联 午 阵 为 


4. BA 
ie — 1) = kk 1); (1.1) 
ATA = (k — 34, t AJ (13.1.2) 
Aw, kw, (13.1.3) 
kW; (13.1.4) 
AUR lje, 刚直 一 4 是 一 个 完全 平方 数 . 
(13.1.5) 


证 明 ，(13.1.1) 一 (13.1.4) ESE ILLI, EM 12.1.2 和 定理 
12.1.4 d (v, &, 4)- 设 计 直 接应 用 的 结果 ， 现 在 来 证 明 (13.1.5)。 
由 引 理 12.1.1 A (13.11), X 
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det (ATA) = {k -- à)" ek — 4 + k) 


= (k — A R, 
21p mE, ge RH 


[det (AJP = ((k — 2) 4Y(& — 1), 
因此 一 是 一 个 完全 平方 数 .证 毕 ， 
这 个 定理 明 然 简单 , 却 很 有 用 ， 它 能 对 许多 参数 v, k 断定 
未 存在 对 称 设计 . 
$112.11, 证 朋 ， 对 参数 o, k, 4 的 下 列 诸 什 
(r, k, 1) = (400, 57,7), (400, 133, 44), 
不 存在 (wv, k, 4)- 设 计 . 
证 明 。 对 头 一 组 值 ,有 
7(400 — 1) 2€ 37057 — 1); 
Xf AA, GRA 440 400-1) = 133 + 132, 但 
133 — 44 = 89 
不 是 一 个 完全 平方 数 ， 因此 由 定理 13.1.1, 以 这 二 组 数 为 其 参数 
的 对 称 设计 不 存在 ， 证 毕 ， 
为 了 更 好 地 研究 (0, k, 国 - 设 计 的 关联 矩阵 ， 下 面 证 明 一 个 
纯 矩 隆 论 的 结果 。 这 个 结果 不 仅 对 对 称 设计 有 很 大 的 用 处 ,而 且 
它 本 身 也 有 其 独立 的 意义 ， 
定理 13.1.2、 设 C 是 复数 域 上 的 一 个 dE US. a 和 8 
Bote, Me cme 


CC! — (a — B)I +8), (13.1.6) 
C'C = (a—8M +8] (13.1.7) 
Z=, HE 
C] —aj, (13.1.8) 
JC =a] (13.1.9) 
Z— QW c ig e85C13.1.6)—(13.1.9) , ii H. o. 满足 关系 式 
a(a — 1) = ele — 1), (13.1.10) 


TEA. 首先 证 朋 ; 若 C 满足 (13.1.6) 0 (13.1.8), BI CHE 
(13.1.6) —(13.1,9) 28,8 o, 8 ME C131. 00), 
AC fec BHCLS.1.6) 83 


= (a 一 DC + ges; (13,1,11) 
HiCI3.L8) X3 


cpa t JH {13.1.12} 
[^1 
从 而 
CTC = (Ca — BCE £ 7 C 
=(a— pit £ JC. (12.1.13) 


转 置 (13.1.8) 的 两 节 得 JC? = aJ. " (13.1.11) 代入 此 式 ， 由 
(13.1.12) 得 l 
aj = {e — 8)JC"! + sfc tf 
— (a — HJE + & y, 
JE BU 


ei 一 8 E 


d= {e — sje", 


A C^ eA, ER SIR. 12.1. ae eror a) 0, KER 
给 出 中 一 79 0, At x af 


7JC 一 «e 8), (13.1.14) 
e -一 By 
3588 IC}, 一 方面 ,由 (13.1.8) 有 
JCD =ef = av], (13,1.15) 


HA 08 18 (13.1.14) ,又 有 


uoJ = HE A p= ae J, (13.1.16) 


比较 (13.1.15) 和 (13.1.16) 即 得 (13.1.10). 
在 此 基础 上 证 明 (13.1.7) 和 (13.1.9) 就 是 一 御 很 容易 的 事情 . 
出 (13.1.11), 有 
CTE = (a — PH + CJC. 
BEA CES.1.14) EARTE 
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CYC = (a — p) 十 bake D ony, 
FEF HCE 1.10) RICES.T.12) KARR 
C'C = (a— B) 4 BJ, 
XX ECTS. 1.7). 
出 C13.1.10) 知 (13.1.14) 就 是 (13.1.9}, 这 一 部 分 的 证 明 业 已 完 
iB. 
BUA gEBH. dE C 满足 (13.1.6) M (13.1.9), Wc 满足 
(13.1.6)—(13.1.9) & 88, H e, 8 PE (13.1.10), 
18(13.1.6 PUTER J, Bi (13.1.9), 8$. 
ajCT = (JC)C? = J(CC?) 
一 (cx 一 月 ) 了 十 有 7 
= (a — g + 8v)J. (13.1.17) 
38 (13.1.9) RS PR E CBE PA IRIS aJ , 得 
ajC*J = sv], 
把 C13.1.17) 代 人 上 式 左 节 , 得 
(a— 8 + gv)v] — wv], 
Ami. LLOR. 
E(13.1.10)50,(13.1.17) 8] 525. aj C? = aJ, Mit 
JC? — a], 
EZ Hos PARU C13.1.8), xx dE DE, (13.1.6) ST (13.1.8) 都 成 
立 。 因 此 ,由 第 一 段 的 证 明 结 果 知 ,(13.1.6) 一 {13.1.9) 都 成 立 ， 
至 此 ,这 一 部 分 的 证 明 业 已 党 成 . 
对 CC 满 足 (13.1.7) 和 (13.1.8) 的 情形 ,把 C 换 为 C7, 这 就 化 为 
前 面 证 明 的 第 二 种 精 形 ， 对 已 育 足 (13.1.7) 和 《13.1.9)] 的 情形 ,把 
C 换 为 C7, 则 化 为 前 面 证 明 的 第 一 种 情形 。 
于 是 ,定理 已 全 部 证 毕 . 
由 定理 13.1,2 可 以 导出 (v, ka 2- 设计 的 关联 答 阵 的 一 个 优 
美的 性 质 , 这 可 氢 述 为 下 面 的 定理 . 
定理 13.1.3。 设 4 EI (r k, 14)- 没 计 的 关联 第 阵 , 则 它 满 
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E FA eR 


ATA = (k — M 十 2 7， (13.1.18) 
A AT = (k — 3) +4], (13.1.19) 
JA=R], (13.1.20) 
dpm kj, (13.1.21) 


ERA, (13.1.18) 865. (13.1.2) ,(13.1.20) 1 (13.1.21) 分 别 是 ， 
4 的 每 一 列 有 有 个 1 和 4 的 每 一 行 有 名 个 1; 由 对 称 设计 的 定义 
这 二 者 都 成 妆 。 由 定理 13.1.2 81C13.1.18)98( 13.1.20) 01(13.1.19) 
也 成 立 ， 证 毕 . 

坝 在 来 考察 一 下 当 C 是 一 个 (0:1)- 第 阵 ， 也 就 是 说 当 C 上 是 集 
S 的 一 个 子 集 系 的 关联 算 阵 时 ,C13.1.6) 一 (13.1.9) PHALKE 
其 相互 关系 ， 下面 即 将 看 到 ,这 样 做 是 很 有 意义 的 ， 

ik € &—^ (0, 1)- 3H. TE, 

(1) AA (13.1.6) AI (13.1.7) SEE A, e A PPB AA 

(2) (3.18) 的 意义 是 ,C 的 每 一 行 有 & Anal, Reve 
为 0 ;因而 (13.1.8) 的 组 合 总 义 是 ,于 集 系 中 的 每 一 于 集 部 仿 个 
JL, 

(3) (13.1.9) 的 意义 是 , C IAE — PME e 个 元 为 1, GUT 
为 0; 因而 (13.1.8) PAAR, S 的 每 一 元 都 怡 好 色 售 在 & 个 
子 集中 ， 

(4) (13.1.6) 的 意义 是 ,C 的 每 一 行 有 & 个 元 为 1， 其 余 元 都 
为 0【《 这 由 考虑 CCT INEM RR LACH), 的 每 两 个 不 同 
WTR BREA PoE, 使 得 该 二 向 量 在 这 8 个 位 置 上 的 分 明 
都 是 1 (这 由 考虑 CCT 的 非 主 对 角 线 上 的 元 而 得 ), 因而 C13.1.6) 
的 组 合意 义 是 , 子 集 系 中 的 每 个 子 桌 部 含有 = 个 元 ,每 到 个 不 同 的 
TERRA STA. 

(5) (13.1.7) HEE, C B8 — HS e P0009 1, RTA 
MO GAFE CTC 的 主 对 角 线 上 的 元 而 得 )，C 的 每 两 个 不 同 
列 癌 量 恰 有 个 售 置 ， 使 得 沪 二 向 旺 在 其 任 一 上 的 二 分 量 都 是 1 
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CRAE C7C AEA EAC); Am (13.1.7) man 
Se VES 中 的 每 一 元 怡 好 包含 在 0 个子 集中 :中 的 每 个 一 
FEB aS BP FEM, 

AFE 35,28 C RE CO, D) -REERERE (13.1.8 790 (13.1.9) 4 5 zii 
013.16) JH C13.L.7) apr. Ate, HEA 13.1.2 37 18 u 

定理 13.1.4, 1$ 4 JE — 4 ve Ee (0, D-E A 
£13.1.18)55 (13.1.19) 等 价 , 旦 4 是 一 个 【2 &, Dir KKE 
阵 的 充 爱 茶 件 是 (13.1.18) 和 {13.1.19) 之 一 成 立 ( 因 而 二 者 者 成立). 

基于 这 个 定理 ,可 以 有 对 称 设计 的 男 一 等 价 的 定义 ， 

SEX 33.1.1, Hb uS = 1B, Bi, ++, B) Ee EES 的 一 
个 区 组 设计 .如果 Bw 满足 条 件 

(1) |B;| 是 一 个 常数 ， 

(2) | B;IAB;| G = D, BE I SEX, 
则 称 25 AE— TAMARA. RO) PRR k (2) 中 
的 常数 值 为 4， 则 又 称 这 个 设计 是 一 个 (v, &,4)- 对 称 设 计 或 简 
单 地 叫做 (v, k, 1)- 设计 . 

作为 这 个 等 价 定义 的 一 个 推 沦 ,有 

R. 如果 B= {B, B+, By 是 ”元 集 3 上 的 一 个 
(o Re RERO BY 

(1) sg (94d — X MB & DRAR., 

(2) B 的 每 队 个 不 同 的 区 组 恰 有 4 个 公共 元 ， 

(3) 5 中 每 一 元 恰 在 D 的 个 区 组 中 出 现 ， 

(4) S 的 每 一 个 二 元 子 集 怡 在 om 的 :个 区 组 中 出 现 . 

TAR AES BIET UA Ke P Da (13.1.6) —(13.1.9) 83(0 10 BE BE 
人 性质 ,并 利用 这 里 和 那里 得 出 的 性 质 , 由 一 个 对 称 设计 引出 另外 的 
证 计 。 


§ 13.2 ”由 对 称 设计 引出 的 一 些 设计 
首先 继续 考察 当 C 是 一 个 (0, T) BY, (13.1.6) (13.1.9) 


= gle 


JADRE CC IAES E S APR VETT. 

C—O, 1)- BEER Eh EA (13.1.7) 00 13.1.9 ) B 
SUO HUNTER 13.1.2 可 得 对 称 区 组 设计 的 另 一 等 价 定 义 . 
0 EZIZ B= (BS Ban t, BL) ee RBS 的 一 
小 区 组 设计 ， 如 果 se 满足 条 件 

(1) S 中 的 每 一 元 所 启 的 2 中 区 组 的 个 数 都 相同 ， 

(2) @ 中 包含 5 的 每 一 个 二 元 子 集 的 区 组 的 个 数 都 相同 ， 
则 称 @ 是 3 上 的 一 个 对 称 设计 ， 如 果 CL) 中 的 那个 相同 的 数 应 
EA R (2) 中 那个 相同 的 数 的 值 汐 4, WRAS wk, A) 
对 称 设计 :或 简单 地 叫做 Cv, A, 4)- 设 证 ， 

设 A= (H5, Bj... B, 是 ”元 集 3 一 ER $5 ttt. Sef 
上 的 一 个 (v ,不 , A) -WEW. 今 作 另 一 个 ”元 集 


= (5, Sis es 


和 3 的 一 个 子 集 系 
B. = (Bi, Bi, +++, BLY, 
这 里 诸 B; 是 如 下 确定 的 ; 
GEB, SHR B;j35(1Xi, iv), (13.2.1) 

现在 来 证 明子 集 系 ne e TORS EUg— (eka) EV. 

HEA Ul PS). A GARS ERA (.k.1)- 
设计 , 故 Bi HAA R DIG ABA Ss taa tetto Sige ER (13.2.1), xk 
HERKES 中 的 元 总 恰好 在 Bi, Bis tto Bno S RAPER 
中 .这 就 是 说 ,5 中 的 每 一 元 都 恰好 属于 A Rik SRA, 

5 Ae AEB ho hUi pv), ESL 
的 一 个 (o, R, À)-1& tt, 由 对 称 设计 的 等 价 定义 13.1.1 知 , By, 和 
Bi. 恰 有 1 个 公共 元 , 记 为 535， o 5S. AELIAN, 3 的 二 
汇 子 集 Uh.) ATE BAA PR OB), Bj Bj d, 
RREH S HE- ALT TEMARA E Hata, 

Sa fr LRAT 2 i OS RI RU SE E, 中 (13.2.1) 
确定 出 的 Bi, Bi, +++, BL 组 成 5 上 的 一 个 Cw ok, 1-1, 

这 一 事实 也 可 由 关联 第 阵 的 性 质 如 下 地 导出 因为 ,如果 


82 = 


#,k,2) is MERE 4， 风 如 上 定义 的 子 党 系 BS WS 
"e AT. HEH 13.14, 4 8 :213.1.18) RI (13.1.19) , Ali 
AT 39 RECI3.1.19 )0(13.1.18) 

(ATAT) = (k — 391 + 4, 
CAT)T( 47) = (RADE t A, 
ie EH SEHR 13.1.4 知 47 也 是 一 个 【2 &, -ihiga kia. 
定义 13.2.2， HE (13.2.1) (rs k, D-t E 产生 的 设计 
D Wik B 的 对 偶 设 计 ， 而 络 uk. | 

H1€13.2.1) 0, 29 也 为 BOR. 这 就 是 说 ,一 个 对 称 
eT RUA iS HS EET BD RTT. 

在 进行 下 面 的 讨论 之 前 , 先 看 两 个 例子 . 

例 13.2.0. 第 十 五 章 将 构造 出 集 [0,14] B3 FR C15, 7, 3)- 


i 
m 


设计 : 

B, = 10,1,2,4,5,8, 10}, 

B, = (1,2, 3,5, 6,9, 11), 

B, = (2,3,4,6, 7, 10,12}, 

B. = (3,4, 5, 7, 8, 11, 13}, 

B, = 14,5, 6,8, 9, 12, 14], 

B; = 10,5, 6,7,9, 10, 13}, 

B, = {1, 6,7,8, 10, 11, 14}, 

B; = 10, 2,7, 11,12}, (13.2.2) 


gg ies DI. 

B,— (2, 4,9, 10, 11, 13, 14}, 

By = {0, 3,5, 10, 11, 12, 14], 

By = 10,1, 4,6, 11, 12, 13}, 

Ba = 1i1,2,5,7,12, 13, 14}, 

By = (0,2, 3,6,8, 13, 14}, 

By = (0,1, 3,4, 7, 9, 14}, 

对 这 个 设计 可 以 在 党 了 一 10, 14] KEK EROS fF; 

= [0,5,7, 10, 11, E3, 14}, 
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Bi = (0,1, 6,8, 11, 12, 14}, 
B; = (0,1, 2,7, 9, 12, 13}, 
Bi = {1,2, 3,8, 10, 13, 14}, 
B,= {0,2,3,4,9, 11, 14}, 
B; = (0,1, 3,4,5, 10, 12}, 
B: = (1, 2, 4,5, 6, 11, 13}, 
B; = 12,3, 5, 6,7, 12, 14}, (13.2.3) 
Bi = (0, 3, 4, 6, 7, 8, 13}, 
By = {1,4,5, 7,8, 9, 14}, 
By = {0, 2, 5, 6, 8, 9, L0}, 
Bi = {1, 3, 6,7, 9, 10, 11}, 
Bi, = {2,4, 7,8, 10, 11, 12}, 
By, = (3,5, 8,9, 11, 12, 13}, 
Bi, = (4, 6,9, 10, 12, 13, 14}, 
可 以 证 明 , 设 计 (13.2,3) 间 (13.2.2) 是 同 构 的 .为 此 在 (13.2.2) 中 对 
[0, 141 的 诸 元 作 一 置换 
了 一 > 一 了， 
则 {13.2.3) 变 为 (13.2.2。 
下 章 将 证 明 , 任 一 循环 对 称 设 计 的 对 偶 设 计 同 它 自 身 同 构 。 
读者 自然 会 间 ， 任 一 对 称 设 计 是 否 同 它 的 对 偶 设 计 同 构 ? 回 
SF RRR. 下 例 中 的 设计 同 其 对 侦 设 计 就 不 同 构 ,而 且 这 个 设 
计 的 参数 与 例 13.2.1 中 的 设计 的 参数 完全 一 样 . 
$113.2.2.. 下 面 列 出 的 是 集 [0,14] 上 的 一 个 (15,7,3)- 设 计 : 
B, = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6}, 
B, = {0,1, 2,7, 8, 9, 10}, 
B; 10,1, 2, 11, 12, 13, 14}, 
B, — (0, 3, 4, 7, 8, 11, 12), 
B, = (0,3,4,9,10, 13, 14}% 
B, = {0,5,6, 7, 8, 13, 14}, 
B, = (0,5, 6,9, 10, 11, 12}, 


B; {1,3,5,7,9, 11, 13}, (13.2.4) 

B, = (1,3,6, 7,10, 12, 14}, 

B, = {1,4, 5,8, 10, 11, 14}, 

Bu = (1,4,6,8,9, 12, 13], 

Bu = {2, 3, 5, 8, 10, 12, 13}, 

By ={2,3,6,8,9, 11, 14}, 

By = {2.4.55 7,9, 12,14}, 

B, = {2,4, 6,7, 10, 11, 12). 
这 个 设计 有 一 个 性 质 ，[0, 14] 的 十 五 个 元 素 除 一 个 特定 的 元 (这 
里 是 0) 外 其 余 十 四 个 元 讲 分 成 互 无 公共 元 的 七 个 二 元 子 集 ( 这 里 
FE {1, 25,43, 44, 15, 6}, (7, 8}, (9, 10}, (11, 12}, {13, 14}) 
RAER FE RTCUS A Edge —T —opT SER. BAECS 
we FR ,这 里 是 

{0,1,2}, {0,3,4}, 10,5, 6}, 10, 7, 8}, 
{0,9,10}, £0, 11, 12}, (0, 13, 14}, 
这 七 个 三 元 子 集 的 每 一 个 同时 恰好 包 舍 在 三 个 区 组 中 ， 吾 它们 是 
这 样 的 三 元 子 集 的 全 部 ， 这 一 点 可 以 直接 验证 ，. 
设计 {13.2.4) 在 集 S = [0, 14] 上 的 对 偶 设 计 是 ， 

B= (0,1,2,3,4,5,6]), 

Bi = (0,1,2,7,8,9, 10}, 

Bi= (0,1, 2,11, 12, 13, 14}, 

Bi = {0,3,4, 7,8, 11, 12], 

BL = {0, 3,4,9, 10, 13, 14}, 

B; = {0,5,6, 7,9, 11, 13}, 

Bi = {0,5, 6,8, 10, 12, 14}, 

B; = (1,3, 5,758, 13, 14}, (13.2.6) 

Bj = (1,3,5,9, 10, 11, i2], 

B; = {1, 4, 6, 7, 10, 12, 13}, 

Bis = {1, 4, 6, 8,9, 11, 14}, 

By = {2,3,6,7,9, 12, 14], 


(13.2.5) 


"45 


By —12,3,6,8, 10, 11, 13}, 
Bi, = (2, 4,5,7, 10, 11, 14], 
By 7 12, 4,8,9, 12, 13, 5}, 
包含 在 (13.2.6) 的 给 好 三 个 区 组 中 的 三 元 子 集 的 全 部 是 : 
10, 1, 2}, 10,3, 4), (0,5, 61, 11,3, 5}, 
{15 4, 6}, 42,3, 6), (2,4, 5}. (13.2.7) 
(13,2.5) 的 七 仿 三 元 子 梨 有 一 个 公共 元 0 ,而 (13.2.7) 的 七 个 三 泡子 
集 却 没有 一 个 公共 元 ,然而 ,包含 在 一 个 设计 的 恰好 三 个 区 组 中 的 
全 部 三 元 子 集 是 否 有 公共 元 这 一 性 质 并 不 随 3 PRAMS 
中 诸 区 组 的 更 名 而 改变 ， 因 此 ,(13.2,4) 与 t13.2.6) 是 不 同 构 的 . 
从 对 称 设计 还 可 引出 另 一 个 设计 . 由 对 称 设 计 的 等 价 定义 
13.1.1 的 系 知 ， 一 个 对 称 设计 中 任 二 区 组 的 公共 元 的 依 数 相同 ， 
设 B = [Bo Bac Bra} BRS 上 的 一 个 【op k, 1 设计 。 
令 对 和 任 一 固定 的 7 2558 
BB = {Bo, Bry +++ Bias Bias coo. Beak, (13.2.8) 
这 里 B; BNB; O0SiS e lij FRA. 
定理 13.2.1, Z BRB; 上 的 一 个 (e~l, k, &— 1, à, 
1 一 D-Wi. 
证 明 ， 由 £8" 的 构造 可 知 , 48" 中 共有 ”一 工 个 区 组 , 诸 区 组 
Bi 关门 的 元 都 在 BAHL HRE GSD, 有 
[Bi = BNB; =a. 
Ay Bi 中 每 一 元 出 现在 过 的 个 区 组 中 ,但 Bi REL IE 
P 中 , 因而 出 现在 Sk -—1 PRA. XA B; 的 每 一 个 二 
元 子 集 出 现在 过 的 4 个 子 集 中 , 但 Bio e E LE h, AHHH 
iB 的 4 一 1 个 子 集中 . SEAGER. TE. 
定义 13.2.2， 区 组 设计 (13,2 8 时 做 区 组 设计 豚 的 导出 设计 ， 
HES ER yo, £.A)-im B= {Bos Bi, 2. Bua] 引出 
导出 设计 的 同时 ,还 可 产生 男 一 设计 ， 记 
B= {Bo Br, Bi\ Bi, ttt. Bia MB, Bi Bis c, B. MB; 
(13.2.9) 


FEA . . 
定理 13.2.2, 287 BS SB; 上 的 一 个 (Co - 1, ok, ks 
《一 4，2)- 设 计 ， . 

WEBA. 由 6" 的 构造 可 知 , ee" RRA e 一 1 个 ,， 它 
们 的 元 组 成 SBi, 而 SNB; m 9 k, | BABI | 二 一 4(i à j), 

因为 SXB; 中 的 每 一 元 恰 在 霓 ASAD B; (0e PPI, V 
HATER TD BAB; G =j) HH, HF S\B; 中 性 一 二 元 子 集 恰 
好 包含 在 1 个 BGA h, REA Ro E BABIG = j) 
中 ， 综 上 所 证 即 得 定理 的 结论 ， 证 毕 . 

定义 13.2.3. (13.2.9)h 做 区 组 设计 S 的 剩余 设计 ， 

ANE ABE EI Ab ETUEBRHSEZR 13.2.1 和 定理 13.2.2, 

定理 13.2.1 和 定理 13.2.2 的 第 二 个 证 明 。 不 失 一 般 性 ， 可 设 
Coy k, 3) 设计 的 关联 矩阵 为 

E 0 

a= (a n 


e= (1, 55, 10), Q — (0, +++, 0), 
——— ——— 
& 个 v—k* 
TE. 
AT A ("tte ee 
BN ABA, BA 
AAT = ( DENM ). 
EHI A,AP + AAT 
Bids 


ATA = (k = 1) — (4— 1044 Ds 
Aide = Aba, 
ATA, = (k — 3) a t Asa, 
AJ, a m R — Jua. -~ 
所 以 , 4, 和 A 分 别 是 一 个 (> — 1, 5, — 1,2,1 — DE 
TG —1, 0 k, kik — A, 1)- 设 计 的 关联 矩阵 ， 证 毕 ， 
例 13.2.3. RMT (13.2.2) 的 导出 设计 和 剩余 设计 ， 把 


4 B? «s 


【13.2.2) 改 写成 三 面 的 形式 是 方便 的 ; 
By; 0, l, 2, 4, m 8, 10 


Bi: 1,2,5 |3, 6, 9,11. BY 
B; 2,4,1013, 6, 7,12 B? 
Bí 4,5,8 |3, 7,11,13 BY 
Bi; 4,5,8 !6, 9,12, i4. By 
Bi; 0,5,10|6, 7, 9,13 Bj 
Bi 1,8,1016, 7,11,14. B; | 
By: 0,2,8 |7, 9,11,12 B7 (13.2.10) 
Bs: 1,8,10|3, 9,12,13 Bg 
By: 2,4,10]9,11,13,14 By; 
Bo: 0,5, 10]3, 11,12,14 By 
Bu: 0,1,4 [6,11,12,13 Bi 
Bu: 1,2,5 |7, 12, 13,14 By 
Bu: 0,2,8 |3, 6,13,14 BR 
Bu: 0,1,4 13, 7, 9,14 Be 


这 里 水 平 线 上 方 的 区 组 是 原 设计 48 中 的 一 个 区 组 , 坚 线 右边 的 诸 
行 上 的 元 是 晋 余 设计 CEU 的 诸 区 组 中 的 元 ， 坚 线 左 边 的 诸 行 上 的 
元 是 导出 设计 S 的 诸 区 组 中 的 元 ， EAE, BB’ 的 参数 
分 别 是 (14, 7, 6,3, 2) MI C14, 8, 7, 4, 3). 

一 个 对 称 设计 的 对 侦 设 计 仍 是 一 个 对 称 设 计 ; 但 是 一 个 非 平 
凡 的 (wv, 此 ,4)- 对 称 设计 的 导出 设计 和 剩余 设计 都 一 定 不 再 是 对 
称 设计 ， 这 是 因为 ,如 果 导 出 设计 (其 参数 为 (e — 1, k, E — 1 
2， 1 — D) 是 对 称 的 , 则 一 ov 一 1,4 二 v 一 2, fi(z,v — 1, 
xz 一 2)- 对 称 设计 是 平凡 的 ; 如 果 剩 余 设 计 【〈 甚 参数 为 (v 一 1， 
e — k, k, k — 4,1)) BoA, WA — 1,12 — 0, 而 (0,1, 0)- 
对 称 设计 是 毕 凡 的 ， ^ 

尽管 如 此 ， 但 有 时 却 能 由 一 个 导出 设计 意外 地 产生 一 个 对 称 
设计 。 这 可 用 (13.2.10) 作 为 例子 来 说明 . 《13.2.10) 中 所 表示 的 导 
出 设计 8" 的 全 部 区 组 可 以 分 成 完全 相同 的 两 个 部 分 。 说 得 确切 
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H5, oe 是 凑 , 重复 两 次 的 结果 ,这 里 
Æi: = (Bi, Bi, By, B5, By, Bi, Bu}. 

因此 ,由 BB+ (14, 7, 6, 3, 2)- 设 计 可 知 Bi 是 一 个 (7,7， 
3, 3, D)- iE HBB (7, 3, 1)- 对 称 设计 . 

但 是 ,对 一 般 情形 , 987 不 能 是 它 的 部 分 区 组 的 涪 一 次 数 的 恒 
复 ,即使 S8" 中 有 一 些 区 组 是 男 一 些 区 给 的 重复; 因而 上 面 由 S6" 
得 出 哆 :的 方法 无 效 .例如 ,设计 (13,2.4) 的 导出 设计 就 是 这 祥 的 : 

By: 0,1, 2, 3, 4; 5, 6 


By 0.1, 7, 8, 9,10 :BY 
B; 0,1,2|11,12,13, 14. :By 
B; 0,3, 9,10, 13,14 :BY 
B; 0,3, 9,10, 13, 14. :B’ 
Bi; 0,5, 7, 8,13,14 :BY 


9, 10, 11, 12. :BY 
7, 9,11,13 :BY 
7,10,12,14 :BY 
8 
8 


7a 


E 
u 


LU 
+ w A A È uu d VI OX d w — Lm 
Vi Cs Ve CN XI CR V 0m DV to 


s 10, 11,14 :B7 
> 9,12,13 <B} 
8,10, 12,13. : Bj 
8, 9, 11,14 :Bi 
7, 9,12,14 :Bi 
Bu: 2,4,6|7,10, 11,13. :BY 
这 里 Bi, By, BS 分 别 与 Bi, Bi, Bs 相同 ,但 其 他 区 组 却 彼 此 不 同 ， 
因而 由 °° = [Bi, Bi, e. Bu] 不 能 象 土 面 那 样 地 产生 一 个 
(7，3，1)- 对 称 设 计 。 

从 一 个 对 称 设 计 产 生 导 出 设计 和 夭 余 设计 的 赣 癌 题 是 把 一 个 
设计 其 人 一 个 对 称 退 计 中 。 有 具 体 说 来 ,有 两 个 嵌 人 问题 。 一 个 是 ， 
如 困 已 知 一 个 (2 一 1,5, & — 1,2,a4 DA S, RBS 
e RNP S (4 的 基 集 ), 且 把 8" 的 每 一 区 组 增加 茶 一 
(e — k) 元 集中 的 克 一 4 个 元 ， 使 这 祥 得 出 的 子 集 系 是 一 个 w, 


+ B9 oc 


[ 
地 


`- u 
u w 


` 
u 


em 
> 

hu ho B ë = = e m. O o aoao o o 
` 


- 
E 


k.A)-XpEREEYLo 昼 一 个 是 ， 如 果 已 知 一 全 e l, eek, R 
有 一 21)- 设 计 £8", KOO 到 ” 增 六 一 个 新 区 组 ， 它 的 全 部 天 
个 亡者 不 在 SEU ELSE, pH dE S8" 的 每 一 区 组 增加 该 新 区 组 中 
Naha, 使 这 样 得 出 的 子 集 系 是 一 个 Cv, 包 , 4)- 设 计 ? 下 面 的 
例子 表明 ,并 非 对 满足 (C13.1.1) 和 (13.,1.5) 的 任何 设计 73015877, 


i A BBE GT RE AY. 
$1 13.2.4 {Bhattacharya}, 
6, 3)- 设 订 : 
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By = {1,2,3,4,5, 6}, 
By = {1, 2, 3, 11, 12, 15}, 
Bj = 41,2, 7,8, 14, 15}, 
BY = (1, 3,9, 10, 15, 16}, 
By = (1, 4,9, 13, 14, 15}, 
By = {1,4, 7,8. 11, t6}; 
By —11,5,9,10, 11, t4}, 
By = (1, 6,7,9, 12, 13}, 
By = {1, 6, 8, 10, 12, 13}, 
By = (2, 3, 8,9, 13, 16], 
Bu = (2, 4, 8, 10, 12, 14}, 
By, = {2,4,9,10, 11, 13}, 
By = {2,5, 6, 11,12, 16}, 
BY = 12,5, 7,10, 13, 15}, 
Bi; = {2, 6,7, 9%, 14, 16], 
By = (3,4, 6, 13, 14, 15], 
u= {3, 4, 7, 10, 12, 16}, 
Bi = (3,5, 7, 8, 11, 13}, 
By = {3,5, 8,9, 12, 14}, 
By, = (3,6, 7, 10, 11, 14}, 
Bu = {4,5, 7,9, 12, 15), 
Bi, = {4, 6, 8,9, 11, 15}, 


(13.2.11) 


Bi= (5,6,8, 10, 15, 16},. 

By (11,12, 13, 14, 15, 16}, 
如 果 令 (9 一 1 o— k, k, Kk —4,3) = (24, 16,9, 6,3), Wü 
(v, k, 1) 一 《25。9。3)。 对 这 组 k, 1 RHE RAL 
因 2125， 故 条 件 (13.1.5) 实际 上 未 加 约束 ,但 设计 (13.2.11) 却 不 
能 媒人 一 个 〈25, 9, 3)- 对 称 设计 中 ， 这 可 用 反 证 法 证 明 如 下 , 假 
定 它 能 嵌 人 一 个 (25, 9, 3)- 对 称 设计 88 — BB+ ++, Bah Hh xx 
Big B (1 x ix 24) 是 (13.2.11) 的 诸 B7 扩充 后 的 区 组 ,那么 ， 

| B1B, | = [Be (1B; | = 4, 
然而 ， 由 对 称 设计 的 性 质 知 , ££— (25, 9, 3)- 对 称 设计 的 任 二 区 
组 B, 和 By (i = P) 的 公共 元 素 的 个 数 是 3。 所 以 这 是 不 可 能 的 ， 

在 什么 条 性 下 同和 信 才 可 能 呢 ? 有 关 这 一 问题 的 部 分 讨论 将 在 

第 十 七 章 中 进行 ， 


$13.3 存在 性 


在 对 称 设计 的 存在 性 理论 中 有 一 个 著名 而 基本 的 定理 ， 它 指 
出 了 一 个 很 重要 的 必要 条 件 ， 这 个 定理 就 是 
定理 13.3.1。 记 # 一 万 一 4。 如 果 Cv, k, 1- 对 称 设计 存在 ， 
则 当 21z 时 ,= 必 为 一 个 完全 平方 数 ; 当 2e 时， 不 定 方程 
$—ajc(-1)uy (13.3.1) 

BARS BARRE r, y, z. 

这 个 定理 的 前 半 已 经 包含 在 定理 13.1.1 中 ， 这 里 再 述 它 是 为 
了 定理 13.3.1 的 完备 性 。 这 个 定理 通常 称 为 Bruck-Ryser-Chowla 
定理 , ?定理 中 有 关 不 定 方程 (13.3.1) 的 条 件 通常 叫做 Bruck-Ryser- 
Chowla 条 件 ., 在 看 了 本 节 末 所 介绍 的 有 关 这 一 定理 的 简短 万 史 
后 这 些 名 称 的 含义 便 会 自明 . 

下 面 将 给 这 个 定理 三 个 不 同 的 证 明 ， BARRE STE Ed 
幅 ; 但 却 是 导 得 的 。 这 是 因为 ,一 方面 ,这 个 定理 很 重要 ; 它 的 重要 
性 不 仅 表现 在 用 它 可 以 否定 一 系列 参数 的 对 称 设计 的 存在 ， 而 且 


» 91 >» 


MRM, BOX ILARAM IR C v, Rx 满足 〈13.1.1)》 和 
Bruck- Ryser-Chowla 条 件 而 能 确证 (+, 4, 4-12 PARE CBR, 
3283€ v. k, A BRE (13.1.1) 和 Bruck-Ryser-Chowla 条 件 而 不 能 
WE (o, k 1)- 设 计 是 否 存 在 )， 因 而 有 人 猜想 。 条件 (13.1.1) 和 
Bruck-Ryser-Chowla RFR FEM BIZ BEEN. BOR. 
下 面 的 三 个 证 明 表 明了 给 合 学 同 初 等 数论 、 二 次 型 论 、 不 定 方程 
的 众多 联系 ;深入 到 这 些 联系 中 去 ,进而 凋 发 据 出 一 些 新 联系 , 势 
必 会 产生 些 新 方法 和 新 结果 ,从 而 促进 组 合 数学 的 发 展 。 再 者 ,不 
同 的 证 明 有 不 同 的 售 点 ,有 的 不 异 助 子 上 其 他 学 科 过 多 的 专门 知识 ， 
有 的 却 能 导出 更 多 一 些 结果 . 

这 一 节 很 长 ,进行 的 步骤 如 下 . 首先 介绍 一 下 应 用 定理 13.3.1 
的 例子 。 第 二 ,依次 给 出 三 个 证 了 明 , 在 每 一 证 明之 前 都 简 覆 地 介绍 
一 下 该 证 明 所 需 的 预备 知识 和 一 些 参 考 资料 ， 第 三 ， 介 绍 一 些 有 
关 药 问题 ， 第 四 , 再 一 次 回 到 这 个 定理 的 应 用 并 简短 地 介绍 一 下 
这 个 定理 发 展 的 历史 ， l 

FR RiKERY RETO. ABER. 

B 13.3.1, 考察 (29, 8, 2)-iRT WEEE. 

ik v= 29, k = 8,4 = 2, 则 它们 满足 条 件 《13.1.1)， 现 在 
证 明 与 这 些 参数 相应 的 不 定 方程 

g = 647 + 2y? (13.3.2) 

无 不 全 为 零 的 整数 解 ,从 而 根据 定理 13.2.1 得 知 (29,8,2)- 设 计 不 
存在 . 1 

如 果 r, y 2 是 (13.3.2) 的 不 全 为 零 的 整数 解 , 自 (x, y) =a, 
则 a?) 2”, 因而 41z， 于 是 可 用 由 除 (13.3.2) 式 ,得 对 一 bri + 29i 

¥ 


这 里 x; == =, Yi UY g,- = E (x, y =], 因此 ， AA 


PE, FPR (x, y) — 1. 
FH C13:3.2) 41 2| &, id z = 2a, Dll 
Zz) = 3x! y!, (13.3,3) 


因为 24x, y). i 


+ 2€ 


1 (mod 4), E 2|]x, 24y, 
3i y = 43 (mod 4), X 241«,2|y, — (13.3.57 
4 (mod 8), Æ Z[xy. 
但 是 
2 (mod 8), FF Hn, 


iz 3.3. 
2a lo (mod 8), 3E 20a. (13.3.5) 


FAC 13.3.4 AC 13.3.5) 4I, (13.3.3) AAEM RSH ER x. y» x 成 
立 , 所 以 .(29, 8, 2)- 设 计 不 存在 . 
例 13.3.2， 考 察 (43, 7, 1)- 设 计 的 存在 性 ， 
这 组 参数 也 满足 条 件 人 13.1. 旨 ,但 其 相应 的 不 定 方程 
a? G — y! (13.3.6) 
ERS HEHE. FRR, (13.3.6) 有 不 全 为 零 的 整数 解 +， 
y, 2, Mj 
ab y = 56, (13.3.7) 
ASEM HE Cz, y) 1. TERE TCD 
，。 [2 (med 3), # 3łzy, 
=” 十 ?= Cd 3) dor (13.3.8) 
另 一 方面 ， 
6x? = 6 (mod 3), (13.3.9) 
FH (43.3.8) #C 13.3.9) M1, (13.3.7) Rit (13.3.6) 无 不 全 为 8 的 整数 
ER. BILL (43, 7, 1)- 设 计 不 存在 ， 
G 13.3.3, 22 (46, 10, 2)- 设 计 的 存在 性 ， 
这 组 参数 也 满足 (13.1.1), 但 10 — 2 一 8 不 是 完全 平方 数 , 故 
(46, 10, 2)- 设 计 椒 存在 . 
现在 转 而 证 明定 理 13.3.1. . 
在 第 一 个 证 明 中 将 用 到 Lagrange 的 四 平方 和 定理 ; 任 一 正 
整数 = 都 可 表 为 四 个 整数 的 平方 之 和 ; nc DE BE OT BF, 
(n] 238 429 Bi [1, p. 224] 或 Hardy-wright (1, 3021.) 


(ai + Bb bb DG + ad + xoa 


=y ty t+ yt 9, (13.3.10) 


py, = Pax, 77 byty — buxo bun, 
yi = bye, F bara — bye. + bun, 
y, = bx, t iux F biri — Ertas 
y = hti Bra F bari T+ bata, 
可 以 把 (13.3.11) 代 人 (13.3,10) 来 证 明 (13.3.10)? 的 真确 性 。 下面 给 
出 一 个 便于 记忆 (13.3.11) 中 的 结构 而 且 也 很 简单 的 证 明 . 
用 i 记 碟 数 单位 V 一 1, 了 记 二 阶 单位 阵 ， 因 为 


O iN? 0 iy. i oF 
(和 
: 0 1 0 0 一 上 


(13.3.11) 


toy. 0 i 0 一 1 i o 
GG rae sea tG o) 
0 1 i ù 1 0 AQ. i 
1 0 0 i 0 —i i 0 
x(«( )*«(. \+x( ES! B) 
o 1 i Q 1 0 "^0 —t 
1 6 . . 
— (yr — bara = byts — bd ( ) i 
0 1 
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0 id 
+ (4.x, + bs — bars + baro) ( . )) 
i 
1 


0 — 
+ (br, + bur, + bina — Pur) ( | 0 ) 


i 0 
十 (x 一 bx T bax, + bixa) ( 0 ). 
一 站 


上 式 左 节 的 第 一 个 因子 矩阵 的 行列 式 为 
de (EA — b, + ài 
b, bat b, — bi 
Aa i ROBE ATT A 29 
(5,x, — bx; — bry — bun 
+ (Aga, bye, — Pub Buy 
+ (bx. b fux + Bxy — Bx 
+ (dyn, — hr + but bn. 
因此 有 (13.3.117)。 
现 已 作 好 了 第 一 个 证 西 的 准备 . 
定理 13.3.1 的 第 一 个 证 明 . 设 存在 (> A. ril. H 21v. 
对 于 Ce, Å, J- SERERE ,C12.2.14 ) E Xj 
Lit Lit --- + LÍ 
= abated toes ted) + ale Pap e ee 
. (13.3.12) 
这 是 su... coto x, 的 一 个 恒等式 首先 讨论 > = 1 (mod 4) 的 
情形 ， 由 Lagrange 的 四平 方 和 定理 ,= 可 以 表 为 Oi 十 itiiti, 
An 


) =t ERY bi, 


alri t ri t oxicdeoxi) — y y ty yi 
jk Big y (13.3.11) H. dE (13.3.12) RiB ri + ritot 
ria URE PH 4 RR, BLE GE 8] 133.12) 化 为 
Lit Lit --+ + ZL? 
= yt ype ty t ne ra ba etr”, 
i (13.3.13) 
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国 为 (13.3.11) 中 诸 se ORT IR P1 + B+ bi + 6 = 00, 
破 可 由 此 解 出 诸 xi, 是 诸 yj 的 线 姓 组 合 , 且 其 系数 为 有 埋 数 ,这 些 
A ERSTER n. 把 如 此 解 出 的 诸 x 代 人 3.5.13), B 
Yor = x4, 则 (13.3.13) 化 为 
Lit Lit eed LL 
= yi bytes + RM tap tap, (13.3.14) 
KHE L 和 ! 是 诸 Y 的 有 理 线 性 型 
假定 L = enyi + cunc Fess bey, Hl 
y A env l, 
um Ls 车 cu 一 1， 
可 以 解 出 入 为 Mette Y. WARRE 把 此 线性 型 代 人 
(13.3.14), 89. Yao doa tte Y, 的 一 个 恒等式 
下 十 :二 (13345) 
XV £2 ai xv) 和 i 部 是 为 , Xu coc. Yo HARREN, 
Boyar Yor tts y MPR a, dox 
La = cuya cays T sco cb 6uYv. 


H 
l= | Yo Æ ml, 


—yn 车 cnl, 
可 以 解 出 多 为 yis coc. Ys 的 有 理 线性 型 。 念 上 进行 , (13.3.15) 
MAMIE 
Lice + Li Sy tb eee + yh tay +P, 
RUBE Fe, RAE y 的 恒等式 
Li = sy ble, (13.3.16) 
这 里 Ls 和 都 是 y 的 一 元 有 理 线性 型 ， 而 y, 是 独立 变量 CI 


L, = PL i =i 这 里 x, y Az 都 是 整数 且 SO, FR, 


(13.3.16) 成 为 (13.3,1) 当 2 = 1 (mod 4) 肝 的 方程 . 
Zi e 3(mod f) Rf, Æ (13.3.12). Pan, XX 
Sen 是 一 个 新 的 变 元 ,然后 应 用 Lagrange 四 平方 和 害 理 , 便 得 
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L+ Lite tL + ahy 
-yi + "m + yla d AD, 
类 似 于 上 段 的 作法 ,由 此 得 
Xe = yv ck AP, 
其 由 ron 701 BBE yon 的 一 元 有 理 线 性 型 ， 而 p.n 是 独立 变 
X. AERE 
P= oni — Ay, 
这 里 r, y 和 ss 都 是 整数 且 z0 EAR 03.3.1) H e = 
3 (mod 4) 时 的 方程 . 

Sets EÈ e = i (mod 4) Ale = 3 (mod 4) 这 两 种 情形 的 结 
R , 便 得 定理 - 证 毕 . 

在 上 面 的 证 明 中 并 未 用 到 《13,3,.12) 中 的 诸 线 性 型 Li (1 < 
Ple) 的 系数 是 0 或 1 这 一 性 质 ， 而 只 要 诸 ! 是 整 系数 线性 型 
Boal, 因此 , 实际 上 已 证 明了 更 一 般 的 结果 ， 为 今后 引用 方便 起 
Re Se ay 

F. mR oe Wr RERE C We 

CPC = al, + Blas 
det C 32 0, . 
WH se = i (mod 2) 时 ,不 定 方 程 
z* = æ + (—1) Tgp 
BALASH BBW x. y, 2. 

为 了 给 出 定理 13.3.1 POS EH, iX AS EE ek BA 
些 术 洛 和 结果 (BA Jones [1]) MERARI, 设 了 和 8 是 域 
上 的 两 个 5 元 二 次 型 ， 如 果 存 在 F 上 的 非 异 线性 变换 把 其 中 一 
个 化 为 另 一 个 ， 则 称 f 和 8 是 在 了 上 相合 ， 简称 为 相合 , 记 为 

[^ 8. 
易 证 “相合 ”是 一 个 等 价 关 系 . WK gk 是 三 个 二 次 型 , 合 于 
f= gth, Bg TUB CARE ICME fe 和 型 志 的 直 和 ， 
记 为 


^ OF + 


{= ghh. 
EMAA 68] FSAI RT. 1 AB ERr E 
的 两 个 “ prae. TSR AR TEU F ERER eE Q. 使 得 
A= OBO, 出 称 4 和 也 在 己 上 相合 ,简称 为 相合 , 记 为 
A~ B, 
WE 4,.B WICJÉ-THWOBEE.AUT 
B Q 
a= (; c) 
WU EE A 是 矩阵 中 和 EC 的 直 和 , 记 为 
A=BLC, 
关于 阜 阵 的 相合 ,有 下 面 的 
Witt" xg gi, ut 4, BAC 是 特征 2e2 WIMP LBS PRR 
矩阵 .如 果 1 


则 


C44 ~ CHB, 
A~ B. 
这 个 定理 常 被 形象 地 叫做 Wie 消去 律 ， 
今后 把 有 理 数 域 上 的 相合 中 做 有 理 相合 , 记 为 "有 埋 ”. 
现 已 做 好 了 第 二 个 证 明 的 准备 ， 
定理 13.3.1 的 第 二 个 证 明 . BE C k, 1)- 设 计 仓 在 ，4 是 
HEKKER. 作 ” 十 工 阶 加 这 矩阵 如 下 ， 
A tet 
A = (o | 
这 里 w= w, d&— o X 工 的 年 阵 ,其 金 部 元 都 是 1. 
记 


"ET 


HC 3.1.1)— (13.1.3) E 
ATA — Aww? ATw — kw 
ADA, = # 


TA — pb Ty, — 
wd bw we" ur n 


= E. 
这 就 是 说 ， 
DAZE. (13.3.17) 
另 一 方面 ,在 定理 13.1.1 的 第 一 个 证 明 中 已 有 
ml Ty, 
RE m EE CE — IE ORE; MA 2 = 0 (mod 4) 时 ;有 
ml ^H. 


先 考虑 v = 1 (mod 4) 的 情形 .由 [13.3.17) 381 (12.3.18) ,此 时 


(13.3.18) 


有 | | 
[11) 
~ GLA) 40h) 4(—= 1) 
~ CD 二 Co 门下 (一 全 h). 
由 Win 消去 律 ,从 下 式 可 得 
. n 0 
Gta. 


nh. Yi 
£i 1 z Xi " ° 
cd DGD- e} 

由 左 节 的 积 条 阵 和 右 节 的 矩阵 的 (1,1) 位 置 上 的 相应 元 素 相 等 , 便 

得 


这 就 是 说 ,存在 有 理 逢 阵 ( ES 


ai — Ay n, 
化 去 aA n PIR, ER) e = 1 (mod 4) 时 的 方程 ， 
BUE X75 v = 3 (mod HAE. pH613,.3.17)80(13.3.18), 
A 
i,-tal,j-(—ah) 


~ (nl) + Gb) + (-i n) 


~ Foti 十 (= n). 


Hi Witt 消去 律 欠 上 式 可 得 
l (" o i a 
~ n je 
SHE 
KREN, EAE C ' ae: 合 


1 0 
(^ Li XQ TQ 
E (aU G *)-(, a] 
由 左 节 的 积 第 阵 和 右 节 算 阵 的 (1,1) 位 置 上 的 对 应 元 案 相 等 , 便 得 
ax — ay — l, 
EE RI y HADE, 便 得 (13.1.1) 当 vw 三 3 (mod 4) 时 的 方程 . 
综 上 所 证 即 得 定理 ,证 毕 . 
为 了 介绍 定理 13.1.1 的 第 三 个 证 明 ， 需 要 一 些 二 次 型 和 不 定 
方程 中 的 结果 (参看 Jones [1] 或 Watson [1]). 


Wee 都 是 非 零 整数 , 是 一 个 素数 。 今 考虑 同 余 方程 
bi? + cy? = 2? (modp"), (13.3.19) 


1, 25C13.3.19 3 £E EIE ER AA 
(5, c) 一 | 全 为 上 的 倍数 的 整数 解 x, yae, — (13.3.20) 


—1, Hit, 


与 (13.3.19) 相 对 应 部 ,有 不 定 方程 


bx cy) cg (13.3.21) 
定义 
(6, e)a = { 1， 车 (13.3.21) 有 不 全 为 零 的 实数 解 r, yr, 
一 1， 其 他 。 


(13.3.22) 
为 了 统 ~~ BU AM BBA AB, HFC. 3.22) 29 (13.3.20) P = 
ooi RUT” A, Sas ARP EN ALA SC, e)s Bt, ARERR P = 00 
的 情形 且 暗 售 b, ¢ 是 非 零 整数 的 假定 。 ARH, (4, che 常 称 
为 Hilbert BPM RES. 
Hilbert 模 方 剩余 符号 有 一 些 非常 良好 的 重要 性 质 , (RR 
于 计算 它们 的 情 , 又 便于 对 它们 进行 还 论处 理 、 宇 要 的 性 质 有 : 
—1, Xi 5-0,c«0, 
L (4, 08> { uo 
» C4, 6), = Cc, E),. 
. Gd, eg), = (5, c)y. 
. C, —5), = 1, (0,60) — I. 
20, c, e), = (hihi, e),. 
OGPPAÉGEU A pibe, 则 
(4, e)p = l. 
7. AP ETERA, H ete, 则 


(é, P), = (2). 


C Xn b 5 hu 


这 里 (2) 为 Legendre 符号 . 


8. 若 ” 是 个 奇 素数 , 则 
(5, b), = (—1, by. 

9. 车 ?了 是 个 奇 素数 且 b = 4,2 0 (mod p), A 
(4, €); = Uu, Cps | 


19. [[ (4, 6, = 1. 


-u» 
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Hiber WIRA SRDE ELA. T Ba SR Sa, — BE 
不 定 方程 
bt Bb cy = x (13.3.23) 
有 不 全 为 零 的 整数 解 x, y, sz IBS He 
(^, e), 一 1， 一 切 素 数 P. 
Pie eb Hilbert 模 方 剩余 符号 来 证 明定 理 13.3.1， 实 
际 上 可 以 证 明 比 定理 13.3.1 更 多 的 东西 .为 此 ， 需 要 介绍 二 次 异 
理论 中 的 一 个 基本 结果 . 
设 1 是 一 个 二 次 型 : 
f= > bx, bg = bis, 


uam 
对 cml, 2, +++, m, 行列 式 
Ow =det (43;), | EE E 


叫做 型 的 第 + 个 左上 主子 式 . SEU) by 都 是 整数 ， 且 
DD ^ Dy ran 0, 于 是 ,可 定义 


C,(f)=(—1, Pm dol (Di, —Disi)os 


这 里 请 是 任 一 素 救 ,不 排除 P = oo. 
现在 来 叙述 下 面 妈 将 更 用 到 的 一 个 十 分 重要 的 结果 . 
SPARS EM (Hasse-Minkowski), i A Mh, RE 
系数 mm 元 二 次 型 ， 其 左上 主子 式 都 不 为 夫 ; 那么 , h Mh AE 
Cri 75 EAR EE: 
CS) = Ch), 一 切 素 数 P, 
i 和 名 的 符号 差 相 等 ， i 
Eh 和 三 的 行列 式 的 商 是 一 个 有 理 数 的 平方 . 
现在 来 进行 定理 13.1.1 ETE. BL, FREER 
一 个 比 定理 13.3.1 更 强 的 结果 : 
定理 13.3.2, E 
f —n(x t at eee ai) EU Pt ee 
和 二 次 型 ' 
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hartet 4x 
有 理 相 合 的 充 要 人 条件 是 不 定 方程 (13.3.1) 有 不 全 为 零 的 整数 解 *， 
y, 2, 这 里 2 RAMEE, We, kenti, WE”, k, d 
(13.1.1), 
KPEEAIEBRK ARSENE, MEA REJUT IRR 
述 和 证 明 . 
引 理 13.3.1， 在 定理 13.3.2 的 条 忻 下 ,有 
Cali) =—l, 
证 明 ， 由 引 理 12.1.1 知 , 型 大 的 第 + 个 左上 主子 式 为 
DG) = Tk + 1), Leese, (13.3.24) 
因为 24v HAE C13.1.1) , 故 
CC) 


= (—], =n" R Ya Il (Ca + (2 —1))0, n'(k t 112). 
i=1 


一 《一 ], —l)s = —l, 
证 毕 . 
3|38 13.3.2, 在 定理 13.3.2 的 条 件 下 ,有 
. 1, fe > 
Calf) -| AP 是 奇 素数 


一 1 车 pmo, 
证 明 . 显然 . 
引 理 13.3.3, iP EARM. EEH 133.2 的 条 件 下 ,有 


vo 


C, = G, —De? Game I A+ GDA, -G E 2. 


证 明 . 在 下 看 的 推导 中 若 不 引起 视 清 ， 常 省 去 模 方 剩余 符 与 
(b,c), 括号 外 的 ,而 把 5 Me 的 最 大 公 因 数 记 为 ged (5, c). 
由 (13.3.24) 和 CC) 的 定义 ,有 


r-l 
C) = (1, aR) H Git + G — 02), =at + iay) 


= TE (or, na, k H 2) CRH G — DA, v) 
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"GF G— 101), —( + 2)». (13.3.25) 


因为 . 
ia ; (n, —1), z 2l, 
ME dis * i, 
故 
TI (n', —nm) = (a, 17, (13.3.26) 
its, 


ei tl 
II Get k + ia) -T[G ski» 


= [J (at, k + ia) 


f= 


= kt = DD TE G- 00 


=, ID œ, k+ G Da 


i=l 


= Hi (i6, & +G—1)a). (13.3.27) 


ixl 


my FAC 13.3.26) 0(13.3.27), (13.3.25 M7] 


cu) = 0,07 [[ (^ + G- 02) 


- TI e+ G- 02 


-TT +G- Du —G 2» 


r1 put 
= (,—0) 7? (2,4) I[t*-G-—1»5,—QGt i1». 


证 毕 . 
引 理 13.3-4。 设 b REM. LEM 13.3.2 的 条 件 下 ,有 


^ LOF * 


PpP-1 . . 
It (A+ G — 1), CRF AD)» = (Gn), n)a (13.3.28) 


WEBB. it Peli gcd Ck, 2), 这 里 不 排除 a = 0 的 情形 7 EL pti 
的 意思 是 , ple, (Hp po, dd C 
& = Ph, i= Prk. 


从 而 
Pt gcd Ch, 4), - 
ki + le 1)à = Ph. 
因此 , 若 记 (13.3.28) 的 堪 节 为 r,， 则 


sj 
m= [I Cae G— 042, pC k + ia) 


= [I C8, 2900, & + Ck G— Di, p) 
. (& 十 {i — 1)4,, —(R T 11,))) 
= Ta + iad JE OS & à) 


HG n GT Da, GRAY) 
= (Pp, PRI) OC. i) + Il. Ei 


Tt D+) 
i=} 
= CF", gp, kh) 
i TI (5 + G— DA, =l + 74)), (13.3.29) 


iw f 
直面 分 几 种 情形 考虑 ; 
情形 I; Play. 
情形 2. pth, a= 0. 
情形 3. PI, a>d, 
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在 第 一 种 情形 时 .由 (13.1.1), 有 
klk — 1) u(»—1). (13.3.30) 
XA py ged (Ai, a), M PIS, Mifit (13.3.30) 0 Pob — 1. 所- 
a —0, k—£&h, =h, 
BS, PIA, Pie, MOTHERS, 
PLR + ia. 
因此 ,由 (13.3.29) 知 ， 
2 — (1, DC, kı) I (a + G —4)2, —( + i) 


-1 


= (2) 

= (2, k4 — 1) + k) 
= (A, 4) l 
=} (4, k — 1) 


= (ksn) (a, n). 
这 就 是 说 ,对 第 一 种 情形 ,(13.3.28) 成 立 ， 
Stk Pih. AA 
acd (4, + (i — 194, & + fa] gcd (1,, & d- i1), 
gcd (1, & + £4) = ged (Ay, 4), 
ik B 
P4 ged (h + — a, & d n). 
如 果 pita + G — iyu + ia), B] 
(& * G— DA, —(5 + i) = 1, (13.3.31) 
WR pjk + in, Wi 
Ch + {i = 14,-—(h T ihk 十 i, —Ch + (3 十 1943) 
—e(—A, —CA t nU + 143,21) | 
一 (一 — FEY) = (eh, -10) d (13.3.32) 
而 且 pt + G — 1a t G+ 1)aD, Abe (13.3.32) 和 
(13.429098 


« Tag * 


(P, P, £O, # PLR k + (v — 1a), 
Ce, PO, a, — Oh + aD, 
车 Pla, Piik 十 《9 一 1)43, 
_ OP PC, ROS + Ce — 23, — (5 + OG — D), 
d iOS +(e — Da), Pk, 
(P^, PCP, Ca, — Ck t )) 
t Ch Tbv 一 2a, —(h + Ce 一 1340), 


E pik, plk t (o — 1)4). E 
i So (13.3.33) 


EE 2i, A = k, am, E k twla m Pu AR 
当 诸 起 时 ,有 pila elo l)u) B a = o 和 (13.3.33) ,得 
x= (1, (1, &) 
£ "i= {kaa n), Æ PIG 4)， 
| = (k,n) — (k, na, n) Æ PIR a), 
当中 总 对 ,有 Pk + (1a). Bi a 0 和 (13.3.33)， 
z = (1, DL, OCR, — + 2)) 
(a+ (e — 2), (tt (e -1)4)) 
= (k CA ADR + Ce —2)4,—( + (v — yay) 
= (k, k A) +4, 一 本) 
= (kh, a)- 1 
= (aA, n). 
XX BIE T ott BAPE (13.3.20. 
在 情形 3 时 ,有 
Ait (oe — Da = fh, 2270, (13.3.34) 
Gh + Co — 2)a 08 Fr bay 77 
= (—24., — Pki) l | 
= (—ìr, — p°} 
= (—A, —1) . (—A, p) 
=i-(-1. 09M, 9) 
= (P,P) o (13.3.35) 


E 
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£1 (13.3.34)4] pla t (o — DA, (13.3.33) (13.3.35) £5 H 


_ | Ce, &)G, An), 车 pth, 
CP, RC, W)C, —4 — a), A elk. 
(13.3.36) 
M pla, Ft, 
(ki, —4)-— f = G — À), BRAY (mod P), 
" iA 一 4), X Å = a, (mod p), 


ir, bole, à) = cP, AA, & — 4) - C^, PC — AD) 
~ (G^, PG, — ADC, & — AP, X) 
-— (PA, PCR AR), PO X)» 
= (k, nQ, n). l (13.3.37) 
M pla Bt, —& 一 A, = ky — 4, = —À, Æ 0 (mod p), [4 
Gn, —h —R) — CA, —Au)-—(h, k- A), 
(5, & — &&) - E. 
因此 - . 
CPs BC, 3008, ma aD 
= (P, GS. — BO, Fe. — )) 
` (p^, p m aya Ay 一 n), a) 
= (hk. n)(À, n). (13.3.38) 
$& 2 (13.3.36)-—(13.3.38) ,得 7 
nm (k, nA. n) 
这 就 是 说 ， 对 第 三 种 情形 ,(13.3.28) 成 立 . 
SE BT IEBIS St, TEER, 
m 13.3.2 pJi. SEER 件 的 必要 性 . Ei Hasse-Minkowski 
Em, E h~ h A mE 
Ch} = C4), —HU P. 
由 引 理 13.3.2, 引 理 13.3.3 和 引 理 13.3.4 知 ， 
上 一 Cilh) = C Ah) 


= (ny 1) s n) UG wields n)a 


* Jag = 


= (ny COD WARR p。 (13.3.39) 
另 一 方面 ,显然 有 | | 
(2,71) 3 De = l, (13.3.40) 
于 是 由 Hib RHPA RSHER 10 和 (13.3.39), (13.3.40), 
a 
(2, C71) Tah 1, 
因此 | 
(s, (—1y94 à) 一 b 一 切 P. (13.3.41) 
所 以 对 整数 5。 = a 和。 一 (一 1) T 125 (133.23) 有 不 全 为 夫 
的 整数 解 ， 条 件 的 必要 性 得 证 . 
现在 来 证 条 件 的 充分 性 . 定理 中 的 型 大 和 h 的 符号 差 都 是 
U, X, h 的 行列 式 为 
DC) = »'7Q t (o — 12) 一 (于 人 
h AR DG) = 1, i 人 (Cn Tk 一 个 完全 平方 
数 . 
因 方 程 (13.3.1) 有 不 多 为 霍 的 整数 解 ,而 此 沦 为 真 的 区 要 条 件 
是 (13.3.41) 成 立 , 故 由 引 悍 13.3.1, 引 理 13.3.3 和 引 理 13.3.4 A 
Ch) = 1 = Ca, C71) Fa), 
= Cf), 一 切 青 素数 P. 
EB 13.3.1 和 引水 13.3.2, RE CaO 一 C.) m —1. 于 
是 由 Hilbert 模 方 利 余 符号 的 福 质 10, 得 E 
CC) = Ch) 一 —]. 


A-E, E 
Ct = Celta), -HEH b. 
由 Hasse-Minkowski 定理 , 综 上 所 证 即 得 条 件 的 充分 性 。 证 
[3 . : D. . 
#109 


WERE Wwa 万 1) -对称 设计 , 则 其 关联 矩阵 4 满足 474 一 
sI 十 4j。 4 是 个 《0, D-E, 自然 可 以 看 作 一 个 有 更 秆 隆 , UR 
而 定理 13.3.2 中 的 型 h 和 广 有 理 相合 ， 故 由 该 定理 知 不 定 方程 
(13.3.1) 有 不 全 为 零 的 正 整数 解 。 这 就 是 定理 13.3.1 中 所 需 证 的 
那 部 分 结论 ， 

因为 定理 13.3.2 中 的 条 件 不 仅 是 必要 的 ,而 且 是 充分 的 ,这 就 
成 为 支持 下 述 猜 想 的 一 个 依据 ， 如 果 方程 (13.3.1) 有 不 全 为 零 的 
整数 解 , A 2te, WEE Cr, 《1) -对称 设计 。 然 而 这 一 猜想 是 否 
成 立 尚 属 未 知 ; 即 使 成 立 ,要 证 明 也 并 非 易 事 . 

为 证 定理 13.3.2 中 的 条 件 的 充分 性 ， 使 用 了 二 次 型 的 算术 理 
Tepe Raa, Gt Hasse-Minkowskt 定理 等 。 正如 定理 
13.3.1 的 第 一 个 证 明 所 表明 的 、 条 件 的 必要 性 可 用 初等 的 办 法 证 
HH. 在 一 些 特殊 情形 ,条 件 的 充分 性 也 可 用 很 初等 的 办 法 来 证 有 明 ， 
下 面 将 介绍 两 种 这 样 的 特殊 情形 .但 是 ， 要 在 一 般 的 情形 下 证 明 
条 件 的 充分 性 ,看 来 仅 用 初等 的 办 法 是 很 困难 的 。 

HFA Mh 有 理 相合 的 第 阵 囊 示 是 存在 矩阵 4 全 ATA 
#1 十 ij, SRB ARB al 十 p] 的 情形 . 此 时 有 
A = ATA = nl +1], 


BE ME 
Do. eH ob (Jag + Bv) = nl + AJ. 
因此 ， 

wen, 

of + 2a8 — 1 = 0. 
dm 13.3.2 的 条 件 下 ， 由 此 解 得 

an, 

mata + vi 


Yt B 


f= 


(13.3.42) 
Mn 是 一 个 完全 平方 数 时 , e dug 者 是 有 理 数 ， 且 因 上 面 每 -- 步 礁 
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导 都 是 可 逆 的 , 故 得 到 第 一 种 特殊 情形 ， = 基 一 个 完全 平方 数 时 ， 
EAL 13.3.2 中 的 条 件 的 充分 性 可 以 如 上 初等 地 证 明 。 《. 
一 个 特殊 情形 是 4 一 1。 此 时 在 定型 13.3.2 2 的 条 件 下 ， 
为 l 
h=asl tat ee teat) t lataat tan 


212 2 
一 4 dbo tat aae un 
x n © nR 


+ PEA ght Gi .十 
n 


E 


— ni mee tata beet Lon 
. n n 


+ LEN TEES 
n 


一 4 ((s + 2) + ZI cjr se tx), 


(13.4.43) 
# 可 表 为 四 个 整数 的 平方 和 和， 然后 每 次 四 顶 好 用 四 平方 和 之 积 的 
定理 把 AMS. Me = D(mod4) 时 ,这 样 得 到 的 六 为 
ee tyt- Hy (13.3.44) 
这 里 yu x4 deo od xu. 由 于 改写 大 所 用 到 的 线性 变换 是 有 至 
PRA 13.344) RHA Sh SRA. He = 3 (mod 4) 时 ， 
(13.3.43) 中 的 无 可 以 用 上 上 商 的 办 法 收 写 为 
hawt ta 
; x} : PC ME 
+n (( nad 5) 十 (s. + a) ) (13.3.45) 
其 中 yaa tee ons eo = 3 (mod 4), HEA 13.32 的 条 
件 ,不 定 方程 | | 
2 = gy? — y 
ARS EMER x. y. 2, x0, He TA PAR 
的 平方 和 ; 


“we Lil 


把 恒等式 
(7? " Sy) + ey = {rau + "n + {ri suy 

用 于 (13.3.45) ,就 化 为 mE 

oo h= tyt ty. 
在 上 述 化 二 的 全 部 过 程 中 所 用 到 的 线性 变换 都 是 有 理 非 异 的 。 这 
SEHAT ,34 v = 3 (mod 4) 时 , f, Sh E LBS. 

综 上 所 述 可 得 第 二 种 特殊 情形 ， 当 % 二 1 时， 定理 13.3.2 中 
条 件 的 充分 性 可 以 如 上 初等 地 证 明 . 

现在 应 用 方程 (13.2:23) 的 可 解 性 的 充 妻 条件 来 重新 考察 济 
13.3.1 和 例 13.3.2, 

对 例 13.3.7, 如 果 (29, 8, 2)- 设 计 存 在 , 旭 不 定 方程 

E zt == fr t 2y (13.3.46) 
有 不 全 为 零 的 整数 解 。 然 而 


(6, 2) = (3, 24. 2} = (3, 2) = (二 一下 


政 (13.3.46) X 45 ROEM. Bri. (29,8,2)- “HAGE, 
.对 例 13.3.2, 此 时 的 方程 为 
a? = — y, 
BD O D. EE 
(6, —1) = (6,2); —1, 
i& (29, 8, 2)- 设 计 不 存在 . 
由 此 可 见 , 利 用 Hilbert 模 方 剩余 符号 来 判明 方程 (13.3.1) 的 
可 角 性 是 比较 方便 的 。 这 是 因为 有 Hilbert 模 方 剩余 的 性 质 1 一 
30， 故 计算 是 不 难 进行 的 ， 
现在 简要 地 介绍 一 下 上 还 定理 及 其 证 明 的 历史 ， iE 13.3.1 
的 后 一 部 分 首先 由 Bruck 和 Ryser 于 1949 年 对 1 一 1 的 情形 
MBI. 次 年 ，Chpwla 和 Ryser™ 对 一 切 4 证 明了 这 个 定理 . 
第 二 个 证 明 则 是 让 Ryser 于 1982 年 给 出 的 ， 正 如 读者 已 经 看 
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到 的 , 它 非常 简明 ， 
$134 关联 方程 


定理 13.1.4 断言 ， 如 果 4 是 一 个 ” BreBSECOLI)- AGE, Wa 
是 一 个 〈*， 有 ， 四 -设计 的 关联 矩阵 的 充 要 条 件 是 《13.1.18) 或 
(13.1.19) 成 立 { 因 而 二 乾 都 成 立 )， 这 里 自然 产生 了 一 个 癌 题 ,如 


各 事先 不 知道 4 是 否 是 一 全” 阶 非 异 CO, 1) RE, MR 


知 是 一 个 


v 阶 非 异 整数 矩阵 ， 关 于 4 能 否 成 为 一 个 (vzv, 包 ,4)- 设 计 的 关联 
撼 阵 这 一 问题 ,会 有 些 什 么 结果 电 ? 本 节 就 将 介绍 这 一 问题 . 


首先 证 明 Ryser 的 一 个 结 辐 . 


EA 13.4.1, 设 A = (a) 是 一 个 v MERGER, er 


ATA = AATSH(R-—A +4], ki, 
这 里 zv ,名 , 1 是 合 (13.1.1) 的 正 整数 . BA, BH AR 
(v, &, D-RI RR EE, 
W. id i 
m; = SD as; (Eire). 


ABER (& — 291 + iJ 诸 元 之 和 为 
elk — à) + PA = plei — 2 +8) = oF, 
这 里 用 到 了 (13,1,1)， 和 矩阵 447 中 请 元 之 和 为 


> Danes = > > án > gi — > mi. 


Bimi foe i=] t= imi 


Alo, Ha (13.4.1) 


r 


Dm = of, 


f= 


比较 AA 和 (一 4)1 十 4J 的 主 对 角 线 之 元 得 
Damt Qin». 


th PA ERR a 都 有 le| sat K 


(13.4.1) 
过 是 一 个 


(43.4.2) 


(13.4.3) 


#113 + 


Lai 
Imi <>) deu al (0 Xi«»), 
Pu] i=l 


(13.4.4) 
(13.4.3) 0(13,4.4) 25 1H 


vk = > mis >) pw. (13.4.5) 


内 此 (13.4.5) 中 的 闭口 不 等 号 实 为 等 号 ,从 而 (13.4.4)》 中 的 二 个 闭 
口 不 等 号 也 实 为 等 号 : 


Im! =k (Sie), (13.4.6) 
H des] — 250 xix vul 
447 0,1, —1 (li, ie). (13.4.7) 


由 (13.4.7) 和 (13,4.4) 的 最 后 一 个 等 式 知 , 对 任 一 国定 的 j, MEER 
个 ay £1, ER C — D Ar as 2088, 再 由 (13.4.6) 可 知 , 对 任 
一 固定 的 j 或 者 au 无 正 元 , 或 者 ay 中 无 负 元 .如 果 对 固定 的 i 
Kl, Gael, Sth ay 中 无 正 元 ,而 全 体 oz 中 无 负 元 , 则 


5 854i <0. 
iX 5 (13.4.1) BN RH 


DD apaa = 1 > 0 
ict 


相 矛 盾 。 因 此 4 中 全 部 元 非 负 或 非 正 ， 这 就 是 说 ， 或 者 4, 或 者 
一 4 是 (0, 1- 矩 阵 ， 再 者 ,由 《13.4.1) 知 det 474 0, 从 而 4 
非 异 . 于 是 由 定理 13.1,4 便 得 定理 13.4.1, WEH, 
定理 13.4.1 中 的 条 件 (13.4.1) 实际 上 是 两 个 条 件 
ATA = (&—2) AJ, Rai, (13.4.8) 
AAT = (k —2AMH +4], Rx 4, r (13.4.9) 
BNA, &, DAR REA DHERA FS OR 
叫做 关联 方程 。 如果 4 只 满足 其 中 一 个 条 件 ， 那 么 在 辅 之 以 别 的 
条 件 后 。 也 可 以 期 望 得 到 类 似 的 结果 。 下面 一 些 定理 就 说 明了 这 
一 点 ， 2 
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”定理 13.4.2, VE AL dE - e v BR, ER TECIS.A.S) E 
(13.4.9) , I] INE SCi E RE 
Aj =k], (13.4.10) 
或 
JA — Kl, (13.4.11) 
RE vr, A 1 都 是 正 整 数 ， BAAR w, k, 四 -设计 的 关联 
第 阵 ， 

证 明 由 定理 13.1.2, 4 RARE (13.4.8) 一 (13.4.11) 的 非 
Se, Ae, RA 符合 (13.1.1。 所 以 ， 出 定理 13.4.1 知 本 定理 
mir. WE. 

EE 13.4.3, ike, £, 是 正 整 数 , 合 (13.1.1) 和 

24k — à, (13.4.12) 

gcd (C£, 2) 无 平方 因数 大 于 1. (13.4.13) 
Mik A TES (13.4.9) > v RCE, 352.18 4 中 列 和 为 
负数 的 那些 列 乘 以 一 1 所 得 的 结果 矩阵 是 一 个 〈*”, 48，2)- 设 计 的 
BE, 

证 明 . 由 s, 2 ATE PE ORI (13.4.12) AH, AT FE. 对 

(13.4.9) BS T3 7c 3E A, 得 
AT = (k — 1)47 + IATL (13.4.14) 
E E81 3.1.1518 
ATI = {k — DATI + AT = BRAT), 
M EXE ATI 并 代 人 人 (13.4.14)， 
D = (k~ AAT + 7 AP], 


TULA A ASE A, 得 Gn 
ATA = (k — a)i + x À 471A. (13.4.15) 
EE 5CI3.4.15) BUTS BA C. 0 06, 083 
x al Tcu 5 d a;y 


Aaja 


* II5* 


=hk—-at a” (mise) (13.4.16) 


这 里 的 m; EH (13.4.2) RE. iX. ged (k, 2) — 4, WA ku u GS 
k=dkh, t=dh, ged(À,h)- 1. (13.4.17) 
由 此 和 (13.1.1) 得 
A(dk, — 1) = av — 1), 
Mfr C1 3.4.17) 3) add — 1, He 
sed (4, d) = 1, (13.4.18) 
j8(13,4.17) A (13.4.16) , 
2 ay 二 证 一 十 PE mi (34s iso) — (13.4.19) 
(13.4.18) $01(13.4.19) £& H 
dmi (lise), 
Ald 无 平方 因数 , 故 dE im, BI 
m = 0 (mod) (heise), (13.4.20) 
因为 把 矩阵 4 ITE X — 28 3U 3 DI —1 3f f e dE cm Ji 8 E 
(13.4.9 )3X — HER BEHT 4, 有 
m 20 (leis). 
AER — 2, (13.4.20) eT REA 
mi = ha, #20 (lige), (13.4.21) 
j8 (13.421 4A (13.4.16), 
Wa-k—icdad («iX 03422) 


SUE AMEER a, = 1, 从 而 
m pz (deis s). (13.4.23) 
TUB i diu; = 0, 则 由 (13.4.22) 得 
t= mim 5 al 


kmi 


= &—A (mod2), 
这 与 {13.4.12) 矛 盾 , 从 而 (13.4.23) 得 证 ， 
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(13.4.9), 
JAAT] = (& — 1 t AP m CR — A t s) = oR], 
比较 该 式 两 节 的 矩阵 的 G, 0 元 ,得 


r 
wu = > ag 


Aal tæl 
=>, > iu D an = 93 mi. (13.4.24) 
bal $=] 1=1 rel 
EE (13.4.23) 44 


ok = Dl mi 0, 
I*1 
从 而 


Farm tk («isv). (13.4.25) 


asl 


Rib A(13.4.16) ,得 
> ah; = Ke (13.4.26) 


Tau SEXE MEN ahs mau. FRE, (13.4.25) F1 (13.4.26) 给 出 
ay = aw, BH . l 
ayn =O R1 (1s 5, is v). 

这 就 是 说 ，4 是 一 个 (0, 1)-XBEE, 由 定理 13.4.1 即 得 本 定理 , 证 
HE, 

若 把 这 个 定理 中 的 4 换 为 47, MAAE MUR 

F. Veo, kA EIER, 413.11), (13.4.12) 013.413), 
Mik AE 13.4.8) 89-4 e PEE, OBA IE 4 rh ROO 
负数 的 那些 行 乘 以 一 1 ABH (v, k 1)- 设 计 的 
KR, . 

定理 13.4.1 和 定理 13.4.3 首先 由 Ryser By. MF ETH 
证 明和 有 关 的 一 些 其 他 问题 也 可 参看 Hall [4, 9]. 

定理 和 系 中 的 条 人 性 24R— & 具有 本 质 的 重要 人 性， 如若 它 不 
具备 ， 则 有 许多 例子 说 明定 理 的 结论 出 不 沪 成 立 ， 下 面 的 定理 

STED 


BRA = 1 REAR 2]k — a AE UE S, Sq AY RE 
AURA 4 的 任 一些 列 对 以 一 1 记得 到 的 结果 矩阵 不 再 是 一 个 
(o, R, -设计 的 关联 抵 阵 的 例子 ， 我 们 将 在 第 十 六 章 中 具体 给 
B. 

定理 13.4.4, ip 1 1, kena tlle aw cnc i.d 

(a4) EA " OES 

AAT — nl +], 
KANE -—1 88 55: BEER RARE, 那么 , 结果 
矩阵 是 下 列 两 种 类 型 之 一 : 

1,— Ce, £, 4)- 设 计 的 关联 矩阵 ; 

2. 它 的 某 一 列 只 有 一 个 0， 其 余 Pte 个 元 都 为 1; CH 

二 十 工 个 列 , RS -WRA 2 十 1 个 1 和 到 全 0 且 其 与 
第 一 列 的 那个 同行 的 元 都 为 1; 它 的 其 余 的 列 的 列 和 都 
为 零 。 

如果 结果 和 气 阵 是 第 二 型 矩阵 , 则 必 有 21v. 

VEGA. 305 24a, 或 者 在 定理 13.43 的 证 明 中 出 现 的 庄 
ad Eiso) 者 不 为 零 ， 则 因 ged Ck, 1) 一 1, 故 定理 13.4.3 在 
4 一 1 时 的 全 部 条 件 都 满足 因此 定理 13.4.3 的 结论 成 立 ， 亦 即 
Ake (o, k, 4)- 设 计 的 关联 矩阵 ， 故 当 242 R e C1 
iov) AMAR. 

余下 要 考察 的 情形 是 

2|# 且 某 些 ww = 0, (13.4.27) 
dE (13.4.24) 的 推导 中 并 未 用 到 44—14 X&— EI, RAKE 
(13.4.27) 的 情形 下 仍 成 立 , 把 (13.4.21) 代 人 (13.4.24) 得 


aes (13.4.28) 
-1 
ER 
Cn F la; — kay = mi; = > a; cm 3 P7 = (t. (13.45.29) 
i= iei . 
这 里 
elige 


t 
ty = $) anai (1x 4,1) v). 
eri 


dk (13.4.22) PUES RAD 24 — 1 这 一 性 质 ， 故 该 式 在 
(13.4.27) 的 情形 下 仍 成 立 ， 此 式 给 ! 
n; =n ul, (13.4.30) 
£66: (15.4.29) ICI 5.4.30), 18 
0 sm —(n-- I) t ale (1— «Yn — a), CH.4.31) 
若 Sl (lL sie), Wirh(134.28) 89 


L4 
s> D ir, 
i=l 


这 就 是 说 , -sQ Si<ce) 4000 1. RASA, WN AE 
一 个 (,k, 1)- 设 计 的 关联 上 第 阵 ， 因 而 本 定理 成 立 。 BAK 
a> 1, Wks, (13.4.31) 给 出 本 六 由 于 Gt D o ht 
n- 1 v, Heh (13.4.28) 推 得 ,对 此 7 有 | 

当 24n 时 , a 1. BIESC13.4.28) E AI, 2350 27 工时 ,不 能 有 多 于 
— is 为 x、 对 答 阵 拉 实施 列 的 置换 不 影响 本 定理 的 条 件 是 否 成 
立 , 世 不 影响 结果 是 否 成 立 ， 于 是 可 设 


a 77 f, 
因而 (13,4.28) 化 为 
Ss+1, (13.4.32) 
^ iz 
这 就 是 说 , 1, 1, rr n HA 十 1 个 1, 其余 全 为 零 。 同 上 而 
OYE ea RM, EE 
sy = mm = uuo = d, 
Haga Um Haa. Tort mm Fut s, = OL 
这 样 一 来 ， 
m = (a + lju = n’ t n; (13.4.33) 
m=nti (28ignt2)5 (13.4.34) 


m =0 (nd 3j d sd l1). (13.4.35) 
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Hi (13.4.30), XE 
D, c n dogm 8 te’, (13.4.36) 
fj nd u-ndatl2iss-d2), (13.4.37) 
£i & (13.4.35) 1(13.4.36) HF a 都 是 整数 ,可 得 


sd saeva (13.4.38) 
41 


< >} a =p +a, (13.4.39) 


=t 


BrEL, (13.4.39) PHAMORS 533626 8$ AA an — 01, H 
Tcr LRU PBR tn. RMA, 由 (134.4.34) 和 【13.4.37) 得 ， 
对 每 一 固定 的 上 (2 siis n o 2), a, 一 0 或 1, 且 其 中 1 的 个 
BURA n+ 1, (13.4.35) 的 意思 是 ,该 矩阵 的 最 后 ”一 (十 2) 
列 的 列 和 都 为 零 ， 

此 外 ,在 (13.4.15) 中 代 4 = 1, £—1— n 所 得 矩阵 的 (1, i) 
3529 


n, = 4 >> ai ^ ai 


gi ia 
= ug; n (2x ien--2). 
这 就 是 说 ，4 的 第 二 到 第 = + 2S 505538 — 3] ng 95 SIS] 
行 的 元 都 是 1. 

至 此 定理 的 结论 就 已 全 部 证 毕 . 

类 似 于 定理 13.4.3 的 系 , 对 定理 (13.4.4) 可 有 一 个 类 似 的 结 
TR. 这 里 就 不 再 具体 写 出 来 了 .- 

这 个 定理 虽然 并 未 肯定 第 二 型 矩阵 一 定 存 在 ,但 利用 这 里 的 
结果 和 Hadamard 和 无 阵 的 知识 ， 即 可 证 明 第 二 型 矩阵 的 存在 性 ， 
第 十 六 章 中 再 水 进行 这 一 工作 。 0 

本 章 介绍 了 对 称 设计 的 一 些 性 质 ,主要 以 矩阵 .二 次 型 和 初等 
数论 为 工具 。 至 于 对 称 设计 的 构造 方法 和 结果 ， 将 在 从 下 章 以 后 
的 五 借 电 结合 对 一 些 具 有 特殊 性 质 的 对 称 设 计 的 构造 来 介绍 。 
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第 十 四 章 ”循环 设计 的 性 质 、 变 体 和 推广 


本 章 主要 研究 循环 设计 的 竹 质 . 首先 把 循环 设计 化 为 与 之 等 
价 的 菠 环 差 集 和 问题, 并且 担 供 了 若干 种 刻 划 循环 设计 的 方法。 研究 
了 短 环 差 代 的 平 称 ,等 价 , 补 ,以 及 循环 设计 的 对 侦 设 计 与 原 设 计 的 
关系 等 问题 (§14.1). 对 第 环 差 集 的 性 质 中 最 重要 移 两 个 , 即 窑 在 人 狂 
和 地 数 的 问题 , 则 分 别 在 5S14,2 和 §14.3 中 讨论 。 此 外 ， 还 介绍 了 
PRE EDU — fee De , APR (414.4). RAAT MAR 
的 几 种 推广 , BE m-(0; kis Rasto Ru; A)-PRIRAEM ($14.5), 18 
PAAR 229A 914.6) RAO §14.7 MAR (814.8), 基于 本 
章 有 关 循环 差 党 的 性 质 , 下 章 将 提供 构造 循环 闫 党 的 若干 方法 ， 


$141 循环 设计 与 循环 差 集 的 关系 以 及 对 二 者 的 刻 划 


在 811.4 中 已 经 介绍 了 循环 设计 的 概念 ,并 指出 Z, 上 的 循环 
设计 与 循环 差 集 密切 相关 。 在 对 循环 设计 作 进 一 步 的 探讨 之 前 ， 
先 对 一 般 特 环 设 计 与 循环 差 集 的 关系 问题 详 如 说 明 是 有 益 的 . 

设 B = (Bo DB 了 oil EE S a {sst sro 上 的 
—PAMAI ,那么 ,该 设计 的 一 个 直 间 和 构 群 是个»? 阶 循 环 群 ， 记 
为 G = {e,a,0',---,0°"}, 这 里 是 全 的 单位 元 .于 是 可 设 


i = ats, B; = d By CETE 一 1). 


id 

Bi = {lilan€ Bs} (0s ise — 1), 

Ss = [0,» — I], 

B; = {ailas e Bj] (0s iv — 1). 
那么 集 5 的 子 集 系 o6 的 关联 矩阵 CS 中 请 元 和 25 rhy er AX 
上 面 列 出 的 顺序 ) 与 8 的 子 集 系 B — (BR Bis, Beal 的 关 
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RESREE CS 中 请 元 和 28 rh S T SER RTA dal. DNI 
bh, @ BRS 上 的 一 个 循环 设计 而 且 ， 该 设计 的 一 个 身 同 构 
群 是 ” 阶 循环 群 
Gi: = 10,1,2,---, p — 1} (mode), 
其 中 的 运算 为 模 ”的 加 法 .此 外 :由 于 
cf m» gu, MAE YS (i = (mode), 

He alse ize $ thse X — 3E EA. GO S Ses DEBERE o BUS 
类 环 Z。。 同 理 ,于 集 系 B 一 (87.B0.ss Bra) 是 群 G 上 的 
一 个 循环 设计 ， 起 这 里 的 说 明 可 知 , 设 计 m'.257 eS 都 是 同 
HRJ. 综 研 所 述 即 知 , 尾 一 (4)- 特 环 计 设 可 化 为 剩余 类 环 Z, 
的 加 群 上 的 循环 设计 ， 其 一 自 同 构 群 就 是 Z, 的 加 群 本 身 。 又 由 
定理 11.4.1 AA, MRAM Z, 的 加 群 上 的 答 环 设计 可 以 化 为 摸 
v 的 循环 差 集 。 因 此 ,一 般 的 循环 设计 就 化 为 了 术 。 ER. 
为 科 化 说 法 ， 常 把 剩余 类 环 Z, 的 加 群 上 的 循环 设计 说 成 是 Z， 
上 的 循环 设计 ， 

本 节 之 首 在 ” 阶 循环 群 G 上 得 到 的 循环 设计 名 ”的 任 一 区 
组 B” 具有 类 似 于 定理 11.4.1 中 号 所 具有 的 性 质 ， 对 任 一 元 8€ 
G,8 9e < 都 愉 有 1 种 方式 把 & 写成 3 ”中 一 元 有 与 另 一 元 we 的 
ZR; 


Kc 88)". 

Balt, RERE CR AE AY & oo T ROU ERE CG F. 
的 一 个 (o, 4,A3)- ABR. A, GC 上 的 任 一 (wv,*,1)- 循 
HAER Z. 上 的 一 个 (z,,4)- 循 环 差 集 同 构 , 央 而 , 欲 知 前 者 ,内 
要 研究 后 省 就 足够 了 . 

本 和 匠 的 其 余部 分 研讨 循环 设计 ， 亦 即 循环 差 集 的 刻 划 间 题 ， 

$11.4 中 已 经 指出 ， 循 环 设计 是 一 种 特殊 的 对 称 设计 , 丽 对 称 
设计 又 是 一 种 特殊 的 平衡 不 完全 区 组 设计 ,因而 在 第 十 二 和 第 十 
三 两 章 中 研究 一 般 的 平衡 不 完全 区 组 设计 和 对 称 设 计 的 方法 和 结 
RERET TARET. 当然 ,由 于 循环 设计 的 特殊 任 ,还 
可 以 期 刻 有 特殊 的 方法 导出 更 丰富 的 结果 。 
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SLE ta PRE Tt B8) 280 340 [8] RE 26 PL HR Hk 2 . 

前 两 章 已 经 介绍 了 刻 划 平衡 不 完全 区 组 设计 的 三 种 方法 ， 即 

第 一 ,列表 法 ， 把 设计 æ — [Bs Bis. Bo) 的 全 部 区 组 
按 其 所 包含 的 元 素 逐 个 列 出 。 在 举例 子 或 需要 构造 一 些 特定 的 设 
计 以 供 使 用 时 ,就 常 采用 这 种 方法 . 

第 二 ,关联 矩阵 的 方法 .以 诸 区 组 Bi, By. B. 所 组 成 的 

了 于 储 系 的 关联 矩阵 来 代 些 该 集 系 ， 这 在 研究 和 应 用 中 都 常会 带 来 

方便 . 这 一 点 从 前 两 章 已 经 清楚 地 看 出 . 

第 三 ,线性 型 的 方法 、 拒 设计 Ææ = {BB Bs} 的 每 一 
个 区 组 用 一 个 线性 型 

Ly = lan dax tee Hix, (1 SiS 8) 

KET. RE 


1, A se B,, 
fu “To, 其 他 . 
由 于 循环 设计 的 特殊 性 ,还 可 有 其 他 一 些 刻 划 方 糯 ， 
$11.4 已 经 指出 ， 每 一 循环 设计 可 由 一 个 御 环 差 集 产生 ,因而 
TAME Ae a RR E CEA XU. 这些 方法 是 : 
第 四 RAR. FEZ. bBS— (v, 4,1)-BRERD 
A Bao xS PUR 
D = {dd} di E Zr (14.1.1) 
第 五 ARAM. 设 (14.1.1) PAR a; ORR a: 合 
Oa tapes Ca € vcl. (14.1.2) 
那么 :可 以 把 (14.1.1) 中 的 循环 差 集 用 一 个 (0,1)- 序 列 ( 或 向 量 ) 
C0000 es RELEE ,0,1,0, 0) 
nrl (14.1.3) 


-一 一 一 -一 


ag c 1 个 
来 九 划 ， 该 序列 的 长 为 w， RTE Gu +1) 个 位 置 上 的 元 为 1 外 
(1 < 其 余 的 元 坞 为 零 。 自然 ， 在 条 件 (i4-1.2) 之 下 ， 
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(1 站) 和 (4.1.3) 之 间 的 这 一 对 应 是 一 一 的 。 序 列 C14.1.3) PU f 
ARCA), SRO RARES. 
SOM, Hall 多 项 式 法 , WR D = {而 ,… ,94} 是 Ze 的 任 
一 子 集 ， 多 项 式 环 Zr G 一 1) 中 的 多 项 式 
Ate): = Ople) = x '" bat eee eat (mod (x* — 1)) 
{14.1.4} 
Ni ik DG) Hall 多 项 式 。 (RAG, OG) 是 对 疡 的 一 个 刻 划 。 当 
DD 是 御 环 盖 集 时 , 它 的 作用 特别 大 . 
现在 来 看 一 个 鲍 子 ， 
例 14.1.1，(13.2.2) 就 其 一 个 (15,7,3)- 竹 环 设计 的 烈 出 表示 
法 ,那里 殉 出 了 全 部 15 个 区 组 的 每 一 个 所 包含 的 全 部 元 素 ， 
若 诸 区 组 依 【13.2.2) 中 列 出 的 顺序 , 集 [0,14] 中 的 元 依 其 从 小 
独 天 的 顺序 , 则 短 环 设计 (13.3.2) 的 关联 矩阵 是 


1110 1100 19010000 
0 1 1 1.0 1 1 00 1 0 1 0 0 o 
io 0 1 1 10 1109 01 Q 1 0 0 
0 0.0 1 1 10909 1100 109 1 0 
0000 11 10 1 1001 0 1 
1090.01 1101 ! 009 1 0 
0 120000 11 101 19 90 1 
10 10080 01 1 0 11 0 Of. (I415) 
0101200200 11120110 
0 010 109000 121 10 1 
100 1.01800.01 1 0 1 
110010 10000 11 10 
0 1100101002029. 01 1 1 
10 11090101000.-511 
1101100101900 0 01 


(13.2.2). 的 诸 区 组 所 对 应 的 线性 型 是 
Lax) 二 十 加 十 x tn oxy t r F tus 
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LGD = on dex; de xs t r oy t org E res 

Li(Qx) = xy tan doox tre ta tay + rgs 

LD = x, bay dox ba bay t ru Fra, 

LGD = x d- x. Pong ory xy t re d x, 

Ls(w) = xg Has, dex eoe do xy do xw tis, 

Lex) — xi de xp deo don Rx Lx Trus, 

Ey Ge) = ay door d^ doo, Lx t xu o xa 

Eye) = x, dox, Roxy do ox Hre tte +i, 

Lax) — x, doa dox, d^ xy Hro Hru dx, (14.1.6) 

Lux) = xs -E xy do xy do re bay de xg do xs 

Lu Ge) = x; te, dox, dox Hra thre d tu, 

Ly) = r dox doom Box; de ox Eare try, 

Ey (a) = xo ta dex, ce xg don Hru + tus 

Lye) = xg c x, Hr dex, Har, do xs d^ xy. 
AA TER ELE BIDS. BZ AOE By Ae (13.2.2) c FE — DC SEE He 
可 取 任 一 个 区 组 ,比如 B, 来 刻 划 它 : 


D = {0,1,2,4,5,8, 10}, (14.1.7) 
£5 (14.1.7) FART BZ ,循环 设计 《13.2.2) 可 以 用 序列 
1,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0 (14.1.8) 


来 刻 划 ,还 可 以 用 Hall 多 项 式 
Sloe te tet te te x" (modit —1)) 
(14.1.9) 

KARI. 

Hj E TEERS JURE E Ro ae BH, (4-1-7) — (14.1.9) 这 三 种 
A RBG, (13.2.2), (14.1.5) 和 《14.1.6) 中 的 三 种 刻 划 简单 ， 事 实 
E, (14.1.8) 就 是 矩阵 《14.1.57 的 第 一 行 ,因为 其 他 行 只 是 该 行 的 
循环 移 位 。 基 完 全 由 第 一 行 所 决定 。 ARE, FERREA], 
(14.1.9) 的 刻 划 非常 便于 使 用 ， 并 可 由 此 推出 有 关 差 党 的 许多 结 
A. 

在 进一步 讨论 《14.1.7) 一 (14.1.9) 的 三 种 刻 划 之 前 , 先 对 它们 
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首先 雪 说 明 的 是 ,有 时 把 Z, WER D= (adn vu) 又 


D = {aisadas taag] (mod v) (14.1.10) 


D = {aista} (mod z). (14.1.11) 


AIAN E E AAS EES HRA. 
由 循环 蒙 集 的 定义 可 知 ,如 时 (14.1.1) 是 一 个 (z £52) - PER E 
集 , 则 对 任意 整数 
{a +s, a, Fst, ay Fs} (14.1.12) 
也 是 一 个 (o, 4,4) -R AER. 今后 常 把 (14.1.12) 简 记 为 D +s 
或 D +s(mode), HHE D + (—s) i129 D — $ BR D — s (mode), 
采用 关联 向 量 {14.1.3) 来 刻 划 循环 差 集 , 有 
EE 14.11， 一 个 长 为 > (0,1) -序列 
505515525 Spl (14.1.13) 
是 一 个 (v 《1 六 循环 差 集 的 特征 序列 的 充 要 条 件 是 ， 对 任 一 整数 
is OA 


vol k, S j 0c ode), 
M fifaah -| —_— (14.1.14) 
i=0 a, 其 他 ， 
其 中 足 标 (o4) 09 i ti RAE SRR (nodz), 
证 明 . id 
R,Q)-— Do) sess (14.1.15) 


设 (14.1.13) 是 (v, &, i)-fEEA SEE D EREA, B64 im 
ü( modv) Rt, DI D — f(mod v) BERD Ber MANERA 
个 不 同 的 区 组 , 故 1DN (5D 一 站 | 一 4。 男 一 方面 ， 
e-i 
RU) = 5 Sisih 
=a , 
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= Y i= > t 
oie temen 
-|Dpnin—p)Ii, 
所 以.f14.1.14) 成 立 的 充 要 条 件 是 


i= O( mode), 


其 他 ， 
而 这 等 价 于 也 是 一 个 《9 《4)- 循 环 差 党 。 证 毕 . 

H(14.1.15) Ara MAS RG) PURE CR E) (14.1.13) 的 
BRRR. RE 111 NHT, RRM RR 
BEM, BORE E—SE 0 (mode) 的 循环 移 位 
后 所 得 的 向 量 的 内 积 的 值 部 相同 、 而 这 个 值 与 该 向 量 同 其 自身 的 
内 积 的 信 相 异 QEM, k= 4 时 的 对 称 设计 是 平凡 的 )。 这 一 性 质 
使 得 循环 差 梨 在 数字 通讯 理论 中 很 有 用 。 对 此 有 兴趣 的 读者 可 以 
参看 Golomb 等 人 的 文章 号 .这 里 不 拟 深 人 讨论 这 个 课题 ,只 是 指 
出 下 面 琴 点 ;第 一 ,有 时 使 用 所 谓 规范 自 相关 阔 数 


* + ap * 5 5 


. t, 
ont -»i =| 
ay 


rU) — > RG) 


更 为 方便 ， 第 二 ,有 时 不 几 {0,1)- 序 列 , 而 用 (1, 一 1)- 序 询 
fossis * ** Sls | (14.1.16) 

jx HR 

s= 25—1 (0 Sise—1), 


HEP RERIC A. 1.16), oto ROLES OA 
R^G) = > seen 


一 > (25 — 1) ses — 1) 


i-0 
一 上 bel 


—ARÁ) —4 Sat 
$ 


t 
=o i-o 
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L^ Zio; = (mode), 
lo 4 —2), 其 他 . 
采用 Hall 多 项 式 来 刻 划 循环 差 集 ,有 
定理 14.1.2, 一 个 多 项 式 
Be) m r texte nod ti 一 1 (14.1.17) 
是 一 个 (tv,**,4)- 循 环 差 集 
D = {ad sa} (mode) (14.1.18) 
的 Hal 多 项 式 的 充 要 条 件 是 
8GD8(x 7) 2 n HAT) {mod(xr — 1)), (14.4.19) 
这 里 a= k— ASE 
Tit) = l +r bel 4e 于 
VE. 因为 
6()8(x7) 9 Mi xi 
bi jme 


1 }e#( mod 2" —1)), 


Dente (. aj £d( mode) 
1 


政 (14.1.19) 成 立 的 充 要 条件 是 
L= [t ZR d= 0(mod v), 
sius mode) À 5 其 他 
NEXT BUE RR e PESE EECT4A.1.18) RR D & — P (o 8,2) - 5T 26 
5E. 证 毕 . 
系 1. ewe Rv 的 一 个 正 因数 ,(14.1.17) 是 循环 差 集 (14.1.13) 
的 Hall SHA. MWE 
6)8(x7) & n ubt ade bee) 
(mod(x* — 15), (14.1.20) 
WEB]. 因为 
' (x* — 1)G* — D, 


Ti = > (1 Hr ġe +e) (mod(x* —1)); 
ue 
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Hi Ha (14.41.19) 07 78 (14.1.20), WE. 

3&2. (ER 1 BRE TF , BOB 

d(x} 二 eer! (mod(r*-— 1)), 
则 


daa +4, (14.1.21] 


[Ld 
D? cop = 15, i 5g 0C mode), 
i20 WW 


这 里 (i 一 让 是 i 一 了 的 最 小 非 负 莘 余 (modw ) 的 值 。 
证 明 、(14.1.21) 的 第 一 ARINEK. 


8x)8(x 1) = S PENES P ej 


= ere; jxi(mod(x” — 1)), 
-8 x zo ) 
故 与 (4.1.20) 比 较 诸 和 :的 系数 即 得 (14.1.21) 的 其 余 二 式 ， 证 毕 ， 

ZR Hal 多 项 式 在 研究 差 集 之 间 的 一 些 相 互 关 系 时 也 很 
有 用 :其 中 重要 者 是 同 构 .位 移 和 等 价 、 

EX 14.1.1, WD, GREE C. 上 的 一 个 Cesk 4)- 特 环 差 
B,D, RÜGERBE GC, 上 的 一 个 (v,*,4)- 循 环 差 集 , 且 由 它们 所 对 应 
的 循环 设计 是 同 构 的 。 则 说 这 两 个 循环 差 梨 是 同 移 的 .如 果 D, 和 
D, 是 Z, 的 二 个 子 集 , 且 D, D, 十 5 对 某 一 个 f€ Z, 成立， 则 
说 D, 是 ;的 一 个 :- 移 位 ,或 简单 地 说 成 D, 是 D 的 一 个 移 位 .如 
RAE E SE Z,.f0e0. AF 

ID, = D, +3, 
则 说 D, 和 D. iA, D, 一 {fala e D). MH Ze 的 子 集 
D, iD 就 是 DD K ERR — ER TL, ME? R e(mod o) 是 五 的 一 个 乘 
Xi. LER D, DQ MDREEMERN, 则 分 别 得 到 循环 差 集 
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的 一 移 位 的 越 念 , 以 及 两 个 循环 莹 梨 等 价 的 概念 。 

WHA = 0,1,2, v —2,v 一 1, v HRE MAR 
计 是 平凡 的 (退化 的 ) J BS BP eH Re E (S ES 
SMe MBE NAY GELD. SEREIA, A ERR 
说 明 , 均 指 非 平凡 的 循环 差 集 . 

当 D, M D BEM VE 1D, 一 D, +3, WHE 

ged(e,v) = L, 

ZI STALE MRM D, BHARRA Ze HHI 
RIB TH, EO D BUE SURE. KTRER v 的 缩 系 所 组 成 的 
SÉREBU— TT HE. X .08 8 28 HE BO IRL EP DIDRISE Ur —Á PAR E 
等 价 关系 . 

引 理 14.1.1, 2D, 30 D; EZT Co, k, 1)- RRR. DE 
D, 的 一 个 : 移 位 的 充 要 条 件 是 

On (x) = xp (x) (mod(x" — 1)). 
证 明 ， 这 是 因为 ,车 Di = tale 0,04) (mode), BU 
D, = (a, run dm rut ag +s} (made), 


Ga, (x) = git + gists + "n -+ inte 
= ox'Üp (x)  (mod(x" — 1)), 
HEGxqdib. UE. 
8/38 14.1.2. DEEZ, LN (o, 4,3) MER, acd, 
v) = 1, t(mod v) KE D RUSIESICIS 3 SER TEE PE ERE s, 合 
Olr) = x'Ó(x) (mod (x* — 1). 
A. 因为 
fitr) = Op(x^), 
ikha 14.1.1 得 此 引 理 . 证 毕 . 
引 理 14.1.3. UED Æ Z. 于 的 一 个 (1)- 循 环 差 集 ，: 是 一 
个 整数 ,合十 gedis, v) — l, Wi] iD (modz) 也 是 一 个 (v,4,1)-3€ 


证 明 . 因为 
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Gin le) * zp(x^!) 
= Opla) - Op( x ') 
= n AT(x) (mod(x^ — 1)), 
AR ged(r,v) = 1 时 ， 
T(x’) = Tœ) (mod(x" — 1)), 
所 以 
8ib(x)Uip(x 7) =a TAT | (mod(x* 一 1))， 
这 就 是 说 ，iD{modv》 蚌 一 个 (rk AERE. WERE. 
现在 来 证 明 $13.2 中 陈述 过 的 下 述 结 果 . 
X39 1.13, Æ [0,v 一 1] 上 的 循环 设计 28 同 其 对 偶 设 计 
FB 同 构 . 
pip 设 = {Bos Biss, B, a), Ax re {0,e— 1], 有 
B; = Bo +i(mody), 又 设 A PARAKK SAI, L0 
v 一 1] 中 诸 元 依 其 自然 顺序 而 对 应 的 关联 矩阵 为 4， 记 
Bi: = {7E€{0,e—1} [se Bs} (0«sso—1), 
则 25'-— (By Bio, Boa}. 那么 静 ' 中 请 区 组 依 这 里 列 出 的 
A. £0, » 一 1] 中 诸 元 依 其 自然 顺序 而 对 应 的 关联 矩阵 就 是 
47, 于 是 , 4 EINES, 4 有 形状 


Api ao gu'**üp s fey 


a 9 9 à» 203 5 3 8 POR 3 4 2 OR ORO ON n 8 


(这 里 g; = 0,1,) & 


AT = 9; . 8i Go "tthe thy 


fva? Ayes GG, c.t Hg Fey 


Gp, Ty; Hg att tH, dg 
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把 AT 的 第 " 列 调 到 第 二 列 , 第 > 一 1 列 调 到 第 三 列 ， 如 此 等 等 ， 
BHE 247 的 第 二 至 第 ” 烈 的 顺序 颤 倒 ,同时 把 47 的 第 二 至 第 ”* 行 
ROWER YU) AT 就 化 为 4. At, @ A es 同 构 。 证 毕 ， 
这 个 定理 也 可 用 $16.3 中 介绍 的 循环 矩阵 的 性 质 来 证 明 。 这 
里 的 处 理 较为 直观 些 ， 
设 吕 是 Z。 上 的 一 个 (2,,4)- 循 环 差 集 , 且 DD [0,0 — 1N 
D, XU Hall 多 项 式 很 容易 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 14.1.4, 万 是 一 个 【es — & v 一 2k +A). 
证 明 。 因为 
8p(x) + Ope) = T(x), 
p(x)8n(x = n HiT) (mod(x" — 1)), 
TC) = T(x) (mod(x* — 1), 
T(x!) = T) (mod(s" — 1)), 


05 Cc05(x7*) 
== (T (8) — One) (TG!) — 85(47)) 
= (T(r) — Gn) CT) — 0p(x *)) 
= (v — 2R)TCH) + 8p(x)0p(x7') 
= n +e — 2k 4- A)T(X) {modtx’ — 1), 
MEL, e — 2k 122 0, 故 由 定理 14.1.2 TH, DE Co, R 
D-RE, 3X5 = v.i — v 2k +a, kokat 
r— kh, VER. 
定理 14.1.4 PR x fE D PLA. oy 286 D BORRAR E ,或 简单 地 
PHAEDRUM. BAL Ei D EDT, D thE D AIF. 
MRERD ED 有 同样 的 参数 R 
Lak, k= k, 
M o = 2k, Am a(2k — 1) = ACR— D. ER RIA, i 
ACR 1) = 2024 — 1) ze RQR — 1), 
ARAA — o MIB. Att, FAREED, D 
$n D 的 参数 组 不 同 。 因 此 , KO SRAM RAS. 


#1326 


由 此 可 知 ,对 非 平凡 的 (2,*,1)- 勿 环 差 集 D, v 24, WAM 
vA ZINES. ED MD! 豆 为 补差 集 , 在 构造 差 集 时 只 
—— MS S-ATA RERA UR EA EE as 
< 一 的 循环 差 集 即 可 ， 


Act, BA, 


KR he — k) = nle — 1), (14.1.22) 
aA = Ale — 2n — 1) = s(n — 1). (14.1.23) 
因为 l +i =v 2n A MIERAAERA 121, dk 
AÍIRAdci—i1-—r»—25—1, 


— 
H (14.1.23), 得 
(Ey > "一 L) > r — 2n — 1, (14.1.24) 


由 (14.1.24) 的 右 节 ,得 
ta tl Se, (14.1.25) 
H1 (14.1.22) 887715, oo? Z9 4n(v — 1). 因 gedir, » — 1) — 1, 
AX £s æ 4s(e — 1), RAE v — 1— 1, ifii v — 2 AEREE E 
ABS. Br, P Ze Anleo — 1) +1, 由 此 立 得 
ea ġa m l, 
这 与 (14.1.25) 可 以 合 写 为 
tatlar dn- (14.1.26) 
SARABREA EA — TS EB PII EIER 
引 理 14.1.2 中 的 充 训 条 件 自然 可 充 作 乘 数 的 定义 。 由 这 种 定 
义 形 式 , 可 将 乘 数 的 概念 推广 . 
EX 14.1.2. ADE Z, -Alek 1)- RM E S ev 
的 一 个 正 因数 。 如果 (mod w) 满足 
gedis w) 一 上 
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E 
Olr) = x'Ü(x) (mod(x* — 1)) 
对 某 一 s(mod o) 成 立 ; 则 称 (modo) PARERE D Bg—^* w- 
RH. 
这 一 推广 今后 将 会 用 到 ， 
出 ee FRE ATR, WR owe, 是 台 的 正 因 数 ， 刚 对 则 一 差 
集 ,一 个 wR ET or SER. 这 样 一 来 :一 个 (py ka a- 
HERDER He I m- 乘 数 , 这 里 几 是 > 的 性 一 正 因 数 ， 
土 面 介绍 的 是 循环 设计 的 刻 划 方法 : 一 些 承 费 了 一 般 平衡 不 
全 区 组 设计 和 对 称 设计 的 刻 划 方 靶 ， 另 一 些 则 和合 循 环 差 党 所 特 
dv. 不 仅 刻 划 方法 如 此 ， 其 他 方面 的 问题 也 是 如 此 。 下 节 即 将 
介绍 的 存在 性 问题 也 体现 了 这 两 个 方面 . 
对 于 若干 基体 参数 值 的 循环 设计 的 构造 或 不 存在 性 方面 的 结 
ROAA. 例如 ,可 以 佑 看 Baumen[ti]. 
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因为 循环 设计 是 一 种 特殊 的 对 称 设 计 ， 故 第 十 三 章 有 关 对 称 
设计 的 存在 性 结果 都 可 自动 转移 到 循环 设计 (循环 差 集 ) 上 来 ， 它 


们 可 归 述 为 下 面 的 定理 . 
定理 14.2.1, 若 存 在 一 个 (v,4,4)- fae (BINH M] 
ie — 1) = £(£— 1); (14.2.1) 
4 Vi (14.2.2) 
如 果 2 | fs 则 
l kei PHS EAR (14.2.3) 
如 果 21v, 则 不 定 方程 
zg = nx! +{—1) E iy! (14.2.4) 


有 不 全 为 零 的 整数 解 x,y,s; ITUR AB RIT RE, Ml 
ATA =(R—A)l +4), (14.2.5) 


AAT = (hh) tif, (14.2.6; 
J4 = RJ. (14.2.7) 
AJ=RI, (14.2.8) 
FDR PIC d (8 TR VE BSHRE RET SE BIS SS T TR E ET 
ga — o£ gi, 
定理 14.2.%。 如 果 存 在 一 个 (v, k, D-E EECA), 
B. jk v 的 性 一 正厅 因数 , 则 不 定 方程 


sl. dip 
wimax? +(—1)  -— (14.2.9) 
fe 
和 
[mh 
waa +(—1) wy (14.2.10) 


WEBB. 如 果 存 在 一 个 (e.4.1)- KER D, WATE e ABER 
c 


其 中 诸 e; B 
Üp(x) = co Fey tees beg rt! Cmod(e” — 1)) 
ME. Bi (14.121), 
-Ar 


CC = al, FE Jus (14.2.11) 
re 


因此 ,从 定理 13.3.1 的 第 一 个 证 明 的 系 可 知 ,不 定 方程 (14.2.9) 有 
不 全 为 零 的 整数 解 x97. 
下 面 证 明 ， 方程 (14.2.9) 和 (14.2.10) 同 有 或 同 无 不 全 为 零 的 
整数 解 ， 注 意 到 
nakk ti hlr, 
i (14.2.9) 可 得 
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(È — nje = nik — av T €—1) Go det y, 


BR 
(ka eax) = nfk tF + (1 Tw (z »J. 
这 就 是 说 ,如 果 方 程 (14.2.9) 有 不 全 为 零 的 整数 解 *, y, 2, WHR 
(14.2.10) Fe Re 
x == ke ter, yoy, a coke +x, (14.2.12) 
再 者 ， ry, Y, 2 AS Se hy SE Fe EE E x’, ye’ Re. 另 一 方 


面 , 如 果 方 程 《14.2,10) .有 不 全 为 零 的 整数 解 (x', 六 ,> )， 则 由 
(14.2.12) 可 知 ,方程 (14.2.9) 有 不 全 为 零 的 整数 解 


weeks — x, y — wy', a= ke’ — nx', 
uH. 
4 n AEA n = m 了 时 ,方程 (14.2.9) FO (14.2.10) 
WR RS SN BRE 


(x,9,2) = (1,0. m). 
此 时 用 这 个 定理 就 不 能 否定 《z:, 帮 1- 循环 设计 的 存在 性 . 

34 2]e E w = v AE (14.2.9) 就 回 到 方程 14.2.4), Mi 
方程 (14.2.9) 和 (14.2.10) 都 不 草食 更 多 的 新 内 容 . 4 mwe = DRE. 
方程 人 14.2.10) 作 为 

r = pnt dy! 

它 恒 有 不 金 为 零 的 整数 解 (yz) = (0,1,1). 所以, 24 m = 1 
时 ,方程 (14.2.9) 和 (14.2.10) 都 不 蕴含 更 多 的 新 内 容 。 扬 此 , 当 方 
程 (14.2.4) 有 不 全 为 雷 的 整数 解 时 ,只 能 够 希望 适当 选择 处 于 中 间 
状态 的 因数 由 ,使 得 方程 (14.2.10) 无 不 多 为 零 的 整数 解 , 从 而 否定 
《大 4- 插 环 设计 的 存在 性 。 王 面 的 例子 说 明了 ,有 时 这 是 能 够 
办 到 的 . 

$1 14.2.1. 计 论 (39,19,9)- 循 环 设计 的 存在 性 . 

国 为 不 定 方 程 
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ge Jiri — 9y! 
有 明显 的 不 全 为 零 的 整数 解 (zx,7,2) = CL, t, D MUBSESE 142.1 
或 在 定理 14.2.2 中 选取 ww 二 » 是 不 能 判定 (39,19,9)- 循 环 设计 存 
ESB. Suk Mo = 13. 对 此 的 方程 (14.2.10) 为 
P= 10r +139", (14.2.13) 
H Hilbert 8&5 38 2 SHOHE, UI 
(10,13), = (2,13), - (5,13), 
13 
一 (3) 
2 
-人 二 = 一 
因此 ,方程 4.2.13) 无 不 全 为 零 的 整数 解 ， 这 就 说 明了 RARE 
(39,19,5)- 循 环 设计 ， 解 毕 . 

LEARRA 14.1.2 FOR 2 得 到 了 定理 14.2.2, HARA 
对 定理 14.2.2 本 身 作 进 一 步 的 研究 ， 

设 5 是 一 个 + 次 单位 根 ,5 < Ll. (14.119) 

DOET S= n, (14.2.14) 
这 就 是 说 ,如 果 存 在 (e. tA- M A 可 以 在 分 圆 域 RCE) 
中 分 解 为 两 个 代数 整数 8(5) MMO) SR. Wik, e Æ RC) 中 
的 分 解 情 形 对 于 (sz,,4)- 循 环 设计 的 存在 性 问题 至 关 重 要 .很 自 
然 地 ,下 重要 用 到 分 贺 域 的 一 些 知识 (可 参看 H. B. Mann[31, E. 
Heck[ 1], Ireland 和 Rosen[1] 等 }。， 汶 了 引用 方便 想见 ， Fil 
出 几 个 有 关 的 重 训 结果 . 

分 圆 域 的 正规 性 定理 ， 设 & Ed Re, WAR 
R(E) 是 有 理 数 域 R 上 的 一 个 phd) 次 正规 扩 域 ， 这 里 pld) 为 
Euler AA. BR, l; Eott EO HR RO) 的 一 组 整 
ie, 

f£ DRAG, Hr C51, MES J&— Tre Re 
Hose REPRE, A ole Bowl. 因此 , 分 图 域 
R(t) 是 一 个 ytw)》 次 正规 扩 域 ， 由 于 90) 是 一 个 整 系数 E 

0n (mne 


项 式 , 改 OC) 是 RU) 中 的 一 个 代数 整数 ， 昌 由 此 可 知 9077) 
也 是 RL) 中 的 一 个 代数 整数 ， 

AMRRE ROO 中 分 解 为 素 理想 数 之 积 的 分 解 定 理 。 设 
£ E d 次 单位 原 根 , PET ABR. 

Mp d pla 之 0) ht, GO ARARE: 


(p) = (1— £,)*9, (14.2.15) 
LERXCEDNCOL E $- koE o) E. 
(p) = P Pye P, (14.2.16) 


这 里 g ~ PED, A jl p clt (mod d). EL, RCE.) 的 自 同 构 


a EL 
使 得 (14.2.16) 中 的 每 一 素 理 想 数 不 变 。 
当 
d= pdi, Pidi, dg > 1, a> 0 (14.2.17) 
时 ,CP 有 素 理 想 数 分 解 式 ; 
(p) = (B,P, + Pg), (14.2.18) 


这 里 Eg = PAL, A Fz PARE (mod di). 


FR, (14.2.16) Al (14.2.18) 中 的 诺 P; 可 以 按 下 面 的 方法 确 

定 。 设 f(x) 蚌 54 的 定义 多 项 式 ，1(w) 有 分 解 式 (mode): 
fe) = (GGG: fO" modp), — (14.2.19) 
其 中 诸 (x) BERCRUIE SIAR (mode), MA, P; 为 
Pi = (P.C), iom im g. 

单位 根 的 竺 钙 定 理 ， 一 个 代数 整数 是 一 个 单位 根 的 充 要 条 件 
是 它 同 它 的 全 部 共 思 数 都 在 一 个 单位 僵 的 网 周 上 . 

现在 来 证 有 明 H. B，Mann 中 的 一 个 定理 ,并 由 它 推出 有 关 方 程 
(14.2.4) By ER 

3EX814.2.3.. HEFE- TUA A TR SR 2E SR DL Rev I 
TEAR. (mod e) REDRJ-—4- oR. YE P En TRI 
St.gcd(P.m) = 1, WATER fp p — (mod w), H 
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Ps, Mle 基 一 个 个 数 ， 
WEBB. DX ged(p:m) 一 1, FARM P ERR RCE.) if 
有 解 式 {14,3.16)， 对 PP ++ Pe 中 的 性 一 个 , 记 为 了 ， 设 
P*6Cé,). (14.2.20) 
HUP € E DE —^ wee, He (EL) = E1005.) XE -- (mode) 
EXE. HP PIEQQE 
Pieces). (14.2.21) 
由 于 RCE.) BSBIES Es 一 £L Bu P, Ai , h (14.2.21) 
PLACE) OCEE ) ,- * OER ), 


D 
PhiB( £7). (14.2.22) 
] (14.2.20) 30(14.2.22), 33 
PHBE, ACES) = n, 
PG AL RS te. WE, 
由 定理 14.2.3 可 以 推 得 定理 14.2.2， 从 而 也 可 以 推出 定理 
14.2.1 中 甘于 (14.2. 和 的 结果 ， 为 此 , EAS ERE TER Yamamotai 的 


—^- EGER , BT 


3&. IEP (v4.1) -BRAR, EL 是 ”的 一 个 正 奇 
半数 。 叉 设 了 是 一 个 素数 ,是 Pe. 那么 ,不 定 方 程 
z’ = pu + (D T up (14.2.23) 
ANE IRE x.y.-. 
证 明 ， 当 。 ESR, Hiber ARRS 
UD F = l) Puha 
S—- MAR 4 CHIE g = co) AZ. 因此 ,由 关于 方程 (13.2.233 的 
HE RB[AU;£8(14.2:23 AAAA RER, PSR e 是 奇数 
的 情形 . 
设 "一 22 十 1， 于 是 方程 (14.2.23) 有 不 全 为 零 的 整数 解 的 


a-i 
gm pr? d-(—1) 3 ay (14.2.24) 
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育 不 全 为 零 的 整数 解 (* ,Y,z )， 这 是 因为 如 果 方 程 (14.2.24) 褒 不 
全 为 零 的 整数 解 (x ,x,*), 则 方程 (14.2.23) 就 有 不 全 为 零 的 整数 
WE (xpo y prh 反之 ;如果 方程 {14.2.23) 有 不 全 为 零 的 整数 解 
(x, y 2) UI 25 FEC14.2.24 BUE RI PEDAPRERICR CO xy n). 

设 = nuage ape 是 # 的 标准 分 解 式 ， 若 能 证 朋 : 对 每 一 
ZEE 


(CY am 1, 一 切 素数 49， (14225) 
ids Hilbert 模 方 剩余 符号 的 性 质 和 


PLI “=L ea^ 


推 得 
OI) T uh = 1， 一 切 素数 9， 


从 而 不 定 方 程 (14.2.24) 有 不 全 为 雷 的 整数 解 x ，?， >， 
剩 下 的 工作 就 是 证 明 : CAMP Me BURPXEAUM ce. 有 


(p,( 一 De 一 1。-- 切 素数 4。 (14226) 
5 poe ni, 


(G,C- D p) m 3, g~ ps2; 
PD 3 P m GC- DO G5 71); 


- (-0 =], 


因此 ， 
ESERI 1, (14.2.27) 


这 就 证 有 明了, 了 一 < 时 (14.2.26) 成 立 ， 
应 下 讨论 ?< < 的 情形 。 由 Hilbert 模 方 剩余 符号 的 性 质 ， 


有 


(p,(—1) Te) =1, ¢=00 R q = 2,P#,c, (14.2.28) 
此 外 ,还 有 
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(p,(—1) T e) = (p,-)AP, Cy 3, 
(2 NEM 
(4), (14.2.29) 
M 24r 时 ， 
(ec 05 €) - (€ +$) 
=P 5 :n* 
(=). (14.2.30) 
ax (£)- -1 w 
p 7 = — ](mod c). 

在 定理 14.2.3 BN eme rm du £m 57, WIRE le, 这 与 

Bum feu e BAMA. Bub, 
(£)- l, (14.2.31) 


c 


由 Hilbert BTR RER REA ] 10 $1(14.2.28)— (14.2.31) 4, 


(P, CD ? 6) 7], 
综 上 所 证 即 得 (14.2.26), 从 而 完成 了 该 系 的 证 明 . 证 毕 . 
由 这 个 系 可 以 给 出 
定理 14.2.2 的 第 二 个 证 明 ， 设 m 一 pips: --pe 是 二 的 标准 
DEA, Her ELERA. 那么 ,由 上 面 的 系 可 知 ,对 任 


-一 素数 & (包括 9 = 00), 有 USC 1) 3 9). = 1, 因而 
(5, —1) T we = (PUPR pe, (C1) T ww), 
= (Pa (1) F welp, C—1) F w), 


(PE (HI)? w=, 
Ah, RAE (14.2.10) 有 不 全 为 零 的 整数 解 。 证 毕 . 
DUE Bi AEE 142.3 的 一 个 其 体例 了 于， 
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PY 14.2.2, 7958 (241,16,1) - RARE. 
如 果 用 定理 14.2.2， 则 不 能 对 (241,16,1)- 2E T Ge HE P ta 
性 何 结论 ， 扑 为 241 是 个 素数 , 改 形 如 (14.2.9J 的 方程 只 有 以 下 二 
个 ,它们 分 别 对 应 于 加 一 1 和 241: 
z? == 15x! -- 2414 和 5， 
z 157 + y. 
IG ££ 3E 5n (14.2.10) HARRA LRAT. BPE STRE 
BASAL) SRA RES MBIT AED Y? RH 1. i 
有 不 全 为 零 的 整数 解 。 
但 是 ,由 于 3923 — (mod 241), 故 可 在 定理 14.2.3 中 取 :一 1， 
w = 241, f= 60, p == 3。 但 3 在 数 15 中 的 最 高 方 昭 数 是 1， 不 
是 偶数 , 政 由 此 定理 推 知 , 不 存在 (241,16,1)- 循 环 差 集 。 解 毕 . 


§14.3 Æ X 


ib D- {ast a) mod 9) Z&— (o, k, 3) JETER, 
Ha RAK ANGE X^, 1(mod v) È D BUFR R ,叫做 平凡 的 乘 数 . 除了 平 
LR, BBE MEXUES GAFETA UES 
集 的 一 些 柱 质 , 而 且 还 可 忆 得 到 差 集 的 一 些 构造 方法 ( 详 见 下 音 ). 
因此 , 韭 平凡 惕 数 的 存在 性 问题 很 为 重要 下面 的 定理 将 说 明 ,在 
一 定 的 条 件 下 可 以 断定 非 平凡 对 数 是 在 在 的 . 

EE 143.1. 设 D(mode) 是 一 个 (zw, 万, 14)- 循 环 差 集 , Hid 
tty 一 各 Pa Po FEO ANAM Pi, Pr. ,Pq 是 不 同 的 素数 ,如 
E. 


ged(m,r) — 1 (m> à), 
EOS fE— 1 im) REN oi, 使 
. Pi = (mods) (1 Sig) (14.3.1) 
对 基 一 固定 的 整数 6 A BPA f RED —P IER, 
证 明 . EBRD A Hall 多 项 式 9506) Mich 90), WA 
8(x)0(x 1), = a + AT (x) (mod{lr’ — 1)). (14.3.2) 


(00254 


因为 
(8(3))* = O(a") + Pw), 
这 里 w(x) 是 * 的 一 个 整 系数 多 项 式 , 夏 
(8(3))" = a(x" ) 
— OCxt) (mod(pisx” — 1)). (14.3.3) 
这 里 用 到 了 一 个 记号 : 设 “ 是 一 个 整数 ,三 个 整 系数 多 项 式 AGO, 
BG) 和 CG) 满足 关系 式 
ACs) = B(x) (modla, C(x)) 
的 意思 是 ,存在 整 系数 多 项 式 R(x) 和 SQO.4 
A(x) — BG) = aR(GD + CGDSQD, 


xL (LAS UGPSASTREREDA. OQ)" ,得 
(63) 6(47) = »(8()" ^ 1060)" TO) 


-i 


= m TG)(mod(f;,x" — 0)), (14.3.4) 
由 于 PADRE ES Px th 时 ， P; (asf PHA 时 ,有 
gu 
因此 ,(14.3.4) 式 可 以 重 写 为 | 
(66)! Ola) = ACRE YT Ce) + AT Go) 
= AT(DX(mod(P,,z" — 12). (14.3.5) 


= 1(mod pi), 


这 还 可 以 写 为 | 
(8 (x) Y C47) = 0(mod(g; T (x))). (14.3.6) 
1 (14.3.3) $0(14.3.5) , & | 
O(x*)0(x7) = AT (x) (mod(f; sx — 1)). (14,3.7) 
因为 《14.3.7) ASS i 的 选择 无 关 , HOVÉ P. BARN, EH 
(14.3.7) (8, "n 
8x )8(x7P) = AT (x)(mod(m.s" — 1)), (14.3.8) 
B 
8(4*)8(&7) = mR (£) + AT GO (mod(s" — 1)), (14.3.9) 
这 里 RG) 是 + 的 一 个 整 系数 多 项 式 : 
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Rx): = Y rit 
TECI4A.3.9) n f x = 1,18 Ld = Dg > Tyr + At, ria 


oe—1 
m Di ri = R-L— a, (14.3.10) 
f=0 


(14.3.9) GORA RATAP SAAR EER. k 
(14.3.9) 的 右 节 的 每 一 项 的 系数 也 部 是 非 负 整 数 , 因而 mr 十 AS 
0; X EA m > a, ie 

6220 (Oscise—l), (14.3.11) 
Ei 14.3.10), ZF 


r—i 
MRT Cx) mn >> rixi T x) 


i-10 
= fie > riT (x) 
i-2n0 
= nT (x) (mod(x" — 1). (14.3.12) 
IB CI4.3. 100. ged(s,v) = 1, ik 
9(z5)8(x7) = n + AT (x) (mod(x" — 1}), (14.3.13) 


fe (14.3.9) HE x 3326 x4», E 
8(x OC) = mR*(x) + AT(x) modla” — 01)), (14.3.14) 


e-i 
HOR*G) — n D ras, 从 而 


BOR (XOT (s) = aT (x) (modlar — 1)), (14.3.15) 
1614.3.2) 81(14.3.13 A AS BER, 83 
()8(x OC 06x 7) 
= (a + ATQ))med(ix*— 1)). 
JECIA.3.9) f (14.3.14) 代 人 上 式 , 得 
CmoR (x) + AT GO) (Gu R* GO + AT (3 
ER (n t AT ())! (mod(x* — 1)}, 


* ddr 


利用 (14.3.12) 和 {14.3.15), 此 式 可 篇 化 为 
' EROR (Ce) = n (mod(x” — 1)). (14.3.16) 
好 果 RG) 中 至 少 有 二 个 系数 【 设 沟 rm， rye AOS, d 
(14.3.01) SAE, Aim 
RG) R* (x) = (rs! bh opel do Mix te rj" 
Foer) = ț pyra" IY Hb + (mod(a” — 15), 
. (14.3.17) 
但 图. e — +2 3= mode) 1850 (14.3.16) Fl (14.3.7) FAR. [AL 


此 , RG) BTR, ARRAS 一 : 


R(x) — — x, # sel0,v— 11. (14,3.18) 
fl 


32 (14.3.18) 45 (14.3.9) ,得 
6(xf*)8(x !) == nx! + AT(x)., 
用 8x) RELA AW, HAM (14.3.2) 8$ 
86 x')(n + AT(x)) 
= nx'O(x) + 138(x)T (x) 
= gr'Ü(x) + ART (x) (mod( x” — 1)), 
4r 83 . BD 
(x!) = xx) (mod(z" — 1)), 
由 引 理 14.1.2 40, + REOBER2ESRDRU— PM. TER, 
在 该 定 至 中 :如 果 取 四 就 是 #* 的 一 个 素 因 数 PWR XE 
系 ， 设 D(nodv) j&—4-(v,&4,3) ERER ARM Plo, 
p>, HAP EDH—-TIRE. 
证 明 ， 在 定理 14.3.1 中 取 了 一 1,a — P — P. JI 1 — P, 由 
PAPA. dbi ecd(o,e — 1) — 1, P|”, 
($= by =letn 
&—1 
An ple. BERE 14.3.1, P ÉD MRR, WE. 
在 定理 14.3.1 的 证 明 中 ,条 件 m à 是 至 关 重 要 的 . 因为 当 
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这 一 条 件 不 成 立时 , Rix) 就 可 能 是 项 数 多 于 1 的 多 项 式 ， 下面 
是 一 个 这 样 的 例子 : 
(—1- Zr t 2x")(—1-r 2xr7-b 2x77) 
= 9í(mod(x* — 1}. 

(ERE WEARS AE E ele H gede) = 1, We — EE 
冬 数 .看 米 系 中 的 条 件 了 > 4 又 象 是 不 必要 的 据 此 ,人 们 猜想 ， 
在 系 中 ,条 件 P 之 4 可 以 去 掉 而 不 影响 系 的 结论 ; RAH, 
定理 中 ,条 件 sm 之 4 可 以 去 掉 和 而 不 影响 定理 的 结论 ， 然 布 , BS 
这 一 猜想 并 未 获 证 或 反 证 . 

定理 14.3.1 或 其 系 和 其 他 类 似 的 结果 常 称 为 乘 数 定理 ， 在 乘 
数 的 存在 性 的 研究 过 程 中 ，Haleol 首先 证 明了 系 中 的 结果 当 4 一 
1 时 的 真确 性， 尔后 不 入，、Hall 和 Ryser 证 明了 系 中 的 结果 普 
遍地 成 立 。 定理 14.3.1 还 可 进一步 推广 成 下 面 的 定理 04.3.2, E 
本 质 上 也 是 Hall! 证 明 的 ， 

定理 14.3.2, 设 D(mody) d&—- (v,4,2)-BMAR, Lik 
m f AP ERIK to > A, ged(m.v) = 1. dum os 的 每 
一 素 因 数 ,都 有 整数 ,使 

p = # (mode) 

WE — AE e 成 立 ,那么 , + 就 是 DD 的 一 个 莱 数 . 

证 明 . ik ”一 mon. WE f(x) 是 

Tide leet eee nut 
的 一 个 不 可 约 { 在 有 理 数 域 上 ) 因 式 , 且 首 项 系数 为 1, 则 f(x) 就 是 
一 个 分 锅 多 项 式 , 因 而 其 系数 都 是 整数 ， 其 根 是 不 为 1 的 单位 根 。 
io fC) 的 一 个 根 ， 则 是 一 全 严 次 单位 原 根 , 这 里 所 是 ”的 
某 一 正 因数 . 由 《14.2.14)， 
Ot OL) = Hoth, 

这 就 是 说 ， 人 在 分 图 域 RCL) 中 , m 整除 OOT. iE P E n S 
一 个 有 理 素 因数 ， 则 ged(P,s) — 1, Hh gcd(P,m) — 1, HER 
R(E) 的 自 同 构 a: 一 £f E r Hg RRMA ST PRE AE, 
因而 RCC) 的 自 同 构 of: C+ CU BB o> hee NR 
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TEMRE PAGE, PLA m 也 整除 ODO): 
ADOLE) = mill, (14.3.19) 
这 里 8 是 RC5) 中 的 一 个 代数 整数 。 在 分 贺 域 R(5) 中 ,代数 整数 
1,05°°°,0% EM T SERIE X HI Je PG 的 次 数 , RO) 
中 的 代数 整数 可 用 有 理 整 系数 多 项 式 (modf G0) 来 表示 ， 十 是 ， 
(14,3.19) d] E ES 2d 
6(x)8(x7*) = n B(x) Gnodf(x)), (14.3.20) 
Hih BGO 是 一 个 有 理 整 系数 多 项 式 ， 
AGG), HC, TO) 的 全 部 不 可 约 (在 有 理 
数 域 上 ) 的 首 1 多项式 因 式 ,又 记 
Fi = hihQ fix). 
外 于 诸 AC) bes. ke fa) 与 Fil), Fa), tta Fi) 
aU. 
现在 对 7 用 归纳 法 来 证 明 
8(x)8(x7*) = mR; lr) + AG Fi) (mod(x* — 1)), 
(14.3.21) 
这 里 R(x) 和 diQO) 者 是 有 埋 整 系数 多 项 式 . Bit wh, 
(14.3.21) 与 【14.3.20) 中 到 fC) = fie) 的 结果 是 等 价 的 ， 今 设 
(14.5.21) g& XE. FIEL CUERH (14.3.21) 中 换 j 为 了 十 1 时 也 成 立 . 
因 首 1 多项式 fi) 与 Fi(x) 没有 次 数 为 正 的 公 因 式 ,是 
它们 的 系数 都 是 有 理 整 数 , 故 它 们 的 结 式 为 非 零 的 有 理 整 数 , 记 为 
í0 出 结 式 的 性 质 知 ,存在 有 理 整 系数 多 项 式 Ke), M) 合 
K( File) (MOG) =a, c (14.3.22) 
另 一 方面 ， 二 个 多 项 式 的 结 式 可 以 用 它们 的 根 之 差 的 积 来 表示 . 
faG) 和 Fitx) 的 根 都 是 v DR Gr LOO v egre]. Geo 
H ELE. 因此 ,二 个 5v 次 单位 根 之 差 5& 一 总 可 写成 
«一 二 xg — 1), 
Re 和 < PE AMR, FAR RCE) 中 的 单位 数 ， 而 
& — 132 XR 
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BUB, ae Ef 1 整除 4, 从 而 5 一 8 整除 v。 这样 一 来 , 结 式 a © 

BR o REAR. UE, 由 ecd(m.v) = 1 AD gcd(m,a) = 1. 
Fy (14.3.20) fF CO 成 立 , 有 l 
8(08(x 7) = n BG) + BiG) fia.) (mod(s* — 1)). 


得 
K (x) Fi(x)8()8(a7*) 
= Bx)K (a) File) + BiG) K GO Fig: Ce) mod(s* — 1)). 
(14.3.23) 
XF(14.3.2 D 88 TA MOG) 后 与 (14.3.23) 相 加 ,得 
a0(x)B( x7) = mK, x) + M, Ce) Fia (inod(s* — 1)), 
(14.3.24) 
其 中 KO 和 MiG) 都 是 月 理 整 系数 多 项 式 ， 另 一 方面 ， 
mG (x0 x *) = n Ky) modir” — 1)5, (14.3.25) 
其 中 KG) 是 有 理 整 系数 多 项 式 ， 由 于 med(a.m) m9 1, 存在 有 
EER Bb) A ad, + m6. 把 (14.3.24) 全 式 乘 以 bis A 
dm ECI4S3225) SRR b 所 得 的 式 子 , 便 得 l 
8(x)0(x7*) = Rin le) + Ainle) Fia(x) (mod(x* — 1)), 
其 中 Ra) 和 Aina) SBRARBARSHA, 这 就 完成 了 
办 钠 法 证 明 . 
注意 到 TG 是 全 体 (C97),h(x) ;之 积 , 故 由 (14.3.21) 对 
一 切 Fi(x》 成 立 推 知 
B(x)0(x 7) = mR GO + AOT modir” — 1)), (14.3.26) 
其 中 Ros), 4) 都 是 有 理 整 系数 多 项 式 . Æ (14.326) PR 
xcd. 
£ = ny RT) + Al Der, (14.3.27) 
把 OR = non, + le 同上 式 比较 ,利用 gedimo) = 1,13 mi Ca — 
4.(1)), BI 
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Xf EA DIAL KG) FG) ;利用 fia GO File) = Fia) , W 


me TAM 


AK1) = à + ine, (14.3.28) 
这 里 ! 旦 一 个 有 理 整 数 . 把 (14.3.28) FRA (14.3.26) RF 
Ay) T (x) = AS CE)T (mod(r" — 1)), 
gig. 
B(x)8B(x *) = n R(x) + AT(x)(mod(x* — 1)), (14.3.29) 


这 里 R(x) = Row) + IT). 

此 后 的 证 朋 与 定理 14.3.1 自 (14.3.9) 以 后 的 证 明 完 全 类 似 , 故 
Mi, TERR. 

当 4 一 1 时 ,定理 中 的 条 件 à 化 为 m > d.d p EF 
扩 的 乘 数 ， 故 此 时 定理 中 的 这 一 条 件 可 以 取消 。 4 — 1 的 循环 差 
党 与 有 限 射影 平面 密切 相关 ， 故 又 叫做 平面 差 集 . 

当 内 一 ”时 ， 定 理 中 的 条 件 由 > 4 UNE. 这 是 关于 
zw- 乘 数 存在 性 的 一 个 结果 的 直接 推论 ， 见 下 章 的 定理 15.1.1 的 系 
L 


上 面 的 定理 说 明了 ，, “HOREDDRANBEBRR, (RAE, 
这 并 不 意味 着 它 是 唯一 的 源泉 ， 不 过 ，Mannc 证 明了 ， 当 ”是 奇 
数 时 , 2 不 可 能 是 六 的 乘 数 ; 吴 晓 红 巴 证 明了 ， 当 34e 时 ,3 不 可 能 
EDRR XD ARSE FUB Co 4) - BBR, n — & — à. 

RRA AH EAR EATER, Glin, USRDREBR, v 一 
i CHEE GEF JL) 循环 差 集 的 乘 数 ， 在 证 明 这 一 结果 时 , 需 
58 Jg f fe NB — 1 38 RE I S BU 

定理 14.3.3, ib D(mode) Æ—A (e,k,3)- XR 2E E. (d 
HER. WAMA dio ged(£ — 1,2). 个 已 的 不 同 的 移 位 D 被 
t 所 固定 , Bl 2D, = Di(modv}。 更 具体 地 说 ,如 果 D, 是 也 的 一 个 
移 位 , 且 被 * 固定 , 则 D, FL 固定 (0 sc iscd — l1). 

WEB]. WDA MEME 49 一 {BBa cc. Bu, 则 
1D PRA MASA EB, 一 {1B1,1B1,…, BL). We BB 
区 组 依 Bi Boso B, AMF, (0,0 一 1i RES RE 
所 对 应 的 关联 算 阵 是 A BA Bi BAHR Bia Bas etta B, 
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RUM, LO.e 一 1] 中 诸 元 依 0,48), €6 295-77, Cele — D 88 
WOLFF ATS OSE A, UR (a) He lo dE RMR 
(mode). BAM. ged(zr, 0) — 1 Al, "nc :B; OKERE 
168, i P= (Pa) 是 一 个 v 阶 置换 矩阵 ,其 元 素 为 


1, GE od = flmode), | 
Pai = Ottmev—l, 
0, Rif, 


Mik O= (44) d&—T- v HERE HRA. 
l, #7 4B, = Bj(mode), 
i | 其 他 ， 
那么 ,有 OAP =A, 即 
A QA = P~, (14.3.30) 
SFB Tr(M) PAREMA. AY PALO EERE, UR 
Tr(0™) = Tr(Q) 和 Tr(P?) = Tr(P). 
由 迹 的 性 质 , 从 (14.3.30) 可 得 
Tr(P) = Tr(P^ = Tr( 470714) 
= Tr(Q7) = Tr(Q). (14.3.31) 
TO) ROME fat E 1 的 个 数 ， 即 乘 数 * 作用 时 密 的 不 变 
区 组 的 个 数 ，Tr(P) 是 下 的 主 对 角 线 上 LI 的 个 数 。 即 经 乘 数 ， 作 
it [0,0 一 1] 中 保持 不 变 的 元 的 个 数 . 由 (14.3.31) ,这 二 者 租 
等 ,而 后 -一 个 数 是 /x = (mods) 的 解 的 个 数 , 亦 即 gcdfz — 1,0), 


如果 D, = D,(mode), ER 二 一 上 v = OC mois) VÉ 


le i.d. 


-Ee E 
AD, + jt) = D, + ue 
=D, + ^3 (mode), 
ix Lush T EENet. EE. . 
定理 14.3.4， 如 果 4 ARERR D N THE, a 会 
gcdfasp = Y. Was WEDE aP, l 
WEA A7 
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hU D) = 1040) = oD, 

Eee. WEHÉ. 

出 这 个 定理 可 知 , RE EE DORR, 合 ged(n.)-1 
的 5 作用 十 DD 的 被 4 固定 的 诸 移 位 ,所 引起 的 是 这 些 移 位 之 闫 的 
Bh. AY. Aid 

D=] H+: a D ESD tsh, 

i D-r:e go S alae) m SUD s O A nl D+ sje 

. RRR ncm. AR, PATA, BU ngu. ik 
M n = SB e xb OMAR PPAR, 

ri Jong A a pedi- DIS SEP fe x AO PS ee AE RER 
一 些 结果 ， 

定理 14.3.5， 设 D(mode) 是 一 个 (o, 4,D- TEE. 是 
DBJ— IRE. 

(1) A gcd(; 一 1 站 一 1， 则 恰好 存在 号 的 一 个 移 位 ， 它 
WHERE E. 

(2) 如 果 gedik, e) 一 1， 则 至 人 少 在 在 局 的 一 个 物 位 , 它 被 其 
全 体 乘 数 所 固定 . 

证 明 ， 由 定理 14.3.3, 当 gcd(! — 1,2) — 1 时 , HADI 
个 移 位 被 上 下 固定 , 故 

& = {D sO tA Ds} 

RAAR Br. REER, EAR 部 有 D = 多， 
BI (D+s}— D+ s, AREORA E. 

设 D {ams tta (mode). Æ ged(&, v) = 1, WR 


X 
Ae = —(a, ta, t+ +++ + au) mode) 
有 唯一 解 Cmodr ) :把 此 解 记 为 ae(mode). Xf DAVE On D + ro R 
ioa, A 
(4, 7E x) + Cas + ro) cb occ t Cay Hm) 
= (a, H at eee ag) d Ax, 
= Ü (mods )} 
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厢 朋 只 有 也 的 这 个 移 位 具有 和 省 质 ; 该 移 位 中 全 部 元 之 和 为 
0 (mole), BAR, E— FER t VE RUF RCBGX — PEE BUTS WE 
所 得 的 移 位 仍 具 有 这 一 性 后 

Sas $ u=: a = (modo), 


PALA, D+ r RAWAM. AR C2) 中 的 结论 。 证 
毕 . 
.现在 来 证 明定 理 14.3.3 zz BUE SUBIRE AL, 

定理 14.3.6, » 一 1 不 能 是 任何 ( 非 平 凡 ) Co 8,227 MR 
DFR. 

证 明 。 今 用 反 证 法 来 证 明 。 ie 1 BME, 由 定理 
14.3.3, 至 少 有 的 一 个 移 位 被 * 一 1 所 固定 。 椒 失 一 般 , 可 设 + 
一 1 固定 D。 于 是 ,有 

8x7) = 8(x) (mod(x* — 1)). 
ik 
D == {a ydas tt adat (mody), OS a, Sv — 1, 
于 是 ,从 
(8(x))* = 8(x)8(x !) z n + AT CS) (mod(x” — 1)) 


得 
& . 
Set. Dowty 


i-i ETETEN 
= n + ÀT(x)(mod(x^ — iJ). (14.3.32) 
(14.3.32) 的 堪 节 的 第 二 个 和 集 项 后 的 每 一 项 的 系数 痢 是 偶数 ,而 
BPA AR RI RSE RPS ARBOR. 对 非 平凡 循环 2E 
集 , 有 万 <<v 一 2。 因 此 在 第 一 个 和 中 ,至 少 oye, ye hs 
TAB EL. 比较 (14.3.32) 中 左右 两 节 该 项 的 系数 得 
à == Ü(mod2). (14.3.33) 
如 果 当 (14.3.32) 的 第 一 个 和 和 集 项 后 ,有 一 个 非常 数 项 的 系数 为 奇 ， 
则 比较 (14.3.32) 两 节 该 项 的 系数 ,得 282. 3X 55 (14.3.33) 8. A 
此 ,C14.3.32) 的 第 一 个 和 中 除了 可 能 发 生 的 一 项 常数 项 外 ,其 余 项 
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都 可 配对 , 使 得 每 一 对 中 的 二 项 租 同 〔modz)， 不 失 一 般 , 可 设 


2a, 2454, 28,9 2ay5°°*, 
284.2 = 28,4 车 214, 
(mode), (14.3.34) 
lagi = Zak Rd. 


, WE Z5 2|e 时 ,由 (14.3.34) 得 
a, EX dj, 8, = as»: - (moà +), 


Gyn = aa 7 若 2tk, 
mod — }, 
fki = fk ( 2 其 他 . 
这 就 是 说 ,地 在 
8(x)8(x7*) = 2i av = n + AT (x) (Gnod(z* — 1)) 


Aah Beeb R — 1 次 ， 从 而 à 9 &— Ameo 
差 集 是 平凡 的 ， 当 21e 时,(14.3.34) 给 出 

4, = 8j, a; = dy't (mods), 

a-i = yue 若 24k, 

| {modv), 

44, = a 
这 只 有 大 一 工 才 可 能 ， 此 时 的 循环 差 集 也 是 凡 平 的 ， 综 工 所 证 即 
得 定理 .证 亩 . | 

BILLA FAS AFR KAAS RUE, RE 
ERR RE ESRA RHA XX — URNESGETE PSH 
论 。 为 了 那里 的 需要 ,下 面 证 明 一 个 与 此 有 关 的 结 时 . 

512 14.3.1. 假设 存在 一 个 (s. &,A) -T8 R25 S& D( mods), B. 
t(mode) ZERI—PIER, 对 任 一 a € [0,7 —1], Mim Be 
a = a(mode) 成 立 的 最 小 正 整数 ， 且 作 [0,v — 1] TS (Ke) 
dk b 的 最 小 非 负 剩余 } 

Xap dead, fad, Gm 12>) (mode), (14.3.35) 
那么 de T dp (14.3.35) 的 子 集中 ,一定 存在 车 于 个 ,它们 的 元 素 的 
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RH EN BART Qu A) ER, 

VE. [A00 6 BOR ERD HEM, ce dE D RU — D 
Ts. HD E) m D+ 5, BED s ABM (14.3.35) 的 其 些 子 

C SETE 忆 :, 形 如 (14.3.35) 的 子 集 岂 做 乘 数 & D eA. h 
初等 数论 的 知识 可 知 , 形 如 (14.3.35) WR BAG ; 们 无 公共 元 ， 
芝 么 它们 完全 一 样 。 所 隐形 如 人 4144.3.45) 的 全 部 不 同 的 块 构成 集 
[0,2 一 1 的 一 个 分 解 。 因 块 (14.3.15) 中 诺 元 互 不 相同 。 故 其 元 
素 个 数 为 m, H mÆ c 的 次 数 (mods) 的 因数 ; 当 ged(a. v) = 1 
EE, phie s BRE (mode), AEA 

系 1， 设 ”是 一 个 素数 。 MRS (.4.30- BRE OH 
其 一 个 乘 数 , 则 | 


&z 0, 或 l(modm), 
3A A mik c 的 次 数 (mode), 

UES AAD 

3&2. 设 ” 是 一 个 素数 , &2I2. WEE (0k, )- RE 
EDA « 为 其 乘 数 , 则 必 有 与 忆 等 价 的 一 个 循环 差 集 . 它 舍 工 所 在 
MR, ELE Ge. 

证 明 ， 由 定理 14.3.3, 0]] DER: 固定 的 一 个 (7 kA- 
差 集 , 当 二 空 2 肝 ,DP 中 至 少 有 一 个 元 非 0, 记 该 元 为 4. A gcd(z， 
4) = 1, By a £r aa! = (mode), Ast, DRA] PERE, 
fü 4D 是 一 个 被 : 固定 有 与 DD 等 价 的 循环 差 集 ， 证 毕 , 

对 于 «FRA. 

3*3. 假设 存在 一 个 (e k.1)-JE8 IRE D. Bb T» 的 一 个 
正 因数 .又 设 上 是 已 的 一 个 w RAAE aE [0, m — 11, Em 
是 使 "a = a(modw) 成 立 的 最 小 正 整数 , 且 作 [0,w 一 1] F 
p 


PLE (a) ta), {Pays ttt (ima df, 
RE, (b) Rb RAR ARI (mod), PRADA Holi 多项式 
gtx) 满足 ME 
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OC) = DS} ec, ST v(mod(x* — 1), 


这 下 第 -个 和 的 求 和 指标 .“ 如 历 使 诺 5 互 不 相同 的 全 部 可 能 的 


a {Ë 


+. 


§ 144 18 IHME 


XE (r, k, 1)- 8X. D(mode) 的 定义 中 ， 要 求 对 每 一 数 
d 0(mody) 都 从 有 1 种 方式 表 为 DD 中 二 数 之 差 (mode). 如果 
不 是 合 d Se 0(modv) 的 每 一 数 , 而 是 绝 大 多 数 这 样 的 数 都 愉 有 2 
B A ERD’ (mode) 中 二 数 之 其 (mods), W D'R i 16 
RR. HE, CXDÍRÉEOR —/ (BFRIE JE, H. J. Ryser 首先 
研究 这 样 的 你 ， 并 把 它 叫做 循环 拟 差 集 ， 更 准确 地 说 ，Ryser 研 
究 了 他 叫做 工 型 和 工 型 循环 拟 差 集 的 党 的 在 在 性 问题 。 

SM 14.4.1. 133029 4,2|]0 FL D, = {a:t a mode), 
D, WRC AJL ERNIE n ORE T SE 


PES 0 (mode }, 


都 恰 有 + 种 方式 表 为 Di 中 二 数 之 差 (modo): 
a; — aj = d(modr), 
而 数 — (mode) 没有 一 种 方式 可 以 表 为 D 中 二 数 之 差 (mode), 


电 此 定义 立刻 推 得 ,存在 tv, 六 ,1)-l 型 循环 氢 差 集 的 一 个 必要 
条 件 是 


ale — 2) = &(& — 1), ^— (144.1) 
BERW: BON Zo AU REDE l 


x = y—2z(mods}, x 2x 0, 4 (mods), y.z€ D, 


AONE (xy. 2) 的 个 数 . 
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5 X 14.42. iho 24 BD, = {a az aa modre), D, 
n c Cos 452)-1E SHB RES ARS TE Rt 
d 32: 0, -Fl(modr), 
BA 种 方式 表 为 Di 中 二 数 之 差 (modr); 
a; — aj = d (mode), 
fü + (mode) 没有 一 种 方式 可 以 表 为 Di HM Bs (mode). 
由 此 定义 立刻 推 得 , 存在 (v 4, 4)- 型 循环 拟 差 集 的 一 个 必 
ER PEE 
iv —3) — K(& — 1), (14.4.2) 
FF] (14.4.1) 2 ERE C144 2) LAC a 3 E 
xz y --z(mode), x 2 0,-- l(mode), yt D, 
BUE (x, y.) BT. 

BR f (14.4.1) RIC14.4.22 EL P, Ryser 外 还 得 出 了 其 他 一 些 必 要 
条 件 。 这 里 只 所 介绍 循环 壮 集 的 这 两 种 变 体 的 同 念 ， 使 得 读者 知 
道 存在 这 两 种 变 体 ,而 当 需 知 其 详 的 时 候 , 可 以 从 上 面 所 引 的 论文 
中 寻 得 更 多 的 结果 . 


$14.5 m-(v;k; rhor Kui A) TAKER 


AT PRE RD — RED. 
EX 14.5.1. if Da D;,: Demodz) 是 m 个 非 空 子 集 , H 
ID} SAU s im). 对 d= 0(modv)， 记 方程 
= y — z(modr), yz€ D; 


HRO DAAD u. MRAR d5 Omode); 32, 部 是 一 


个 不 依赖 于 2 的 常 值 1， 则 称 这 六 个 子 集 的 有 序 组 (Di, Di,:…-， 
Da) Se — Pome (us kiokay skm- JS A25 fi (mode), 

MB Am h= ee = Ry RO, m- "(o kasko: +983 4)-§A 
环 差 集 又 简 记 为 mleka- TRAR, 

Sma 1 时 ,1 一 (384 循环 差 集 号 是 (ep 41) EREN, 
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BREA, m-(rihs ert A) EMER (o RS A) pRB 
的 一 种 推广 。 

关于 mlos kis Raves us 1) - ERROR SE DA BSR ZB K 
ROA 

BI 14.5.1. 如 果 存 在 m- (03h, katt to Raid) -ERER LUI 


ide 一 1) = 5 klu — 1). (14.5.1) 
j=1 


证 明 . (14.5,1) 的 左右 两 节 都 是 以 下 诺 方 程 
x = y,— 2,(mode), x è Ü(modv), P23 € Di, 
x £3 y, — zn(mode), x e 0(mody}, ¥2,22€ Das 


D 


xy m» y,— zQ,(ünods), x è 0(mods), y4.25,€ D, 


的 解 的 总 数 , 故 相等 。 证 毕 ， 

根据 下 面 的 定理 可 以 移 造 出 一 些 m-Co sda kist Rm4) -1 
MES. 

EH 14.5.1. Fem 4 tl 是 一 个 素数 ,8 是 的 原 根 . id 
训 的 全 体 非 零 二 次 剩余 所 组 成 的 集 为 0: 

Q = (gie [0,2: — 1]) (mods), 
HUE OR ER oe AT A BOE GOR: 
R = {gt [ie [0,22 — 11} = gQ(mody), 

HAs, (Q, R) 就 是 一 个 2-(4: 1; 25; 22 — 1) - SR 
(mod(4z + 1)), 

VERA. WE dæ 0(modp) 是 一 个 固定 的 数 ，4€ 虽 , + E R. BB 
A AR 


d = q — 4 (modP), 4,54€ Q (14.5.2) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
qd = 49% — gfh (modp) ——— (14.5.3) 
成 立 , 也 是 
rd = rq, — rg,{modp) (14.5.4) 


成 立 ， 让 9 OWT M4 d € OW, od 遍历 口中 元 ; 当 d € R 
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ib], qd Gaby R chor, 


对 he D, 4e R, BEATUS E: 
d, = 4, — q(modp). q,4:€ O, (14.5.5) 
d, = 4, — qi (modp), 4,4:€ Q, (14.5.6) 
d, = r, — r((modp), r,,r€ RJ (14.5.7) 
dy = r, — ri(modp), ri,7,€ R. (14.5.8) 


出 (14.5.2) 和 C14.5.3) 知 ,对 任意 固定 的 di € Q3 E (14.5.5) 的 解 
BS CRAS — PR RAT d. 的 常数 。 记 这 个 数 为 4， 由 (14.5.2) 
Rl (14.5.4) 知 ,对 任意 国定 的 die Ra AEE (14.5.8) 的 解 的 个 数 也 
Ey. 

类 似 地 , 同 余 式 
d = fi — rí(modp), r,,r;€ R (14.5.9) 
成 立 的 充 要 条 件 是 i 


i gd == qr, — qr; (modp) 
成 立 , 也 是 
rd = rr, — rr, (mod?) 
成 立 ， 因 此 ,对 任意 辕 定 的 die RARE (14.5.6) 的 解 的 个 数 都 是 
一 个 不 依赖 于 da 的 常数 { 记 为 4); 而 且 对 任意 固定 的 d& 0,25 E 
(14.5.7) 的 解 的 个 数 也 是 tas 

这 样 一 来 , 对 任意 圈定 的 di € 9, 它 可 表 为 a HOPEE, 
LY RiP 2H; SERRE GER, COR 对 台中 元 之 
AoA MR PI. Atl. [Od = R| — 2: M,00, R) 是 
一 个 2-(4 + 10:254, + A) - PEER, 

剩 下 的 工作 就 只 是 证 明 

A dm 22 — d, (14.5.10) 

(14.5.1), Sf 2-(4¢ + 32052, + 3) - EHE TH. 2291) + 
2:((2: — 1) = (a, + az) CU +4) — 1), Be (145.10) PM. 
证 毕 。 
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$146 MAHI AR 


A. T, Batson 在 1963 Æ, J. E. H. Elliot 各 A. T. Rutson™ fF 
1966 ££, J. Summer 和 和 A, T. Buson 1€ 1983 年 等 党 后 将 循环 差 
集 推广 为 循环 相对 差 集 ， 

ike ABE IRE, Ae ms. TE, 


H = (0,m,2m.---,(n — Tym} 
是 循环 群 Zz, 的 于 群 . 设 D = (astra 是 Z, 的 一 个 起 元 
FH, a all sd ep mE). 
定义 14.6.1. 如 果品 满足 条 件 
(i) 对 Z&H, 方程 
x—y=4 (x,yé D) (14.6.1) 

HAAS ATE G.S) 

(2) 对 de H, d 9e 0, 35 £C 14.6. D) RAG 1. AGY) 
Jg DIE Z, FANT THH i- 一 个 【mm 有 和) PAER 或 简 
MEOS (n,n;kihn.n)- 循环 相对 差 集 . 

如 果 # = 1, H = 103. ida 1, 则 此 时 的 循环 差 集 就 是 
(s,k.1)- VERA EE TR, 

对 =” 分 解 为 多 个 正 整数 之 积 的 形式 时 ， 在 适当 的 条 件 下 ,有 类 
WREX. 

设 tistast tat x Km 2) “AA RAY Ee H. Voc pt 

ee fd ade V s {nsen trn) MERA RA IL, 
—1] E-U DEY, XEV AER Y ic. 


11 %le wy © Y RAZ, 
COV) = freto = [RE gin ye Ya 


ix FA 7 一 FNY. Fig D = fa, dtt a,) E Z, 的 一 个 天 元 子 


p 


定义 146.2. MRDMBRE: 对 任 一 国定 的 (0 md < 2 
—1),4 a(Y) — i HOWE de CCY). 方程 
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€X—y-d, #,y€D 

i ay 个 解 (457); 则 称 已 是 Zo 的 一 个 (n, La T " sees R3 ais das 
+++ sha) VS ER TES] EB, 

$14.4 rH rans Y AR ede o A RY d X6 38 
HEE., AER 2|e, RRR n = 2, m=i = 44-0, 
RIZ, 2, 1,0) (RABI ALE ok D- 型 循环 拟 差 集 。 

关于 循环 相对 差 集 的 构 壬 方法 和 不 存在 性 定理 以 及 它 ARH 
设计 的 关系 等 课题 ， 可 参看 本 节 首 所 引 的 文献 ， 以 及 沈 国 祥 [1]。 
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1975 年 起 ，C. W. H. Lam"? 提出 并 研究 了 循环 痊 集 的 另 
一 种 推广 ,这 就 是 本 节 要 概略 介绍 的 课题 ， 
ie D = {as Big tts ay} EZ, Hik ETE, Br 
ERE Ug «v. 
定义 4.7.1， 如 果 吕 满足 人 条件 ， 对 Z, pE S, 方程 
x t gy =s, x.,y€D 
的 解 (z;7) 的 个 数 都 是 2, MDEA (os 62, p-ERK, 
Fe, (skas —1)- BAR D kA AMER, 
Eté sro RAD RE ER e A FA 0,4 — 9,1, 
o— l, v PRAISE A Zo de BEP LB Be RAS T BR NL 
2k Se —2 (14.7.1) 
的 循环 加 集 是 非 平凡 的 . | 
由 集中 的 "Hall 多 项 式 KO (或 简 记 为 9(x)) 在 循环 差 集 
研究 中 的 重要 作用 ,可 以 预料 ， 它 在 循环 加 集 的 研究 中 也 将 起 重要 
的 作用 ， 关 于 85 CO ,有 
MIATA. D = $4,,4;,-++,4,} &— p (rs 4,3. g)- TE I 
BGB Get) <3 z Bd ATO (mod — 13). (14.7.2) 
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证 明 . BT BE 14.1.2 的 证 肯 ， 证 毕 . 
定理 14.7-2， 对 非 平凡 的 《As1:8)- 桩 环 识 梨 ; 有 


B= pt le, (14.7.3) 
EHAS A, (14.7.4) 
«ick (14.7.5) 
181 « &. (14.7.6) 


证 明 ， WD {as TERR GE 是 一 个 (v, k, À, E)- TÉ in 
$, Of: DW Hall SHA., WA, Æ (142.2) 中 代 * 一 1 便 得 
(14.7,3)， 由 于 (14.7.2) 左 节 展 开 式 的 系数 都 非 负 , 疏 比 较 {14.7,2) 
两 节 x^ 的 系数 得 (14.7.4) 的 左 不 等 式 , 且 有 a ze 9, BT 000) BA 
个 不 同 的 项 , 获 8(x)8(xt) 中 x 的 系数 不 超过 不 ;从 而 得 (14.7.4) 
的 右 不 等 式 , 且 有 ix. 由 (14.7.4) 和 


OLS (14.7.7) 
得 

RPGR, (14.7.8) 
如 果 8 —&,H à — RCIA (14.7.3) 得 

R= —h + ho, 


Ame om k= —1,50470DF78, oR 8k. 1 一 
0, UE BA (14.7.3) 得 
La = Ry l 

Ani = 0.1. 也 与 (14.7.1) 了 矛盾、 这 就 证 明了 (414.7.8) 中 的 两 个 
太 等 号 实际 上 都 蚌 开 口号 ,从 而 (14.7.7) 中 的 两 个 不 等 号 实际 上 也 
ALE FARIS, EER, 
EC 14.7.3) 41. 8 RRM rkt MART £ 

下 而 一 个 定理 给 出 了 很 多 平凡 的 情形 。 

定理 14.7.3. 358 w 0, 则 合 gcdlg.e) > 1 B9(v, 4.3. g)- d 
din ie SE Rie se ALBI. 

证 明 。 设 口 是 一 个 Ceske) -ERIE OC) 为 其 Hall 多 
项 式 。 记 ged(g,e) — w, Wl] (14.7.2) 给 出 

8(x)8(x*) = 8 + AT (x) (mod(x® — 1)). (14.7.9) 
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E^ w KIA BL ARE 八 (14.7.9) 得 
OEO) — B, 
A wle, ae Er = 1, 因而 
(5) =e. (14.7.10) 


ATH FRR, Fe 5 0 4l 


由 此 知 


ae bee 


lel 2 Rs 
FH AC 1 4.7.6) D ESE AL BUS ER n S. 
定理 14.7.4. h DEA ski) i. Ble, oe, 
WW & E-e SES NTT, 
证 明 . ic Deo Hall 多 项 式 为 8o, PM TAH x 一 一 1， 


有 
(6(—1)) = 8(—1)8((—1) = 8, 
证 毕 . 

$&. if DJ& — HEEJLBS Gr. A1. 0-7 fA, H 2] v, RN 2 
是 一 个 完全 平方 数 。 

TER, MRP 一 0, 系 的 结论 成 立 ， 如 果 PS 0, 由 系 的 条 件 
和 定理 14.7.3 2$, gcd(g,v) 一 lik 246. TE, 再 由 定理 14.7.4 
48 EPS ATR, WERE. 

由 定义 14.1.1 5] TED D EE DIE RUSSE. EL RAPER 
MRSS. BRERA, BIRDIE (klg) 
环 加 集 , 月 acd ye) 一 上 BY, 6D. thde— (v. ks A, 6)- DO 
Sn O+s HAE RET AMIR, 

下 面 的 定理 研究 Z, Niel FP SREJÉ — 4 (0.4.2. 60-98 ER n 
HE. Xd (o AL A-MEN ZR FF. 

定理 14.7.5. a: DE —T3EEJRBS Ce, &:3,2)- FAI, H. 
Ba 0, KAR ERR. A gcd(#,v) — 1. PA, MAW gà 
J&—" EISE DAIRY, D ib E — "T Cos 4 ih- 

证 明 ， 设 DD 是 一 个 (k.1.g)- RMR E — skd, 
4)-(S URE Fx 0, HAC1472) RY EL 


"lit" 


8(x0(x^) = 9 + AT (x) (mod(x* — 1)). (14.7.11) 
(14.7.2 fft x = x^. Hi GE 14.7.3 4 ged(gs v) = 1. 有 

(x? Ca) = g + AT GO (mod =- 1)), (14.7.12) 
用 8x2 3ECIA7. 12 RATS T ,得 

(8 (x08(x*))8(x:*) = B8Cx) + ART (x) (mod r* — 1)), 
s (14.7.11), 
B8OCX) + LÅT (x) = (8 + AT x) )0 lett) 
= O(xt^3 + ART C} modir” — 1)), 


即 
8(x) = 0(x*^)(mod(x" — 1)), (14.7.13) 
Xx s EE. gf SESE D B5— TER, 
Sj £r igi DE—-3EE NIS Gk g- EIE. 2 = 0,8 
gh elle DAY — TPR, T AR. 4.7.3) (14.7.12) , 
0GO0(x^) = (x^ )8( x^) = 8 + AT (D mod(x* — 1)), 
. (14.7.14) 
可 到 用 (14.7.12) 的 原 罗 是 ,在 导出 它 的 过 程 中 只 用 到 《14.7.2) 和 
gcd(g,v) = 1, (14.7.14) BIA T ,D tad — Crkt, A)- HEI 
作为 本 定理 的 一 个 直接 推论 , 可 得 有 关 ok A. 6)- AOR 
RUSE cpg FE ae ee 
定理 14.7.6. BD EAERI Wk te), E 
一 TER, 

是 RAEE H RAE EA C — R, 
EMA HEER, Aly s= —1l 时 , g-—1 &í— 1 
pe 

ESQUEXSEIE SiOp: a PE SUTARERWRRER MP 
ROMs gern ADM ROTE LEUR DA PAR 果 , 可 参看 本 节 
首 所 引 的 文献 ， 

HEEE, C. W. H. Lam" 证 明了 :不 存在 非 平凡 的 
(vr,K£,4,1) -JAERI C. W. H. Lam, S. L. Ma 和 M. K. Siu! 
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ime 一 1 RRP PRI A i HE T O3 I HR (perfect 
addition set) 的 概念 ESET RIOR EEE is 977 TEL B3 
问题 . 


$148 群 差 集 和 正则 设计 


Bruck!!! 于 1955 年 对 循环 差 信 的 概念 作 了 另 一 很 有 意义 的 椎 
广 ， 即 把 基于 有 限 循 环 群 上 的 循环 差 集 的 概念 推广 到 基于 一 般 有 
GREE L. 

EX 14.8.1. ACHR-T om, 其 么 元 记 为 。， 其 运算 叫做 
SEU, WE 

D: ={aj.a25'*+5@,} Ca, € G) 
RGHJ—A4- RUE. MERE dE G, dst e, d MIR ARE 
FARA 
d = aay (l Si R) (14.8.1) 

RIED ERR — Cos 1)-BERERR S EOS BERE, 

ROR G FE Z, Api, ICI $1) 4026 

d = a; — ai (mods) (1 F£ k) 

MMRR ERMEER, A, PPO RY 
一 种 推广 . 

亚 如 循环 差 尝 可 以 产生 一 类 百丈 的 对 称 设 计 即 循环 设计 一 
PE , 群 葡 集 也 可 以 产生 一 种 特殊 的 对 称 设计 。 为 了 氢 述 方便 ,下 面 
SP n xx 2 PE VETERE XL. 

TE3L14.8.2. i wwe PHS ER—T Gs D SERRE, 
AUR BNA REG HERR As 

(1) 1G] =v, 

(2) 存在 4€ S, Bot Bs È 

lg(s)Ilge Gh = 5, 
lel B) |g€ G) = zm. 

这 里 g (B) hehe Bb gx EHR € PRU MES 
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是 设计 us B4 eie REL RS BORE, MIO 
ETE WU HESS Co & A) ERROR H B Co 8,2) EMR 

定理 14.8.1. UD o MGRA (0,4, 1)-BRER,D 

28: —(g(D)lg€ G} (14.8.2 

ELL cAi EAA kA -EUR HH. A+B 
正则 群 也 是 G.iX B EE dioc a € G 在 白 同 构 & € G FAR gla) 
yee atg 

证 明 ， 首 先 证 明 , pu (14.8.2) WERE (0 4,4)-18 
it. if 


D = {aist tt saaja G = {812825 tt Sg. 
iuc. BAL B 中 诸 集 之 元 为 行 的 阵列 是 


Fy "5 tt, 


di * 8s dac Ba "dy Ea 
rm ! (14.8.3) 


设 [enei E GARAE UTE. Blogs gi. Kd: =g 
^oc. (go gr e n(D) 的 充 要 条 件 是 ,存在 ss 和 ws 合 


Upg* Ei == Bis Ga * Bi Bis 


B 
gi = dg" g; = ah" Fi. (14.8.4) 
因此 ,存在 中 d e ei E UD) 的 充 要 条 件 是 存在 se Mas A 
agaz = d, (14.8.5) 


H.34 (14.8.5) FAY, gi ET EH (14.8.4) 定 出 ， 由 于 合 (14.8.5) 的 有 
序 偶 (ag， 6,0 KALT, COLE ERI ER CD) GET à 个。 很 
明显 ,G 是 s -NARRER WIESE, 

这 个 定理 的 逆 也 成 立 , 即 有 

定理 14.8.2. ik B EERS 上 的 一 个 (z 4)- 正 则 设计 ,G 
是 它 的 一 个 向 [ej e iE NIE, fq 是 5 的 基 元 ， 设 B= ss ^ tasg} 
€ 28, H sagol sick). GG， 那么 
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D: =Å gis Bat 
是 群 G 的 一 个 (ps RE, 
证 明 . 因 G 是 设计 @ 的 自 同 构 正 则 群 , 帮 嚼 的 全 部 区 组 为 
aC BY = {gig {sro)) ele), ele), g€ G. 
设 EG, hsc. IEE AKREG, A= hochr, SHZ 
WEJ Alaj AX) FE g) 中 出 现 的 充 要 条 件 是 ， 在 在 
RLS Sjak E 
(g; e 0s) = hils), (gi gia) = An), 
Rp 
gm gy) hi = g + ha 
lip do AE SERE s 
Bi" Bt Ay AT, (14.8.6) 
由 于 d) 和 AGD 在 4 个 gCB) 中 出 更, EXE A, F 
(14.8.6), AmA WPA A PRR e£. H he) 的 任 
意 性 即 得 定理 ， 证 毕 ， 
FA ETAT BBY A, Co kA) EE Co, ks 
A-I MATEA R AR ZIRA, 
结合 上 面 两 个 定理 还 可 得 
FH. .定义 14.8.1 HARE HE de G, d ee, d HH 
MARA (14.8.0) 的 形式 ”与 下 述 条 件 等 价 : 对 任 一 2€G, 
de, d MSHA 种 方式 表 为 
d= asta (1 Sixt jf Sk), (14.8.7) 
WEBB. db AC G,A e, WARE A6 A€6G. BASA. 
Ay. ONT v Re CAJC RAJ- RAIE D = {aant na] 出 
定理 04.8.1,014.8.2) Br REN 和 是 一 个 kA -ARRE A 
(14.8.3) IE — £183. 4 个 公共 元 .因此 ， SA Mth AAR s 
NHIiSIGSAI Bl Scat oi sk, A 
ath ay thy (hid), . (14.8.8) 


B 
agp ots A Ay Ah CL SIS A). (14.8.9) 
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这 就 证 明了 结论 的 前 一 半 ， | 

反之 ,车 (14.8.9) 成 立 ,; 则 (14.8.8) 成 立 , 因 而 由 (14.8.2) 界 定 的 
46 OE I AMAA a PSR, 政 是 一 个 kA- RRE, 
而 HH.G 基 该 设计 的 一 个 自 同 构 正则 群 。， 表 由 定理 14.8.2 $0, RE 
(14.8.1) 的 条 件 成 立 。 这 就 证 明了 结论 的 后 一 半 ， 证 毕 . 

对 于 群 差 集 ,也 有 类 似 的 Hal 多项式 , WAEA., AEA 
所 讨论 这 些 问 题 。 对 此 有 兴 直 的 读者 可 以 把 这 些 向 古 的 研究 作为 
练习 ,或 者 参看 M. Hall 4]. 

下 面 介 绍 一 个 简单 的 例子 ， 它 给 出 了 一 个 非 循环 差 集 的 群 差 

14.8.1. i$ Gc rh vbe, d 四 个 元 素 生成 的 Abe! BÉ, XX 
H a,b,c,d È 

2a = 2b = 2c = 2d = 0, (14.8.105 


于 是 
D = ila,b,c,d,a + b.e + d) 
组 成 G 的 一 个 《16;6.2)- 群 差 集 ， 
证 明 .， 由 于 (14.8.10),G 中 共有 16 70x; 
&gb.c, d, nt b, ate, atd, re, 
btd, etd, atb+ec,a+b+d, aded d, 
(14.8.11) 
e+etd, atat+e+t+d, 9, 
a BD nTRERU D tb A a 2508 
E(«—b)-—a-4d 5, 十 fa 一 cc 一 ae 十 cy 
t(a—d)-a-Frd, tla~(a +h) = 6, 
tla -— {ce + d}) =a tcid, +tl@—ch—4a+e, 
x(b-—d)-—b--d, £(b — (a +b}) =a, (14.8.12) 
tlk — {ec + d))=b t ct+d;, tle—-dee 4d, 
tle—(at+b)) =atote, tle— let d))=d, 
tid — (a +b) = a tH btd, X(d--(cc d)) c, 
tila d- à) — (ec d)) adr b dr edd, 
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(14.8.12: p VE ERI IEEE RE (14.8.11) 中 除 0 以 外 的 全 部 元 .。 
因此 ，G 申 性 一 非 专 元 静 恰 有 商 种 方式 表 为 DP 中 二 元 之 差 ， 这 就 
iK Ui.DdkGaHS—(16,6,2)-EF28 88, WERE. 

对 于 若干 肉体 参数 值 的 Abel HRA RA HED m 
Rea LARA. Blin, TSA Lander[11， 庐 书 是 有 关 Abel 
QR 

, AP ELF $14.5—814.8 ESSA GE ERE BLE RUE 


IA, X AC HM IRR. EA, 只 是 管 单 介 绍 一 下 把 $14.5 和 
ASPRE Siero AS RE BUR. 

E 14.8.3. 设 世 是 一 个 > 阶 群 :其 么 元 记 为 *， 其 运算 叫做 
desk. dk DU SiS m) GMs TER. 对 dE G.d s e, id 
方程 

可 me 


(ik Cy.2) POPE Lld). WRR- d eM (d) Bie — 


个 不 依赖 本 了 的 常数 1， 则 称 这 吉 个 子 集 的 有 序 组 《Du Dpto 
D,) JÉXEGBU— om Crh Rae tokei) -FEAE WMR A = 
Koc = Rn RRR m-lik- RRE, 

同 引 理 14.5.1 BA 

引 理 14.8.1. AFE m-Ceshi Rie Rah) RES RUE VS 
45 9089 A XAT (14.5.1), l 


Hs, WREE Coka -PEHE MI 
aCe — 1) == kt& — 1), 
Riu; f—382-(4:- 052520 一 0-BE2E SE, 
定理 14.8.3. ib p^ — utl ERRE, «RES 
kk GF(g^) AAE. id GF) 中 全 体 韭 零 平 方 元 所 组 成 
gis PAR 


Q;—lg"[0 m i 2r— l1). 
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SABE A zc re RRA R 
R; 0 2: — Ih, 
HBA, (OR) 就 是 GF?" ) 的 加 法 群 的 一 个 2-(4 + 1:262: 
DEZE, 
内需 把 定理 14.5.1 的 证 明 移 粮 过 来 即 可 证 得 本 定理 . 
有 关 群 莽 集 的 其 他 一 些 构造 方面 的 结果 将 在 第 十 五 章 中 和 介 
绍 。 . | 


第 十 五 章 ”循环 设计 和 正则 设计 的 构造 方法 


有 五 个 常用 的 构 闭 德 环 设计 的 方法 。 AREETA 
固定 的 块 $15.1)， 第 二 个 方法 基于 差 染 后 Hall 多项式 的 性 质 
《$15.2)s 第 三 个 方法 以 有 限 射 影 几 何 为 工具 ($15.3), 第 四 个 方法 
由 坷 素 数 模 的 “次 剩余 所 产生 的 革 些 类 所 组 成 (515.4)、 第 五 个 方 
法 把 第 色 个 方法 推广 到 两 个 相 异 奇 素数 之 积 的 情形 。 这 些 方法 都 
内 在 一 定 的 范围 内 有 兹 各 有 各 的 用 途 。 第 四 和 第 五 两 种 方法 可 以 
推广 而 构造 出 一 些 类 型 的 群 差 党 (415,6)。 本 章 的 宗旨 就 是 介绍 这 
些 构 造 方法 ， 
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基于 引 理 14.3.1, 可 以 提出 一 个 构造 某 些 (v E.A) ER 
或 否定 其 存在 的 方法 ， 当 其 需要 构造 出 一 个 〈?”,《, D TERRAE: 
以 供 使 用 或 者 需要 判明 它 的 存在 性 ， 而 已 知 的 构造 方法 例如 本 章 
的 $15.2 一 $15.4 中 提供 的 方法 或 已 知 的 存在 性 定理 又 得 不 出 任何 
结论 时 ， 在 参数 v 不 太太 的 情况 下 往往 异 助 于 穷 举 法 .但 是 穷 举 
鞭 的 工作 量 很 大 ， 因 为 在 最 坏 而 又 可 能 发 生 的 情形 ， 雪 验证 10， 


s LI z ) BA EF RM MES Cos ks 1) TRIES, 


但 是 ( & } 这 个 数 常常 大 得 无 法 进行 这 一 验证 ， 哪 怕 借 助 于 高 速 电 
子 计算 机 ， 由 引 理 14.3.1 提供 的 下 述 方法 往往 能 把 需要 给 证 的 外 
元 子 集 的 个 数 大 大 减少 而 使 得 验证 工作 成 为 可 行 的 ， 

这 个 办 法 的 步 对 如 下 : BEE Ee kD- OBERE SR D, 

(1) 用 乘 数 定理 或 其 他 方法 , 找 得 的 -个 条 次 5 

(2) ER L0,» 一 1] 的 一 个 分 解 ， 其 中 每 一 子 集 都 是 乘 数 4 
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Arse ee: 

Tm Nu kA) BEAR 
集 , 暂 且 把 它们 叫做 (wv,,1)- 后 备 ; 
(4) 对 (3) 中 的 每 一 (v ,1)- 后 备 验 证 其 起 贡 为 一 个 (v 疙 ， 
4)- 人 特 环 差 集 , 若 是 , 则 得 出 所 求 的 循环 差 集 ; 

6) 如 果 经 (4) 未 得 出 任何 循环 差 棠 , 则 可 以 断定 不 存在 任何 
(v8 4 )-TE RE, 
当 v 是 素数 时 ,由 引 理 14.3.1 的 系 2, 可 以 认定 1 所 在 的 块 包 
售 在 所 要 求 的 差 集 之 中 ,因而 只 需 考 虑 包含 该 块 的 那些 (k1) 
Be. 

”下 面 来 看 应 用 这 一 方法 的 一 些 例子 . 

ISL, 考察 (7,3,1)- 人 循环 差 集 的 存在 性 ,加 果 存 证 ， 
BU EAGER, SHATNER REET 
O M BETE -ERAR D. AA 3-1 — 2 > 1 tk 
素数 2D SRM. KREME 2 EBRD. [0,618] e 
分 解 成 被 2 固定 的 诸 块 : 

i l {o}, {1,2,4}, {3,5 ,6), 
soa 1IGC. 3. DJERBA: 

{1,234}. 

可 以 直接 验 证 ,11.2,4} 是 一 个 (7,3,1) GSR. 因此 ,由 7 EE 
数 和 引 至 14.3.1 的 系 2 知 ,在 等 价 的 意义 下 ,这 是 瞧 一 的 (7,3,1)- 
循环 差 集 ， 解 毕 . 

15.1.2, 考察 (21,5,1)- 循 环 差 集 的 存在 性 ， 如 果 存 在 ， 试 
构造 出 一 个 这 样 的 差 集 . 

解 . 设 存在 (21,5,1)- f D, HEM 14.3.2, 2 HE D 
FR. AR, WE AER D. [0,201 可 以 分 解 成 被 2 固定 
Bid. 


{0}, 11,2,4,8,11,16], 
{3,6,12}, {5,10,13,17,19,20}, 
{7,14}, {9,15,18}, 
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由 此 能 作出 的 (21， 5,1) -后 备 的 公有 
— 13,6,7,12,14], (15.1.1) 
(7,9,14,15,18], (15.1.2) 
可 以 直接 验证 (15.1.1) ÆA (2,5, - 082826 HR. X. 
(x) E GOÓY - CGOY T Ge)? 十 (x5) 
= x7 tt ox? db xU + ox) tx (mod(x* — 13), 
1,(15.1.2) 也 是 一 个 (21,5,1)- HERES (15.1.1) Sor. RE 
毕 . l 
实际 上 已 经 证 明了 (21,5,1)-2RESHHERM TBR, 
fe 8$ — HER RE SEE (15.1.1) 中 的 每 一 个 数 都 与 "一 21 不 互 素 ,在 
已 知 的 差 集中 ,具有 这 样 的 福 质 的 互 不 等 价 的 差 集 只 有 这 一 个 ， 
例 15.1.3。 考察 (151,51,17)- 循 环 闫 集 的 存在 性 . 
si. 假定 存在 一 个 (151,51,17)- 循 环 差 集 D. AX 51 — 17 
一 34 一 2.17, 而 
24 = [78 = 76 (modl51), 


WE 76(mod151) 是 号 的 一 个 乘 数 . 注意 到 151 是 个 素数 , H 76 的 
次 数 (mod151) 是 15, 所 以 了 中 元 的 个 数 去 0 或 1(mod15)。 和 但是， 
51 2 0,1(mod15), BrEL, €151,51,17)-fRIR BRAC. WE. 
Fax HB JUL Eid RC E ACT MS MRRIEREEE 
时 ,关于 ua RRRA ha KEW E. 
沿用 定理 14.3.2 HEA UEA — AERAR: dre Be 


* 的 一 个 正 因 数 ，gcd(m, w) 一 1, m > 22, Bt BUS ER 
数 都 有 一 个 非 零 整 数 。 合 p = (modu) ,这 里 + 是 一 个 固定 的 
整数 ,那么 , + 是 一 个 w- 需 数 ， 但 是 ,条件 ny > H 很 难 满足 , 因 


而 这 一 结果 的 用 处 不 大 。 下 面 的 定理 却 有 用 一 些 ， 
定理 15.1.1。 RERE, k -RER D, HERR wlr, 
又 假定 对 于 n=k—1 的 每 一 塞 因数 ”都 有 一 个 非 负 整 数 e 合 
Pp = +(modw), i 


mae MAHER, A gcdf ae) 一 1， 那么 ,上 是 总 的 一 
个 ww- dm 
. We 9(x) (mod(s" — D 是 DD 的 Hall 和 多项式， 局 定 
Bi 14.3.2 iets, TURR UTOR 3. 29) 的 同 余 式 
8(x)8(xr ) = nR() ub ^7 (1 十 + 十 - 


+ r" t) (mod x” 一 1)). (15.1.3) 
三 (15.1.3) 中 代 x+ 一 1,8. R(1)= 1, REUSE) x 20 x7, 
得 


OO) = n RG7) I Goes 
+ a) nod(x* — 19), (15.1.4) 
XA : 
Owe) m n t it texters x7) (mod(x — 1)), 
(15.1.5) 
ONO) = n + ZU H rt eee af) nodGt — 1)). 


(15.1.6) 

E26 (15.1.3) (15.1.4) ft] Ze 5 AR d £i SES (15. 1.5 ACS. 1.6) 8] 

JV RAVE R — PE HA REE SE UU — R6. REEL, 
(RG) + va +r- be (eR) 


+B tate te) 
wy 


(> 十 » (orbe dc xD) (moder — 1». 


展开 此 式 并 消去 同类 项 ,得 

ROR(x) = 1 (mod(x* — 1)). (13.1.7) 
由 此 可 以 推 得 RG) 是 个 单项 式 ， 再 从 RO) 得 知 Re) 一 r, 
这 里 * PRAE. 此 后 的 证 明 同 定理 14. 3.1 E143. 183GA S 
的 证 明 完 全 类 羽 ， 证 毕 ， 


Une 


取 w = v BI: 

TR. BEFFE (2.41) - AMER DART ”一 《一 2 的 
每 一 素 因 数 ”部 有 一 个 非 负 整数 e GP r = inodo), 这 里 + 是 一 
DEERE, gede) — 1. BEA. t EDATEN. : 

3&2, BATE (v.4,1)- HX XE SR D, HL n E — T CUR; 
Bom Pp Mj p EDN — 

值得 注意 的 是 ,在 系 1 中 没有 条 件 5 > 1, 在 系 2 中 没有 条 性 
PT, 

类 似 于 定理 14.3.3, 有 

定理 15.1.2, MERE - (v, 4, A) -TBER ZEE. D(modv) , H. 
此 是 ”的 一 个 正 因数 ， 如 果 * BDO wo FR, 则 存在 DD 的 一 
ABEL D +5, 

{D +s) — D+ s (mode), 
TER. 设 8tx) BDA Hall SMA, E 
dla) = co er H ex! + e+ + cu ar*! (modi — 1)), 
(15.1.8) 
那么 ,对 也 的 称 位 D 十 1, 其 Hal 多 项 式 为 
OC) = cout t eux! eee bey el modir” — 1)), 
(15.1.9) 
wR (15.1.9 E RIS £i EE 
x" (x!) = cux 二 cup EID + uuu rnm 
To bey yet! TP modir” — E)), (15.1.10) 
另 一 方面 , 因 * FE DIE) «RR. MAERA 
Or) = x8 Cr) (mod(x” — 1)), 
从 而 
rola) zx r E(x) 
= cont 十 cyt ee g an 
Fey ax *** "(mod(x* — 1)), (15.1.11) 
4n FAME— AF o EREA: 4 的 第 + PEERED ARE ER GO 
的 artara x. 的 系数 , 即 


1249 


a a 47768 
那么 , 因 ged(z, w) = 1,8 (15.1.10) 可 知 4 的 第 二 十 1 行 中 渚 元 
依次 是 xz 中 ox at, et yes 的 系数 . 设 P m (Pa) 
是 一 个 ww 阶 置换 阵 ,其 元 案 为 = 
1, @ ri = j(modw), | 
4， 共 他 ， 
KA 8 二 《qi;) 是 一 个 w 阶 置换 阵 , 其 元 索 为 
! [o Xi alay = rib C) (mod(s* — 1)). 
Ti lo, 其他， 

那么 ,有 QAP — A, FE, AMPER 14.3.3 hA E 
定理 的 结论 成 立 ， 证 毕 . 

下 面 的 例子 表明 了 定理 15.1.1 和 定理 05.1.2 ES BE 
定 差 集 的 看 在 性 的 问题 中 的 作 用。 

例 15.1.4, 59x (70,24,8) - f 35 EE D(mod70) 的 存在 性 ， 

hie DAERAH Hall SIKH 8(x) (mod(x? — 1)), 
由 定理 15.1.1 A, 2 是 总 的 一 个 w- 莱 数 ,这 里 w 一 35, 或 5, 或 
7. 由 定理 15.1.2, 存 在 杞 的 一 个 移 位 DD 十 i, BR Hal 多 项 式 合 
rOl) = x'B(xMmod(x? 1)})。 今 把 集 [0.34] 按 mod35, mod7. 
和 mod5 分 曾 分 解 成 被 35-3R T, 7-H, 5- 莱 数 2 固定 的 诸 块 列 
RÆ (15.1.12)， i 


Pit = | 


mod35 : mod7 mad5 
ioi 101 {0} 
S = 11,2,4,8,16,32, 411,2,4] 311,2,3,4] 
29,23,11,22,9,18] ^o 651.12) 


Sy = 13,6,12,24,13,26, 413,6,5] 311,2,3,45- 
17,34,33,31,27.19] 
3, = (5,10,20j 13,655} 3(0]. 


if 
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§, = 115,30,25] {1,2,4} 310} 
S, = 17,14,28,21] 410]. 11,2,3,4) 
其 中 每 块 前 的 数字 表示 该 集 出 现 的 次 数 , 而 第 一 ,二 两 列 之 每 一 行 
二 的 二 集 是 德 此 对 应 的 , 即 后 者 由 前 省 产生 ， 第 一 .三 两 列 每 一 行 
土 的 二 混 由 是 彼此 对 应 的 . B w — 35 
| B(x) 二 co 二 a, ete > x + >) 

rés, 


res, PES, 
taD xd 21x (nod(x? — 1)), (15.113) 
i€s, i€$, 


其 中 诸 c 0«c-2I0ziu5) REA, {0} Mis 
SL <i <5) 的 每 一 个 最 多 出 现 T 二 2 次 ， 类 似 地 ,有 


(x) zm c t cix Hex? rx) P ex t x + modia — 19), 
i (15.1.14) 
. se; xz 106 :— 8) 
和 . 
85) = c, H enler H x + rtt at) (mod(x? — 1)), (15.1.15) 
Ome S14 (i= 9,10), 
Moe = 5 (14. 21 
€g + 4ey = 24, cl + 46, = 128, 
CATES SES REREAD: 
c= B. AL ew = 4, . (15.1.16) 
这 就 是 说 ， as. 112) 的 第 三 列 中 的 集 { 1,2,34} 要 在 D(mod5) 中 出 
现 四 次 。 Æ, (15.1.12) 说 明了 ， 四 个 集 11,234) 不 能 全 由 
(15.1.12) 中 的 第 三 列 的 第 二 行 和 第 三 行 产 生 , 故 
e=], (15.1.17) 
由 此 和 和 表 (15.1.12) 的 最 后 一 行 知 , es zm 4. 
ww 7 TCI 2D 
cs 366 + e) = 24, d d 30d + cj) = 96, 
该 方程 组 合 于 e cm 4 的 非 负 整 数 解 只 有 两 组 ; UT 
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(e, € 69) = (6,2,4) 和 (6,4,2). 
由 于 e= 6, o= 1, MOECIS.LI2) E LS URB 


oo = 2, (15.1.18) 

JE (eu) = (4,2), W 
=2, c 77 1, e c, 05 (I5,1.19) 

WR (elo) = (2,4), WU 
a=, Q0 dl. cu 64 — D, (15.1.20) 


但 是 ;变换 "x — x E (15.1.20) 2E BEC 15.15.19) , A TREE DE p BT 2E 
eS hay. Auk, RBS RUS E19) 0015. 1.20) 2 — SE T.H 
(15.1.16)—(15.1.19)4 
(x) = 2(1 H x5 r H x) d^ x do de ct + x? 
Cox" box? doxÜ 4 oxU Box 4L ox ox" ox? 
+ ar e x? dE x? + x (mod(x? — 1)), (15.1.21) 
经 由 直接 但 较 元 长 的 验证 可 以 证 明 ， 设 有 差 集 的 Hall dw x 
4&(15.1.21), [NEG , (70,24,8) RE 2E SCRAP. (E.. MESE, 


$152 循环 设计 的 构造 方 巷 二 


假定 在 在 一 个 O.k 1)- EER D(mode), w 是 "的 一 个 
TEA, 设 fC) few ROA A A a RT 
HZH, H 900 BDH Hal 多 项 式 ， 那 么 , 存在 有 整 系数 多 
Wisk Pre MOG) 合 

8x) = fiel) (Gnod(x* — 1)), (15.2.1) 

8(x) = 0,(x) (modi, (x) ), (15.2.2) 
mE Ge) 的 系数 是 非 负 的 . KAR, 如 果 对 ”的 全 部 正 因数 
mw 郁 确 定 有 满足 (15.2.2) 的 整 系 数 多 项 式 0,0) HT V he) 是 
被 此 合 素 的 且 其 葬 积 为 x" 一 1， 根据 中 国 剩余 定理 (的 多 项 式 变 
E) 存在 有 瞧 一 一 个 多 项 式 )(nod(s" 一 让), 它 对 一 茹 可 能 
的 巡 合 (15.2.2)。 如 果 适 当选 节 Jel), 使 得 这 样 确 定 出 的 OC) 
的 系数 都 是 0 或 1， 它 就 可 能 是 某 一 循环 差 集 的 Hall 多 项 式 , 因 
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MB BBM TEMBER. “PIR RDR VE Tite i A 


题 . 


引 理 15.2.1. xj e 的 一 切 可 能 的 主因 数 w， 满 足 同 余 式 组 


(15.2.2) BORE IH 


(x) = 1 5 Opl But (mod(x" — 1)) (i083 


礁 一 确定 ,这 里 
- mast d 
Bu): = Delt) so E 
au(x) 是 Mobius pA, 
证 明 、 首 先 注意 到 
YX 一 天 Hi fale), 


gie 


Wt os DAE e WAR «ls 时 ,有 


x" 一 上 


En OE ees 2 (Q7 Gn) 二 


s :.— 4. z 
* l EIL G)*7 p (a) up eese 
x 
E 
= = I (mod f,(#))3 
ss 
Hu 


2p ud s 时 ,由 (15.2.5) 得 
[T fats) 
iv 


x*— 1 4 


<—1 IIo 


= fo | fae) = 0(no8 f, G2). 


a 
dun 


AE ole B aje 时 ,有 


Bral) = D aE) 
al? 
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(15.2.4) 


(15.2.5) 


(15.2.7) 


= :也 (=) (mod 1,60). (15.2.8) 
此 式 结合 115.2.6) 一 (15.2.8) ,得 知 当 lo 时 ， 
_ fv (mod f,(3)), 
Brule) = lo (mod f, C0) yu 2 w, 
于 是 , 当 «|o 时 ， 


POL Ont PERO ES 6,60 - v) 
whe Uv whe 
aen 
= 8,G)(mod f CJ). (15.2.10? 
这 就 是 说 ,(15.2.3) 确 满足 同宗 式 (15.1,.2)， 至 于 此 解 (mod{x” 一 
1)) 的 唯一 性 是 由 中 国 剩余 定理 的 多 项 式 变 体 得 由 的 ， 证 毕 。 
E PF ERU S rn BJ 


tela) = [| (24-1) D. (15.2.11) 
dia 
IN A) i (15.2.5) pS 
log (x* — 1) = M log f(s). 
dio 
对 此 式 进 行 Mobius 反 演 (参看 $3.4), 得 
log fols) = > & (5) log (x* — 1), 
由 此 立 每 515.2.11)， 
5|% 15.2.2, Giga E-A ECRM, Xİ e BY fe — TE ELI 4,6 
SEP ERASMAS 6,00 AW e RAR P, 已 给 一 个 
HORROR Op , 合 
912160 = Olx) (mod fle), (15.2.12) 


(15.2.9) 


这 里 z 过 s 的 全 部 正 因数 . FR FERRARS Omal 对 
wt--HiB a 

Bu) = 84) (mod fal) ), (15.2.13) 
EAH e BU— ED RENE PS 
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6,0) = Ora a) (mod(ps fe. Œ), (15.2.14] 
这 里 w = Pes, ecd, w) = 1. . 
证 明 、 先 证 明 条 件 的 必要 性 . 设 du) 是 一 个 合 (15.2.13) 
的 整 系 数 多 项 式 ， 因 为 当 ple 时 ,有 


TI £o = — 1, 
dim i 
HORS (15.2.13) 中 一 切 ds 用 中 国 剩余 定理 的 多 项 式 变 体 ， 由 
{15.2.12) 得 
Gite) = Grebe) (mod (xe? — 1»). 
È 
因 x? 一 1 的 诸 系数 的 最 大 公 因数 为 1， 故 存在 整 系数 多 项 式 
d (x) , 合 
Ppa (2) — 940) = 460 G* — 1), 
B 
因为 
xP — l e e M l lE a c T 
= 0(mod(p, fo, G2), 
故 
By Ge = ela) (mod(p ,fo GO). 
这 就 是 (15.2.14)， 
为 了 证 条 件 的 充分 性 ,只 要 证 明 由 已 给 的 诸 9.(*》 ftd RL 
余 定理 的 多 项 式 变 体 ,由 (15.2.13) 定 出 的 eile) 是 一 个 整 系数 
多 项 式 (mod(x” 一 1)) 就 足够 了 。 现 在 就 来 证 明 这 一 点 ， ` 
对 这 个 Ope) ,由 (15.2.9) 4f 
[8,460 — 9,00 Bee (X) = 0 (mod(x” — 1)), 


从 而 


3SPIESAFCN OE mt 
2T) Leite) — 84001 53 
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u-— hee MA 


= (mod(x* — 15), (15.2.15) 
如 果 s| o, H3 HR ESI] ERN BR Hs EI] OG) 和 Bai 0 
合 Ao = Pen) (me — MA * 


Bui) = —= Gui) 77 二 1 (mod (x — 15). 


由 此 和 (15.2.15) 得 出 


rere) = wole) — $1 a (7) Gut) — 8460) 
LA 
XE (mod(x” — 1)). (15.2.16) 
v 
Mb or RES US 
w = pipe + pti, (15.2.17) 


Bid m= PPr Pi, w, = PPR PH, T, (15.2.16) 的 
和 式 中 的 项 , 由 于 (2) Hoi M wsls 时 才 可 能 不 为 零 .在 
(15.2.16) 中 换 s 为 wis EA 

PP Gr) = Pu) 一 Dy p (E) Qus) — 6460) 


My, 


xL (mod(x'* — 1)), (15.2.18) 


x! 


下 面 来 证 明 , pw, 整除 (15.2.18) UE *' 的 系数 . 


#£(15.2.11) LB. cer Mj uic p.e >» fae 为 af, 得 
fle) = Hogg, emo = TT qm - € Tm, 
l dipTepii 

= II (GU EUM Op iy C20 
"Py; 
= fa lr), 


E 
fo (x05) = fo. (£) Gnodp), 
因此 由 (15.2.14) 可 得 
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Pula) Opa GO = 0 (mod Py fu G9). 
M wirt. 
F(x): e xf, 

RE, AAB., A fae) le" — 1, d& FG) 是 一 个 多 项 式 ， 若 
t-A o VR ai Ee eB Z^ — 1 = 0 {E folk) 
5€ 0, RJ F(Z) 一 0 若是 一 个 吧 次 单位 原 根 :, 则 由 P Hospital 
法 则 得 

lim F (x) 


m ot Ief Qc) + xt EGO) — fux) 一 xf) 
ndi fox) 


A felg) = 0, 改 


lim F Ca) — p. 
因此 ,由 (15.2.9) 得 


Bp w) = e ) x — 1 eta) (mod(x* 一 1)). 


这 样 一 来 ， - 
(Opu 00 = Bala) ) Bone (2%) 


= 0 (mod Pa — 13), 
Bi 
x"—] 
(97,60 — De (m), E= 
z0í(mol(pP,r" — 1)), (15.2.19) 
因为 当 slave s Tul Gr — DIG* 一 D, Ais 
9s we) = Ope) (mod(x'*s — 1)), 
由 此 和 {15.2.19), 得 


E — xto—d 


11826. 


Trl LA eh ur 


0 (mod(p, x" — 1)), (15.2.20) 
其 左 节 是 * 的 一 个 整 系 数 欠 项 式 ， 


id 


5 = > E (Pha CN — B. (x)) 


x" 


=E (mod(st ~ D). 


xis -一 


BR ,Pp;,"… EDP eee SN, PUREE P, 
如 ,Pi 中 一 个 能 整除 宛 中 a 的 系数 ， 之 可 改写 为 


D= D a (E) OO — HONS- 


Pa 3; 


gif" 一 Y 
UN 


Dn Pati 


+ DD (Pci) — 0,0) 


x ZEE (moda — 1), 


xs 


TP 整除 第 一 个 和 式 的 每 一 x’ 的 系数 ,有 具 由 (15.2.20) 知 ?整除 第 
二 个 和 式 的 每 一 x’ 的 系数 , HEADS 三 0(mod(p,x* 一 1)). AE 
2; = mod(pw, x” — 1)). 

FACLS.2.18) RRO. TEE. 

ARTE EROS St. PASE PER (o4 22-06 E 2E RE RICE 
明 其 不 存在 的 方法 ,其 步骤 如 下 : 

第 一 步 : 由 

Gua) = Op(x) = k (mod(s — 1)) 

得 到 Ole) — k, 

第 二 步 : hye 有 标准 分 解 式 

: vo ppp + Pj, 
EEn 次 单位 原 根 ， 在 分 较 域 Re) 中 ,把 Hk 2 分 解 为 
主 理 想 数 之 积 ; l 
n= (iet Let), (15.2.21) 

其 中 诺 c; RANEK. 那么, 一 个 形 如 {i5,2,2 纪 的 分 解 式 中 的 理 
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想 数 因数 Co eic) 对 应 于 多 项 式 
B(x) = +x Bea’ (modfp (x) ), (15.2.22) 
这 是 因为 ,如 果 we RE), H 
a = Cadet MaDe) 
WE es = 1, dd] e= DOC BERE c 成 立 ， 利 用 已 得 到 的 
mtx》 和 (15.2.14), 成 所 有 可 能 的 形 如 (15.2.22) 的 多 项 式 中 挑 出 
邢 些 合 (15.2.14) 者 作为 候选 的 Op, Ce), 

第 三 步 : 在 (15.2.46) pte p 并 由 候选 的 0,, GO 得 出 
Pp, ie) (mod (x^: 一 1)), 

第 四 步 : 对 PiP + +s PPr Piot t+ PEt ttbi Pist tt Pio 
eap pi (lsnsa.lmEà5sae5-sidua) 重复 
第 二 步 和 第 三 步 , 最 后 ,或 者 得 到 全 要求 的 8(x) 并 检验 它 是 一 个 
差 集 的 Hall SHA, 从 而 得 到 所 艇 构造 的 循环 差 集 ,或 都 得 不 到 
任何 欲求 的 循环 姜 集 ,从 而 证 明 其 不 弃 在 性 . 

下 面 来 看 一 个 简单 的 例子 . 

例 15.2.1， 在 不 知道 例 15.1.2 OP, 262€ (21,5, 1) - $8 ER 

解 。 首先 ;有 Fn) 一 5。 现在 来 考察 一 UHRA 3. 
次 为 (2) 是 RCC) ARMOR ECBO RBM. BOSE 
个 整数 *, 有 mE 

8,00) = + 2x (mod(x? + x + 1)), 
由 (15.2.14) ， 
5 = OG) = 22x’ = £2 (mod{x — 1,3)); 
故 这 里 必须 取 正 号 .由 此 和 {15.2.16), 得 


Bale) = ae d. (5 ae) HTL 
3 x—i 
= 2x! + lt ozooxr'(mod(z — 13), 
经 适当 移 位 后 ,就 可 取 
8x) = 3 + r + x (modlit - 1). (15.2.23) 


现在 来 考虑 21 HURAR T. REBAR KA. 由 于 


a ])B4* 


(2) 在 RUE) HS ES EARS A EROS 
QS rer), | 
FERRI (0,(5)) HARRUA (rr tt ym 十 
E+ SY, AARC BST SHNHBRER. MARS RR PZ 
一 就 行 了 ， 
in CO E)) = C2) , RE s Ri 0; = 2x (modb (x). 
F1(13.2.14)50, 在 上 式 中 只 可 能 取 负 和 号。 E, OCs) = IX 
时 ,(15.2.16) 定 出 的 90(x) RBH TAK 660 7I Bie le 25 
Bod. 
EGO) = Ci + t+ "m * 使 
Ox) = trit xt $x’ ¥, 


Hi (15.2.14) 34 
5 z ta (i + xt + xh} = +9 (mod(7,x — 1)). 
过 此 应 取 负 号 ,从 而 出 (15.2.16) 定 出 
Oye) = —x'C1 t x t 2x) + 2xt ox + 2x5) 
+ 21+ a + +++ + rt) (modir — 1)), 

因为 gcd(3,7) = 1, 上 式 中 的 s 可 以 任 定 而 不 影响 Onyx). XXE 
3K, Hs = 5,578 
Bx) — 2 + x) bt xP te x5, (15.2.24) 

MRR 21 本 身 . 设 了 是 21 次 本 原单 位 根 ， 在 RO 中 
上 理想 数 (2) 的 分 解 式 为 

(2) — C1 t x" t G x). 
Ait, 84x) 只 可 能 是 2e, mel batt Y, tell ex? 
coax?) 之 一 ， 这 里 :是 某 一 整数 。 Bao) — +27, WE 
(15.2.14) 中 取 如 一 21，p 一 3， 得 
tlr 24+ x 48-ai5nol(3.h5Q)). | 

[BEN fo 一 弄 寺 并 二 下 十 站 十 可 十 + 十 1, 于 式 不 可 能 成 立 . 
车 89.0 = sab t x? 4 xy, 则 在 (152.14) 中 取 w = 21, 
二 3 得 i 

trl + r? t tF mci 34i (mol(3,5(0)), 
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eth o4. — x4 x — cto dm bea tc + E 
= Q(mod(3,fE(x))). 
此 式 成 立 的 充 要 条 件 是 其 左 节 的 土 号 取 十 号 且 = 合 
s = 1 (mod7), (15.2.25) 
又 在 (15.2.14) 中 到 w = 21, P — 7,48 


dox box 4p x)? ce 3 ee ox! mod? hla), 


即 | 
Ir = 3+ r + x? (mod(7.fh(x))). 


此 式 成 立 的 充 要 条 件 是 其 左 市 取 十 号, 旦 
s = Ü (mod3), (15.2.26) 
(15.2.25 )f8( 15.2.26 ) fj E— RE (mod21) J& s = 15(mod21), FH 
Oy Ce) m PCL + x? ty 

Sah r xl 4 2(x bee tx?) (mod(r" — 1)), 

把 上 面 求 得 的 诸 Bvtr) 和 6,00 FLA (15.216), (EAR 
Üin(x) = x! -H- x* H ox! t ox! P x (mod(x" — 1)), (15.2.27) 
H1C15.2.3)81C15.2.5) A Oe) = OG), X, d xe (1 +e xy 
Ah 2 7S tH RE RE HLBE BUE. xL 十 x? + y Brüet AS SC 
fr. 因此, 若 忆 存在 , 则 在 等 价 的 意义 下 它 的 Hal 多 项 式 只 可 能 
是 (15.2.27)。 容 易 验 证 ，(15.2.27) 确 是 一 个 {21,5,1)- 循 环 设计 
的 Hall SHR. ALL, (21,5, 1)-BRERBESHAR Y FE 

唯一 的 ,县 为 


{3,6,7,12,14}, 
NE. 

这 里 介绍 的 方法 的 局 限 性 较 大 且 较 麻烦 ， 因 为 此 靶 需 要 事先 
知道 , 对 一 切 dle, 5 一 上 一 4 在 2 次 分 图 域 RCL) 中 分 解 成 素 
理想 数 之 积 的 分 解 式 ， 对 较 大 且 一 般 的 # 值 ， 这 个 问题 本 身 就 很 
难 . Sb, MPR BE Oa) MO) 的 过 程 也 是 相当 麻烦 
的 . 而 县 这 种 方法 内 能 逐个 地 构造 出 所 需 的 循环 差 案 ， 从 而 浙 定 
其 存在 性 最 然 在 特定 的 一 些 场 含 这 个 方法 是 有 用 的 ， 但 人 们 还 
ERRERA RRIKA HARER FEDRA A 
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方法 可 以 成 批 地 断定 哪些 参数 的 循环 差 集 存在 , 而 515.4 38 22 71 
绍 的 方法 可 以 把 一 些 循环 差 集成 批 地 构造 出 来 ， . 


315.3. 循环 设计 的 构造 方法 三 


设 上 是 一 个 素数 ,。 RE— IHE, q =P, H GF(9) 是 其 
有 8 个 元 的 有 限 域 . 把 GF(9) 上 的 一 个 《m 十 1)- 维 向 量 
x tt t aX) 22 D 
叫 杖 一 个 点 ， 如 果 对 一 切 6 0, bE GFC), (m + 1)- 维 向 量 
T bar = (bzpsbämas bn, bao) 
都 表示 同一 点 。 FS AREAS AATA RR ik Fer GF(4) 
Lim SEES, i039 PGm, q) 或 PGAFe), 有 时 也 殷 
PG, (Fe) PRPS MAA BK PGC Fa) 的 向 量 。 如 果 yo 
stt WEI +I PE GF49) 上 线性 无 关 的 向 量 , 则 把 由 一 切 向 量 
By; t bp aya Hos by ys, (15.3.1) 
E GF(4) Crs bratt t 58:58) 70 
所 对 应 的 全 部 点 所 构成 的 集 叫做 PGC, 9) 的 一 个 / 维 子 空间 
因此 ,一 个 点 是 零 维 子 室 间 ，(m 一 1) 维 子 空间 又 叫做 超 平 商 . 
WMR Cemina C1360) 09 0, WEAR 
Empu 十 end oee E et E coxa — 0 (15.3.2) 
ARRIRA (taste tt xr). 所 对 应 的 点 组 成 一 个 超 平 
面 ; 反 过 来 .每 一 个 超 平 面 都 可 以 这 样 确定 ,县 关 2E GF(4),5 œ 0 
时 ， (6 tuat tt. sto) 和 (bens be. is eo) 确定 周一 个 超 平 
面 。 再 者 , 任 二 不 同 超 平 面 的 交 是 一 个 m 一 2 维 于 空间 . 
因为 CF(g) 上 的 m+ 1 APSR RAP E 47" — 1, 而 
PG(m,q) 中 每 一 点 对 应 于 9 一 1 SALA PG(m,g) 中 点 的 
总 数 是 


girl (15.3.3) 


由 (15.3.2) 可 知 , 这 也 是 PGtm,q) MBER. 0153.1) 
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"DR TEC 3:3) mh 1 所 得 到 的 UM 就 是 任 一 LETS 
间 中 点 的 个 数 ， 特 别 地 ,对 于 由 二 不 同 超 平面 的 交 所 确定 的 m--2 
维 子 空间 ， 其 中 点 的 个 数 是 PE 

Singer?! 于 1938 年 证 明了 


定理 15.3.1. 48 PG(m,4) 中 的 点 作为 元 ， 全 体 超 平面 作为 


青 者 ,这 个 设计 是 循环 的 ,天 而 每 一 超 平面 上 点 组 成 一 个 (v ,4)- 
ERER., 

证 明 . 因为 PG(m.4) HRGA E”, BERBERS A 
个 点 , 任 二 不 同 的 超 平 面 的 交 是 一 个 m 一 2 EY, a 个 点 ， 
所 以 ,由 对 称 设 计 的 等 价 定 交 13.1.1 知 , 全 体 超 平面 组 成 的 集 确 为 
一 个 (wv 不 ,24)- 对 称 设计 | 

CIBO ER APL A. 

由 有 限 域 的 知识 可 知 ， 存在 GF) EBU—h m 十 1 次 本 原 
多 项 式 , 记 为 

fO) = x"! cae" ert es 
添加 fO 的 一 个 根 < 于 GF(g) MERIT RERA 9"? 个 元 
RAP. GF(ZU. He 是 GF(47") RRR, A - 


a" i um eg — es — e — e, 


RE- (0s is qnt — 2) 都 可 写 为 

a! eua" e s e eum de ess (estat aereo) Se 0, (15.3.4) 
MME GPCq) EB m + 1 维 非 零 向 量 相 对 应 ， 因 为 we” 
= Lot 是 方程 * 汪 一 工 的 根 : 即 a € GEC) ik a € GFC) 
对 任何 整数 /成立 , 因 此, 对 固定 的 i RHEE 7, oF 和 atti? 所 对 应 
的 向 量 对 应 于 PG(mmw，9) 中 的 同一 点 。 这 样 一 来 ,可 以 用 oo, 
"0 来 表示 PG(m,，q) HAO, RB RENE ef 20,8. 

x MER ST m 如下: 


* 1384 


of — alt, 
a:f (15.3.5) 
SQ — 0, 
H7015.3.4) 41, o Bil 
(emr€m-ts" tr 3E1360) — (esa Cagle fmt — Cm lms 
T: Ttt ga — modo 77 Cnt, 77 € med) » (15.3.6) 


(0,0,*--,0) — (0,0, -,0), 
由 (12.3.5) 知 5 把 PG(Cm,q) RARR PG(m,q) 的 点 , 且 是 ” 阶 
循环 的 ;由 (15.3.6) 知 了 把 任 一 子 空间 酉 成 一 个 同 维 子 空间 ， 攻 把 
ME TR AR SET, EEG, co 0, kE 


Com Com-i "fon Cw 


Pim Cise-1" Fit Cw 


Elm Chai’ En em 
的 秩 为 1 十 工时 ,第 阵 
Co Canta Com- 7 Come m * ^ Cog Comey 


一 Co Pii — ÜfamÜCmttt6l eames 


*ORO€Á ACA 03 FOR O3 O2 8» o3 »om vÀ 3 8 4 ON ORO OA S 


— Elmi Climo 77 Clm! * "£p — Ciel 


BEH + 1, WEH EE-E. MERKEEN, H, 
cH,cH,--.07H 就 是 全 部 不 同 的 超 平面 。， 如 果 其 中 有 两 个 相 
Al. MoH = UH, 这 里 jy; BS OR cy WRD 
CR. dU dH =H, WAM, Bb pee, 
记 > 一 了 一 六 于 是 of 间 定 超 平面 A, CH, Be Be 
o Fie 代表 同一 点 的 最 小 正 蓝 娄 .于 是 ,wo — 1) — 0. Br 
以 上 是 使 “被 "整除 的 最 小 正 整 数 ， 由 于 * 是 个 定数 , dx oc 也 是 
个 定数 ,因而 它 不 随 总 中 元 的 选择 而 改变 ， 这 就 是 说 , H AR 
范 可 以 分 成 两 两 处 交 的 着 千 组 ， 每 组 中 元 的 个 数 为 !。 HEER 
tlh. A elis. ots, ik ged(v 2) > 1. AER L| E ESAT 

ged(v ,&) > 1, (15.3.7) 
(HE, sgk = 1, XX 53 (15.3.7) 矛盾 。 这 一 矛盾 就 证 明了 前 夯 
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所 作 “oH = H, 0m peg ecd" PARRY, AME 
PPADS BT ESA. du BRI AE 15.3.5) 40. 8i — 
平面 所 含 诸 点 aio, ok ATA RR a1, :44 组 成 一 个 Z, 
LAN, 4,4) MER. TERE. 

A deux T EEE A eR EGS BE, RS 
构造 它们 还 得 逐个 好 进行 . 下 面 来 看 两 个 利用 该 定理 构造 循环 差 
MBIT. 

15.3.1. 在 不 知 例 15.1.2 和 例 15.2.1 的 情况 下 , 263€ C21, 
5,1)- 效 环 姜 集 的 存在 性 ; 若 存 在 , 试 构造 出 一 个 来 ， 

解 . 因为 

21 一 Gy al, 5 = Gy 一 1， ] 一 val > 
2 1] 22—] 25 一 上 
故 由 定理 15.2.1, (21,5,1)- 循 环 差 集 是 存在 的 ， 

取 g= 27, m= 2, 现在 来 求 PGQ,2) 的 一 个 超 平面 . 

记 GF(2) 的 四 个 元 素 为 0 1, B. B +1, 这 里 0 为 GF(2) 
BFE, 1 AAT, eB xt be +l = 0 E GEP) RER, S 
38 GRO) 工 的 三 次 方程 

f(x) = ax + pelt fx +f, (15.3.8) 
如 果 f(x》 在 GRX) 土 可 约 , 则 它 至 少 有 一 个 一 次 因 式 ,也 就 是 
说 ，GF(2) 中 至 少 一 个 元 为 【15.3.8) 的 根 。 但 是 简单 的 计算 给 
di 


KD — 83€ 0, (D) - 1 - 8 3€ 0, 
Hs) = pC + 8B) 29, 
f + B) = KG) = gO + 8) 3€ 0, 
ATLL, 1G) 是 GR) 上 的 一 个 三 次 不 可 约 多 项 式 . 由 下 而 的 
没 计 知 f(z) 是 本 原 的 。 设 fCx) EGF) 中 的 一 个 根 为 s, 则 有 
l=}, 
o=a, 
oi a. 
a e s+ fat dal, 
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P= (84+ 1) tetë, 
=g tat (Bor iw, 

do d od- (f+ Ba, 

d =at (B4 de, 
e= | + æ, 

a) 7m at a, 

a" = 5 + go + (st ler’, 

a! = | + (8 + lat t+ 1)’, 
a? = | + ge, . 
aU = (8 + 1) + pa t+ (gor le’, 
a^ = ] + ga + (8 + je, 

a — 4 (se + ie’, 

a =l] + of, 

a? = 8 + (P + lat se’, 

z" == (8 + 1) +, 

x = (p + Data’, 

xP = P+ 8a, 


x?! — np» 


(15.3.9) 


其 中 oa = na! cac co 代表 PG(2,2) 中 的 一 点 ， 其 开标 为 
【ceayclsco])。 在 超 平 面 c 一 0 上 的 点 为 oe, 所以, 10, 
1,6,8,18) (mod21) f € —7- (21,5, 0-838206 E, WE. 

例 15.3.2。 253€(63,31,15)- AARRE. BE, 试 


构造 出 一 个 来 ， 
M. D$ 
$5 ll LEN * 一 
(3-2 —l, 3-251, 5-77, 
2-—1 2—1 2—1 


收 由 定理 15.2.1 41,(63,35, 15 ) - E ER OE E RE p ER, 
不 难 验 证 ,多 项 式 . 
f(x) =e tet] 


(15.3.10) 


是 GF) ER -TbARS OH, ihe E fC) 在 GEOP) 中 的 
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一 个 概 ， 由 人 《15.3.10)， 


é=] +, (15.3.11) 


ci — a; + ba + co + di F e + f, (15.3.12) 
BEDS e..b.cudsshtGFO), gdi(is3131)815.3.12) 8. 
al — ft fb aa + bo? H- cio + dia! + ex, 
tts e, + Cei + fat Cf + aja! + bof 
+ ct + die, 
Et — d; + (dit cija t Ce; + fa? 
+ + ae + ba + cuo, 
ott — c, + (e; H- dija + (d; + ejo 
+ Ce; + fe + 4+ aja! + buo, 
q 5 = b+ (5; beat (c; + dpe 
(d; + eje + Cei + fo + Cf; + aja’, 
aft = (f; bas) +f + a; + bija + (5; + e) 
+ (e: + dije + d; + eij + Ce; + fe, 
RLA k ZARARA: 
fira = e; d duck. (15.3.13) 
据 此 递归 关系 式 和 初始 值 
f= h = h 一 hf =), f, =], 
即 可 算出 全 部 AO «D: 062) AYE: 
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 IO 11 {2 413 14 15 16 
ji 000.20 0 tO 0 0 8B Li Boots 


i 17 18 19 20 21 22 22 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 


fi 100 tt 11 101002060113 400 
i 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 
f 10010157 01! 1109 1100 1 
í 51 32 53 34 55 36 57 58 59 60 61 62 

(15.3.14) 
f 10 10 010 11 P1 1 1 
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A #20 15.3.14) HD Ad, EE PG(S,2) 中 的 点 of AM RR LOS 
Gs Bis Cis dine; fi) WEED f = 0 LR o ARAR Zo 上 
的 一 个 (63,31,15)- 人 循环 差 集 ; 
{0,1,2,3,4,6,7,8,9.12,13,14,16,18, 19, 24,26, 27, 
28,32, 33,35,36,38,41,45,48,49,52,54,56} ( mad63), 
ME. 
递归 关系 (15.3.13) 可 以 写成 
一 及 二 
碍 此 可 以 看 出 , 它 的 诸 系 交 正 好 是 关系 式 415.3.11) mm e BB 
的 对 应 系数 
d -0-o6--0-oc-F0-o-rFO-c-rl-edci:dw, 
这 里 有 一 简单 方法 导出 一 个 关于 此 递归 关系 的 一 般 性 结果 ， 今 列 
在 下 面 以 供 使 用 。 
引 理 15.3.1. 若 a ERF LORISHA 
f(x) = —x"' E c,x? 4- uar mt doc de nux d e (15.3.15) 
NR. Bid 
E = biat" Bm Bae + bio, 
则 对 任 一 因 定 的 (0 <1 < om) ,都 有 递归 关系 
bitmi © Cuba nup F Emibitm tt coto de ebay + cobi, 
(15.3.16) 


证 明 . dg (15.3.159 
go NS cial, (15.3.17) 


Om Paus 


今 考 虑 和 SY cos, Bb can 一 一 1. 一 方面 ,由 (15.4.17)， 


djs] 


A 
D eg —- SY cj = 0; (053.18) 
jer bm gf 一 fm 十 | ` 
另 一 方面 ， 
5 cj 0 = M Lr 5 bya! 
iia i pate] rui tet i oat am 
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- x( 5 bets a. (15.3.19) 


Se peer espe tat 


出 (15.3.15) 的 不 可 约 性 ,以 及 (15.3.18) 和 {15.3.19) 得 
bici. = 0, 
iR jgid] 
此 即 (15.3.16)， 证 毕 . 

由 定理 15.3.1 可 知 ,两 个 不 同 的 超 平面 所 对 应 的 循环 其 集 ,其 
-ERBER MIRREN Ro 出 发 ,而 是 从 另 一 原 根 wf 出 
发 ， 则 焉 时 所 得 的 循环 差 集 (mod s) 只 是 原 得 的 循环 姜 集 (mad e) 
的 售 , 这 里 是! 的 逆 (modv)， 这 是 因为 ,由 of BRAS C 
存在 合 一 (modre). Bü coe SEE PG{m,q) 中 的 点 

,os so 
组 成 ,那么 以 w 为 原 祖 出 发 作出 的 差 集 就 由 点 
Cal 8 Cat REEERE C D i 
组 成 ,用 Z. 上 的 元 窟 出 ,前 者 和 后 者 分 罚 为 
Dz1a,0m,:-:,a4 f (mod), 


fD = [ratda see sf'a,}{mod v), 
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Tr 9| 15.1.1 所 构造 的 (7,3,1)- 循 环 差 集 
{1,2,4}{mod 7) (15.4.1) 

中 , 诸 元 1,2,4 是 mod 7 的 全 部 非 零 二 次 剩余 。 这 是 因为 3 是 7 
的 原 根 , Tu 3° = 2(mod 7), 1933 年 ,Paley 中 证 明了 一 个 一 般 性 的 
结果 ,由 它 可 知 , 象 (15.4.1) 这 样 的 循环 差 集 的 存在 并 非 帆 然 . 

Paley 的 结果 是 ， 

定 弄 15.4.1. 8 o = 4 — 1 是 一 个 素数 ， WS, mole 的 全 
部 非 零 二 次 剩余 组 成 的 集 DD 是 一 个 (41 1,27: — 1,1 一 D- t5 
证 明 ， 因 一 1 Adee S HR (mod) MA a, ae D E a% 
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a,(modv) bj, a, — 2, a, — a tH RED R, EE 
ARR (mod o). QUE 
4; — a; = a (mod v) (15.4.2) 

是 平方 剩余 ， be O,s(mods), 5 RÉ5—5ETE SR] x, Mil ER 
a (mod v) APSR AH a'h, aha, a téalmod v) 都 是 平方 
Fla. rH(C15.4.2588 

a ‘ba, — aba, =E aba = b Eg 0 (mod v), (15.4.3) 
(15.428 (154.3) 说 明了 , 任 二 非 零 平方 剩余 表 为 二 个 平方 剩余 
EA 2 UB E BS RAE , 暂 记 这 个 数 为 妨 . 把 (45.4.2) 和 (15,4.3) 
FA) BA] fee] RE — 1, 83 

a, — @, = —a 5 Ü( mod v), 
a^! ba, — a ba, = —b 35 O( mod v). 
这 两 式 说 明了 ， 任 二 平方 非 剩 余 表 为 二 个 平方 剩余 的 差 的 表示 水 
的 个 数 相同 ， 且 这 个 个 数 等 于 4。 因此， 五 确 是 一 个 〈4# 一 1， 
2: — 1,2,)- EAE. 由 
Rige —2) = (2: — 19022 — 2) 

1i 1,—.— 1, 证 毕 . 

该 定理 给 出 的 设计 是 一 类 Hadamard 设计 (4 @ 811.4 Hy, 
$16.1), 

Moe 2 峙 ,这 个 定理 就 给 出 (7,3,1)- 循 环 设 计 (15.4.1. 

内 这 个 定理 自然 产生 一 个 想法 : XUT ri f DOR Ss (mod v) 所 
组 成 的 集合 。 情 形 会 怎样 呢 ? 它们 能 理 成 为 一 个 循环 姜 集 呢 ? 对 
于 这 个 加 题 的 研究 导出 了 构造 一 系列 与 历次 莘 余 有 关 的 循环 差 集 
的 方法 和 结 虹 , 这 就 是 本 节 要 介绍 的 主要 内 容 ， 

Ws 是 一 个 奇 素数 .现在 来 说 明 ESO ES m eT s (mod v) 
有 关 的 循环 差 集 于， 可 以 内 限于 wm 是 v 一 工 的 因数 的 情形 、 如 时 
入 不 是 > 一 1 的 因数 , 记 m. 一 ged(m v — 1), Wm, XE m AR, 
bg 是 ”的 一 个 原 根 . Pak 

g" = g'"(mod v) (15.4.4) 
对 某 一 整数 x 成 立 的 充 要 和 条件 是 
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m, = xm(mod{e -— 1)) (13.4.3) 
对 = 成 立 , 而 人 (15.4.5) 有 解 * (9 35 EAS UE E 
gcd(e — l,m) fen, (15.4.6) 
FH (15.4.6) ERIA — ESC RE AA x GB (15.4.4) 成 立 ， 亦 即 一 个 
m RiR Eemia. Bek, —h RHR ER 
个 m RINE: 


g" = (gn ym (mod v). 
因此 , 令 后 在 考虑 与 名次 剩余 (mod +) 有 关 的 循环 差 集 时 :总 假定 
mi(v 一 1)， 因 而 对 某 一 整数 ,有 


v= mj 4- 1l. (15.4.7) 
1E 25 YE E m (RR Ae (mod v) AEA SIE IST BU A) 
ie BENE RAM Cee. 


Be e EXE BAC 15.4.7 ) BS ORIG, ge v ESI BUR. do 
C, z [gos xs f —ij)(mode),0s i m — 1, (15.48) 
BEI Bt ay ATR, BR UBT PR 29 23 BEC 1020. 0,4). ETT 


a) + 1 = a4 (mod v), a1€ C:,4,€ C, (15.4.9) 
的 解 Cenaa) 的 个 数 , 亦 即 方程 
gett + 1 = gm (mod »), (15.4.10) 
Ox xrx,ysfí—l 
Gr DAJT 总 共有 m 个 分 图 数 
(,5),, Ol AE ml, 
关于 分 贺 数 的 性 质 , 有 
517 15.4.1, 
GR), = Am, HLT A mmodo), (15.4.11) 
(i, h)a = (m — tl, k — D), (15.4.12) 


CAD a> & 21, 
一 (1+ mau 2), 着 ay, (15413) 


Sa, We mi sis (15.4.14) 


EU 
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L, Gf = 0(mod n) B. 2|f, 
这 里 s= 或 ?二 了 (mod m) H 241, 
0, Hm. 
CA, = (luu, (15.4.13) 
这 里 U, 4), BEF g = gtmodv) 定 光 出 的 分 圆 数 ，* A 
v— La, 
WEAR. 《15.4,11) 和 (415.4.15) 是 分 画 数 的 定 交 的 直接 推论 ， 
方程 (15.4.10) 的 两 节 同 蒋 以 ett? 的 道 (mod v) 得 
H + gn-rrtim-b = gmty a ttm rand (mad v), 


SU 15.4.12), 


因为 8 ERR ie 
aa [ e298 211, 
gt #i 2f, 
Jj 8C 15.4.10) 8] EIL dS 26 
—gmieà l= — em ti mod r). (15.4.17) 
当 2|f 时 ,由 {15.4.16) 知 (15.4.17) 即 
QUO we EHI nod e); 


当 2f IY, C15.4.17 BD 


m{y+ 1e (^) m(er£zt (ue 


g ti=g 
WA 15.4.13), 
(15.4.14) 左 节 的 和 是 C, PERO Kar BS I ES a tla 


OC mod s}, 77 ED 


Y mod v); 


a; == — l (mod v), (15.4.18) 
j (15.4.16). A], (15.4.18). 成 立 的 充 要 条 件 是 ， 当 ?217 时 ，! um 


0( modm); 34 24f 时 ,! = 7 (modm), Eb. (15.4.14) p 3r. MERE, 


SUEE E E-ME GERE UEBHA Eg m ORE (mode) EXER AE ER XE RE 
证 在 的 主要 条 件 ， 


定理 15.4.2, LARK e 一 mi +l, (I)e 的 外 次 独 作 组 成 
的 集 Cs 是 一 个 循环 差 集 的 充 要 条 件 是 
247 CMG 21m)， 
` Í — i m 
(0) = L— (o< < 二 ~ 1), (15.4.19) 
这 样 的 循环 差 集 的 参数 是 . 
(oka) = (vit, £L. (15.4.20) 
(2) v Kim RRA 0 给 成 的 集 CoU 10) JE— TERA REIR 
条 件 是 
2 村 (从 而 2] m), 
= —~fti/ m 
1+ (0,0), = (0,0), E (1 «1&7 1). 
f (15.4.21) 
REAM 28 SR OST ACE 
(e kà) 一 (ey + 1, £2). (15.4.22) 
OA. FE (1) 中 条 件 的 必要 性 。 如 果 C 是 一 个 循环 差 集 ， 


MER G6 中 的 元 的 个 数 是 1, 故 有 ay 一 1) — A — 1) Bil ami = 
Kf — 1)， 亦 即 


这 就 得 到 了 《15.4.20)。 对 任 一 固定 的 (0 1m — D, g I 
以 有 4 一 二 + 种 方式 表 成 Co 中 二 元 之 差 ; 


glmg"— g^ (nod v). (15.4.23) 
这 就 是 说 ,方程 (15.4.23) 有 2 个 解 tx,y)，, 亦 即 方程 
gr M ap] = git P (mod v) (15.4.24) 


有 7 个 解 (y,x 一 y). BAH, (15.424) ER U0, 
Arid 
1985 


0,0), = i-i (0s s m—1) 
Bii C15.4.19) p xz , Sm 8 217, 则 由 (15.4.16) 知 ,一 ! RE —" m vcl 
fie AN (—1)€, = Cos 改 一 1 BREE Ca 的 乘 数 ， 此 与 定理 
14.3.5 了 矛盾， 这 就 证 明了 (1) 中 条 件 的 必要 性 . 
现在 来 证 (1) 中 条 件 的 充分 性 ， 因 241.21 m , EE ER C15. 4.13200 


(1 + 2,0) - (o 7, (ie m)ez) 
2' In 1”、 2 2/n 


-(i- 2) m5 A) =U. 
-L— (ogi <21), (154.25) 


因 市 


q,9, -一 一 (0x 1X m—1) 


531—3j i8, X EEXXISISEBU ;(O s pf — 1) 4I I0 P m— 
DAE 
grit! == gmt. g"" (mode) 


的 解 的 个 数 即 是 (15 0)v。 这 就 是 说 ， 对 任 一 “ 兰 gmody) ,都 有 
U, O)» 一 人 种 方法 表 成 Cs 中 二 数 之 差 (modv)。 因 此 ,Co 是 


一 个 循环 差 集 , 昌 其 参数 为 (15.4.20)， 这 就 证 明了 (1) 中 条 件 和 的 充 
分 性 ， 

现在 来 证 明 (2) 中 条 件 的 必要 性， 假设 CUl, 是 一 个 循环 
交集， 如 前 面 证 明 一 样 ,此 时 也 有 2 村 ,因而 一 1e Cp。 由 于 现在 


g™* — 0 = $"* (mode), (15.4.26) 


Q— g" = gm mg" (mede), — (1547) 


2199 


Mei at € C) E Co 10] 中 二 FZ, a d & Ca, C - 
RC DU. Omit aE Co W aE Cas Mh (15.4.26) 和 


015.4.27)》 知 ， 其 表 法 数 为 1+(0,0)。 或 1+(2,0) .这 样 一 来 ， 
(15.4.21) RE. 再 者 , 此 时 CULO} 有 f 十 1 个 元 , 故 由 
Mf) = G - DE Ri acm 2, 从 而 有 (15.4.22)， 这 就 证 肯 


了 (2) 中 条 和 件 的 必要 性 . 
至 于 (2) 中 条 件 的 充分 性 ,只 要 注意 到 (15.4.25) 中 已 有 


(: um) = (1,0), (Os Pez m — 10) 
就 够 了 ， 因 为 由 此 可 知 


m 
= —,0) —((,0), 
1+ (0,0), I+ (20), (7,0) 
(iim 2). 


至 此 ,定理 的 结论 已 全 部 证 毕 . 

Xd m B8 Reds f, o ER S E EUR VEA RUE G, On ,那么 就 能 用 
x T ERAGE m vi GE Ze CER RAE m 次 剩余 和 0 所 组 成 的 集 
EEO MERAR. HABIT, WAI RBM ER 2E OU m 
次 剩余 差 集 , 称 后 一 类 型 的 循环 差 集 为 m 次 剩余 添 零 差 集 . 

证 面 的 定理 就 是 应 用 定理 15.4.2 来 定 出 一 些 m 次 剩余 差 集 和 
GIA ILIGELTEIT E R 

EA 15.4.3, (1) 4 v= 4 — 1 是 不 素数 时 ， 在 在 "的 二 次 
Bex. — 

(2) 4 v= Ax? 十 1(24x). 是 个 素数 时 ， 存 在 * 的 四 次 剩余 
xd, 

(3) Àj v = Ax! + 9(2/x). ETRA, E v RS 
ETZE, 

(4) 4 o = 8a! + 1 = 646? + 9(2422). 是 个 素数 时 ,存在 。 
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的 八 次 剩余 差 集 . 
(5) Mj v» = 8a! + 49 = 648? + 441(242,2| 5). 是 个 素数 时 ， 
TRAE v UAM GARE SEES. l 
证 明 . (1) 此 时 m=2, e— 4t— 1, M feul 是 个 
奇数 。 青 者 ,由 (15.4.25) 的 前 部 分 ,有 
(1,1), = (1,0) = (0,0), — (15.4.28) 
且 由 (15.4.14), 有 
(1,0); + (1,1; =f—1, 


KEC, 0) = -一 l PREE 15.4.2 的 (1) 的 条 件 满足 , 故 存在 


v HJ RR 
(2) Ej m — 4, 2 村 时 ,分 图 数 有 以 下 性 质 : 


(0, 0) = (0+ 4,04 i) = (2,2). 


(2,2) = (—2,2 — 2. = (2,0)5 

(0,1), = (142,042) = (3,2), 

(3,2), = (— 3,2 — 3) = (1,3)5 

(1,2) = (2 + 2,1 +2} = (0,3), (15.4.29) 
(1,2. = (—1,2 I. = (3,1; 

(1,0), = (—1,0— 1)h = (3,3), 

(1,0), = (0 +2,1 +2), — (2,34: 

(02,3), = (—2,3 — 2. = (2,1), 

(2,1), = (1 + 2,2 + 24, = (3,0), 

(3,0) = (—3,0— 3. = (1,1), 

利用 这 些许 质 ,可 以 由 (15.4.14) 得 出 三 个 彼此 独立 的 关系 式 : 


(8,0), + (1,0, = i, 


3(1,0), — (0,2), = IL (15.4.30) 


33 os 2 f-1., i 
Osr (D £5 (E + (0, 2). 
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TRHPHEHB, v = 4c + yy = 1(mod4)) 且 2 时 ,有 

y = 2£—1— 8(1,0),, 

x= (0,2) — (0,1), 
xc E Li REO UE HH Pe ME 硕 较 多 篇 幅 , 这 里 从 略 ; 有 兴趣 的 读者 可 以 
£3 Hall[f 4]。 由 (15.4.30) 和 (15.4.31) 和 目 闽 用 (15.4.29) 便 可 得 


(0,0), = (2,2), = (2,0), = TZ — 7-4 2y), 


(15.4.31) 


(0,1), = (1,3 = (3,2). = ue db 2y — 82), 
| (15.4.32) 


(1,2), = (0,3), = (3,1. 一 "t + 1+ 2y +82), 


1 
(0,23, 一 ie *t1— 6y), 


(1,0), = Clik = (2,1) = (2,3 = (3,0) 
1 — 
(3,3) mu 3 — 2y), 


于 是 ,条 件 (15.4.19) 成 立 , 当 且 仅 当 
s—70^-2y—9—3—42y, 
Bü y = L,3RB v — 407 1. 此 时 f= e, k 2px. IXWDUEHRT 
(2). | 
(3) 由 (15.4.32) 4 [EC 15.4.2 DR VE 4 AAR H 
r+ 2y tO =v —3—2y, 
HU y = —3,8 v — 4x! +9, CER f x02. WE bx. 这 就 
证 明了 (3). 
(4) 和 (5) 由 于 严 一 8 时 分 圆 数 的 确定 较 复 杂 , 需 很 多 篇 幅 ， 
MOX HANE. 有 兴趣 的 读者 可 参看 Lebmer[3]. 
定理 证 毕 . 
该 定理 的 (1) 中 的 结果 就 是 定理 15.4.1, 所 以 可 以 把 这 里 的 证 
明 视 为 定理 15.4.1 的 别 证 ,这些 循环 差 集 的 参数 很 易 扒 出， 它们 


4r alee 


2023 + 


(3) (0, 5,3) = (41 — 1,22 — 1, 1}, 
2 ;x-—1 
O) Gk) = (4 ete 7), 


M 


" 
G) G2) = (4 +9, + 3,224 


(4) CRAS = (82? + 1,25 b}, 


(5) (r,R,À) = (Ba? + 49 ,a? -- 7,8? +7), 


下 后 给 出 定理 15.4.3 PEE AE ERU ERU DIET. 
例 15.4.1. 直面 的 诸 循 环 差 集 分 别 为 定理 15.4.3 的 CD 765) 


所 肯定 : 


(1) (19,9,4)- 1855 He 1,4,556,7,9,11,16,17} (mod19), 
(2) (37,9, 2)-d& 96283. £1, 7, 9, 10, 12, 16, 26, 33, 34] 


(mod37}, 
(3) (13,4,1)- Se E E {0,1,3,9}(mod13), 


(4) (73, 9, D-M Æ Æ (1, 2,4,8, 16, 32, 37, 55, 64] 


(mod73), 


(5) (26041, 3256, 407) - Q8 E EE uf OO 和 素数 26041 的 八 


次 剩余 组 成 . 


工作 .已 被 计算 的 分 圆 数 及 其 出 处 列 出 如 个 : 
m € 12 46 人 Dickson 7 ， 
m = 8(LehmerP!, 
m = lü(Whireman?) , 
m = 12(Whiteman™), 
m = i4(Muskat!), 
m = 16(Whiteman™), 
m = 18( Baumert 和 Fredricken™), 
m = 20( Muskat 和 Whiteman}, 


由 定理 15.4.2 可 知 ， 决 定 分 赔 数 对 构造 循环 差 染 是 很 重要 的 


(15.4.33) 


IRURE EP RUBUS YE. CUR E E RMA 
SEROMA £e m RRA, NEE AB RRR 
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REZE, AE om = 6,10,12,14,18: LLB m = 16, [H2 RÆ r 
的 八 次 剩余 ; m= 20, 但 5 不 是 ?的 四 次 剩余 。 不 存在 二 次 剩余 
RPE- PERH (15.4.28) AE (15.4.21) 不 满足 而 推 
H. ont 二 6 WSR AE UL Lehmec[ 1], m 一 10,12,14,16,18,20 的 结 
分 别 风 (15.4.33) 中 所 引 的 文献 ， 

filix E29 AE LAE ECT m DOLES C m RRR SS SE 
C,UÍ0j. RAHA C; IOTER BEI SER BTE 2E RE? 下 面 
转 而 讨论 这 个 问题 。 

首先 证 明 一 个 用 的 引 理 . 1 

引 理 15.4.2, ib v =mi 十 1 是 一 个 奇 素数 ，8 是 "的 一 个 
WTEC; 是 由 (15.3.8) 确 定 的 集 。 如 果 

Cy, UC, Ue UC (15.4.34) 


或 
{OFU C4, UCh U U Ca (15.4.35) 

Ji (E ER 2I, IEEE mR RERE, H. 217. 

WEBS, A eC, = C;( mode) , 3 g" dé B ERE 88 (15.4.34) 
uk (15.4.35) OREM, 

án3 247, BBA (15.4.16), — E Æ e fep m RS, AEE 
(15.4.34) (BE (15.4.35 ) HRR, SEB 14.3.5 矛盾 ， 因 此, 24, 
证 毕 . 

引 理 15.4.3， 在 引 理 15.4.2 的 条 件 下 ,对 任意 整数 ;， 当 
(15.4.34) EKZER, 


Cy, +s UC, Pra) eU C urs (15.4.36) 
也 是 循环 差 棠 ; 当 (15.4.35) 是 循环 差 集 时 ， 
LO} UC UCg Ue U Carr (15.4.37) 


{hE PAPA RS A (15.4.36) 和 【《15.4.37) 4| E (15.4.34) 和 
(15.4.35) Sr, 
证 明 . 因 为 gcd(g"* v) — 1 
Cus U Cas oe U Cappe = got (C. LU Cg Ue UC) (node), 
{0} U Cu U C ue U ne U Cia, 
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= g "(OL U Cg UCLU- UC) (mode), 
因而 引 理 成 站， 证 毕 . 
引 理 15.4.4, ib o — mf 十 1 RÉTAEXH ONT. Mik 8 是 
v 的 一 个 原 根 . (15.4.34) NS EE 
hejh = r Jeya (13.4.38) 


这 里 
i i 
J: =>) >> Ch; — shi — s). 


(15.4.35) 4& — P BER 2E SERO TERES PE JE 
h= fim = Jais (15.4.39) 
这 里 


L3. GARE by = sh = s + > (mode), 


Jim Viet Vs 车 存在 h = s(modm) BA = s+ Ts (mod), 
但 不 同时 存在 两 者 ， 
Lh. XE. 
WB. 没 ze C， 是 一 个 固定 的 数 ， 方 程 
a—b=d(mods), a€ C,,, be Cy, 
的 解 的 个 数 即 方程 
7 gj em gm 4. 1 (mods) (15.4.40) 
的 解 的 个 数 ASD A IRURE CA; 一 "而 — See ER d 00 (15.4.34) 
HORZ EREN Js FE, (154.34) 成 为 一 个 循环 差 集 
的 充 要 条 件 是 


h= fimm ja. (15.4.41) 
553—733 ili , 
- : / rH m 
= (im st Be tE) 
, i 
-EEO-(- 34-9) 
æj jml 2 m" 


= jm. 
AHE, (15.4.34) 29 — 1 A HE SERO TEE AR PEE (15.438) 成 立 ， 
Z 表 为 (15.4.35) 中 二 数 之 着 的 表 法 个 数 是 方程 (15.4.40) 的 解 
RAE 


a — 0 = d (modr}, a€ Cy; (15.4.42) 
的 解 的 个 数 , 以 及 方程 
O— P ss d(modr), BE Cy, (15.4.43) 


的 解 的 个 数 这 三 者 之 和 ， 方程 (15.4,42) 有 解 的 充 要 条 件 是 局 二 
s(modm), 县 当 此 条 件 满 足 时 , 它 只 有 一 个 解 a= d(modr), AX 


m 


—le Cp ICT ER (15.4.4 3 TRIER TEE PF SE h; = z + stmodm), 


HERERERN, Bi RAP b = —d(mode), X, As 是 
一 个 固定 的 数 , 故 满足 A; = s(modm) 的 hj 最 多 一 个 ,满足 i= 


+ s(modm) 的 名 也 最 多 一 个 。 Alt, =P HB (5440), 


(15.5.42) 《15.4.43) 的 解数 之 和 副 为 定理 令 述 中 的 JF. ERE. 
由 于 形 如 (15.4.34) 30 (15.4.35) 的 循环 差 集 的 补差 党 分别 具 
《15.4.35) 和 (15.4.347) 的 形状 ， 故 从 5141 的 说 明 ,可 以 只 考虑 参数 


ket i) OURS (15.4.34) RI (05.4.35), 再 者 ,由 引 理 15.4.3, 还 


总 可 以 假定 在 (15.4.34) 和 (15.4.35) 中 。Ch = Co, 

现在 来 看 看 m 一 2 和 4 的 情形 ， | 

定理 15.4, Wb “ mi 十 | RÓRIAXUGXEIH. Vike 
Ee 的 一 个 原 根 ， 

(1) 当 普 一 2 时 ,参数 为 ,XX B k< 二 的 形 如 (15.4.34) 
$1(15.4.35 HARE RESON FRAL RARER, 

(2) m= 4, BBO v, kd H ke 二 的 形 如 (15.4.34) 
和 (15.4.35) 的 循环 差 集 在 等 价 意义 下 只 可 能 有 三 个 ， 四 次 剩余 差 
E Co PUR R RS SH CU (0), RARA CUC 
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证 明 . (1) A CU {0}4 > ALARA CoU {0}， 从 而 


在 等 价 的 意义 下 只 考虑 Co 即 可 .由 定理 15.4.3, 因为 
9 = 3(mod4), 
故 Co 确 为 二 次 剩余 差 集 ， 


(2) ESOWR XLT BMH RIAA Ez — 的 形 如 


da 


(15.4.34)381(15.4.35 ) GSES ER ap SB RE. Cos CoU £03, CU CS, 
CoU €... CoS RPK ZR EXE, CU (0) 是 全 体 四 次 剩余 
MSHA, GUC: 是 金 体 二 次 剩余 组 成 的 集 。 FRE Bd. 
CUC 不 可 能 成 为 一 个 循环 差 集 (mode), 

FAC 15.4.32) 40, 


J= (0,0), + (0,04 + (0,0 + (1, 1} = ura — 8x), 


A—C-1,—1) + (0,-1), + (71,0) + (0,0), 
1 
ig n T 12 + Be). 


Alt, Ac A HEARE 一 0. 然而 此 时 > y 不 是 一 个 
素数 .由 引 理 15.4.4 0 Jo œ AM, C4U C. 不 可 能 成 为 一 个 循环 
FE (mode), 证 毕 . 

4m —= 6 和 10 时 的 情形 已 分 别 由 Hall? 和 Hayashi"! 所 研 

这 里 的 方法 可 以 往 两 个 方向 发 展 ， 第 一 ,如 果 v 不 是 素数 ,而 
是 一 个 案 数 的 方 和 Pr 时 ,因为 有 限 域 GFU) ARE, Kaya 
些 类 似 的 结果 SRI, GFO 的 加 群 不 再 基 个 循环 群 。 夫 而 一 
ATA ROR HH Tt S.A SARS, 
BE SIFFS RATE, ATTA RRA ER ERY 
构造 方法 ， 有 关 这 一 问题 将 在 $15.6 中 作 些 介绍 ， Bo. Re 
TERA MEAT BRE RM? Ald 之 积 ,此 时 对 o 就 没有 原 根 
可 供 利用 .但 是 ,利用 和 9 的 公共 原 根 的 一 些 结 时 , 仍 能 构造 出 
一 类 型 循环 差 集 来 。 有关 这 一 问题 的 研究 就 基 下 节 的 内 容 . 
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§15.5 ”循环 设计 的 构造 方法 五 


正如 上 节 未 所 说 ,本 节 将 讨论 e — Pa 时 循环 差 集 (modi) 
构造 方法 ,这 里 如 和 9 FeO RT ERK. BTL IML, [al $15.4 的 
情形 一 样 ， 类 似 于 分 圆 数 的 一 种 数 将 在 这 个 问 蚌 中 起 着 重要 的 作 
用 ， 

在 下 面 的 讨论 中 ， 者 无 特殊 说 明 ， 各 和 4 E R Ft x. 
vc pa, 8 代表? 和 9 的 一 个 公共 原 根 ， 即 8# 既是 请 的 原 根 ,又 是 
9 的 原 根 。 这 样 的 # 的 存在 性 由 中 国 剩 余 定理 所 避 证 . 

首先 证 明 将 起 基本 作用 的 一 个 引 理 ， 

引 | 理 15.5.1, ig 


&d(p — 1,4 — 1) m, d= È (p— DG — 0, 
于 是 存在 整数 舍得 下 面 的 dm 个 整数 
gexe(0<sid—i;Si<im—1) (15.5.1) 


组 成 一 个 婚约 剩余 系 {modv). 
证 明 . h HRA EE, RAH 


x= g (madf), _ 
ME i Coney) (15.5.2) 
有 唯一 解 (mods); ARRA 
y = 1 (modp), 
15.5.3 
be g (mod) ( ) 


AWE—FR y(mode). 对 这 样 的 * 和 7 有 xy = e(madp), xy = 
g(modq), d 
xy = g (mods), (15.5.4) 
因为 8 APR RC modh) Æ P — 1, g 的 次 数 (modg) Æg — 1, Ke 
BER RK (mode) lem(p — 1,4 — 1) — d, 
Sl E SR TEAR , (15.5.2 89 x 可 以 充 作 (15.5.1) 中 的 * 而 满足 
要 求 . 由 于 (15.5.1) 中 的 数 有 md = (p — (a — 1) = pela) 
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^N BL A SERB TEAR X HE BOK — [8] A (node), MERHER mode 
WP HEEL BUSRUEUIT EE 6.6.6) 合 
gi = g'xmois), 
Dast rdl OS EIS ble y= 4,N, (13.5.3) 
亦 妈 要 证 明 , 若 
gx’ = l(modz),0 «5s d— 01,0 ix m-—1, (15.5.6) 
则 5 =: = 0, FCIS.5:4)X1(15.5.6028 
x/*'y' = ] (mode), 
从 而 由 (15.5.2) 和 (15.5.3) 得 
gi = 1 (modp), 
g = 1 (modg). 
B. (P-UIlG+s),f¢—1)|s, 从 而 
m|i, B i 0, (15.5.7) 
1815.5.7) fA (15.5.6) g = mode), Mit 
dis, Bl s— 0, 
WE, 

HF (15.5.2) 80 (15.5.3) 中 * d y, Re 414 ER hE 
称 性 IKTE (15.5.1) rHIB = 6 y, 该 引 理 的 结论 仍 真 。 这 就 说 明 
了 ,符合 条 件 的 * 不 一 定 是 唯一 的 ， 

基于 引 理 15.5.1, Whiteman 定义 广 分 故 数 如 下 。 对 引 理 
15.5.1 IR RS £ RI x, ic 

E;: ={g's'(mody)|0<s <a — 15, 0 = it<im— ly. 
PSB G.D. 是 方程 

a + i= b {modr), ac E;, be Ej 
BURR Ca b IPR LURBIDG S 
gixf +1 = g'xi(mods), OM s, d—1 
BYE (5,0) 的 个 数 ， 

VE m RU d 2951 3R 15.5.1 中 所 定义 的 数 , 且 P — 1 = mf, g — 
1 — mf. FH, 2\m, ed f) 1. XTI $2903. BUFR 
im. 
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Bim 15.5.2, 
《1) 存在 整数 * 合 : 

x” = g"{modv), s 3e 1, 0 tu d — 1, (15.5.8) 
(2) 


pce 车 lf, 
一 ] 二 (15.5.9) 


g'z? (mode), # 2Iff’, 
这 里 0 所 zs 之 dd 一 1 
{3) Gs)a — Pas Ez i=, j= f {modm ). {15.5.10) 
(4) (iste = (m — 4,1 — 1), 
Ci). A 2AF, 
= ， mo ë., Mm " (15.5.11) 
(i T. ie T) oeuf. 


O € un, TDUTI a, — (5512 


"ET m 


这 里 
1, # + = 0(modm) BH Hif, 
a= Bim (modm) H 21 六， 
0， 其 他 . 
(6) S 0 一 下 一 0 一切 一 1+ e, 
24 m 
这 里 


。 人 若 i 二 0(modm), 
0, 其他， 
TEAR, 因为 gede”, s) = 1, 故 由 3 引 理 15.5.1 知 ,存在 :,i 合 
x" = grmodr), OSs std — 1,0 s íi m — 1, 
由 此 得 
x77! = g'(mode), (15.5.13) 
+2106 


wei «is ml ME m—ism-— 1,8 x77 2€ (mode), 
从 布 mode BEA A (15.5.1) 中 的 二 个 不 同 的 数 xz” Re 
BER (mode) KORA STRERI 所 以 1 一 0, Bi 
= g’(mode), 
Ans = 1,80 x7 e (node), 则 与 (15.5.2) 的 第 二 式 矛盾 .这 就 
WEBH T (1), 
RH, Hy 


page E = (一 D = (—1)" = —1(modp), 
[p g = —l(modg), Aik g = —l(mode), 这 就 是 (15.5.9) 
的 第 一 式 ， | 


如 果 2f WAR SENE, HIVE 21f, [S ged(—1,v) = 1, 故 . 
As, i 
—1 = gr (modv), 
üs.sd—l;Q0sisml, (15.5.14) 
现在 来 证 明 : 00. 若 了 一 0， 则 由 (15.5.4) 知 ，5 >> 0， 一 1 = 


£'(mol Pp), —1 = g (mod 4). Mit s = 0( mod RD. s= 


o (mod 21) memor 二 )， 另 -方面 , ef = rot 


= l(mod 4). ERG HH i677 0. 因为 


er xt Zi oeli adm, 
]eg (mod r}, 
prm om <li «m, 


Ep r 和 zz 是 合 OSs, cd WATENE. 因此 必 有 
i 一 BIC2 MBiE, 

2 

(3) 审 的 结论 是 广 分 圆 数 的 定义 的 直接 推论 ， 


(4) 中 的 结论 可 由 (15.5.9) 时 出 ,其 推理 过 程 与 由 (15.4.16) 导 
出 (15.4.13) 的 过 程 完全 类 似 ， 


Mc 


现在 来 证 明 (5). (15.5.12). 左 节 的 和 ， 是 对 国定 的 i， 形 如 
gxi tl A à (mode) 的 数 的 个 数 ， 形 如 ee 十 1 的 数 共 有 4 
个 , 设 其 中 有 NN, 个 是 v 的 倍数 ,有 No 个 是 ?的 倍数 ， 有 Ns 个 是 
9 的 倍数 .于 是 由 容 友 原理， 


m—1 


D G, Ða =d — No Ns. N,. (15.5.15) 
1-6 


由 (15.5.9)， 
Ny = à. (15.5.16) 


因为 de (p 1)1$—7 udin) ct bed 4—1] 


时 ， ET 
W — 1(mod?), 因此 ， 
Ne 一 2 一 工 (15.5.17) 
n 
H, | 
N, = B. (15.5.18) 
32(15.5.16) — (15.5.18) 4A (15.5.15) (848 (15.5.12), 
现在 来 证 明 (5)， 由 (15.5.12), 当 2HT' AT A 
Sse = Y Ga = CONG DT 9, 
#=9 oe : 
l (15.5.19) 
ix 
-[" Fi = 0(modm), 
“ lo, Jet. 
当 2l A 
m-] Hu m-1 . m 
25 00» x + i+ 2) 
= St + HD 
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-LGQ-200—-72)—-1.8, (15.5.20) 


ix IB 


ag m 
1, gii E = z moda), 


0, 其他. 


由 于 og —8, g (15.5.19) $1(15.5.20) Hd] EI 86 — BH (15.5.12), 
这 就 证 明了 (6)， 定 理 证 毕 . 
Whiteman” 利用 广 分 圆 数 研究 了 下 列 诸 数 
l.g,g.- “ ed 2 -. {P - 1)4 (15.5.21) 
组 成 一 个 循环 差 集 的 条 件 ，{15.5.21) 的 前 4 个 数 所 组 成 的 集 就 是 
E。， 今 把 后 加 个 数组 成 的 集 记 为 D, 则 (15.5.21) 中 诸 数 组 成 的 集 
就 是 EUO. 
为 了 检验 LUO 是 否 成 为 一 个 循环 莹 集 ， 须 沽 患 方程 
y — z = mw(mode) (15.5.22) 
& YZE E,UG 的 解 (yaz) 的 个 数 . 
aJI 15.5.3，(1) 设 ww 是 一 个 固定 的 数 且 ote, BA, 方程 
(15.5.22) 合 条 件 ye Ey, ze O 的 解 (y,3) 的 个 数 是 二. 
(2) ie SER Pl, qw. WADE (15.5.22) 
ARIE yze E, 的 解 (ye) fae (0-10). 
(3) 设 w* 是 一 个 固定 的 数 且 寻 w,91w， 那么 ,方程 (15.5.22) 
ARIE yee E, OBO ,z) 的 个 数 是 LC = Lom 


. (1) 设 1 是 [o — 1] 中 一 数 ,由 于 8 是 4 的 
Bil, 而 abe. 故 在 [i(4 — 1),/(4 一 1) r4 —2] 中 恰 有 一 数 


; 合 
g = w (modg), 
因此 , 恰 有 一 数 i 合 
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gm w=Zig(modeq), 0 s i s £ — 1. 
这 就 是 说 ,对 每 一 个 1 (5522) f& OA ve Enee, 


今 上 的 个 数 是 PO 155.2208 ye Ese Q 的 解 (y,z) 的 


nm 


个 数 是 上 二 一 
gi — gt = w (mode), (15.5.23) 
M4 p| m Rt, HA (15.5.23) (B. gf — g' = mode), M(P — DIG — 
SMILIES ES 
t= d(p—10)-cs. 

代 此 :人 (15.5.22) ,得 

: gegt) — 1) = w (mode), (15,5.24) 
因 w ae OCmods), ae i KEH OO (mod ki - i \. 对 人 尾 一 


ic j, £L - 1|, 
1 


都 从 有 一 个 * 合 
g'(g?7P — 1) = w(modq), (15.5.25) 
sé [Kg — 1), — 1) +g 2]. 

由 于 (15.5.24). pL SEES e (15.5.25) gr. LBS NOS 


一 一, 故 (15.5.24) 的 解 (*: 门 的 个 数 是 
$—1 (i -1)-G-D00-1-. 


(3) AF e 和 4 在 问题 中 的 对 称 性 , 故 得 所 述 结 果 . 

引 理 至 此 证 毕 ， 

现在 来 证 明 有 关 EQUO 为 差 集 的 一 个 一 般 性 结果 . 

定理 15.5.1 (Whiteman), jp Md 是 两 个 奇 案 数 ,vv 一 
pg, q> P. golep — 01.4 — 1) m, p— l= mfg — Lo mf, 


de POUT g gp 和 4 的 一 个 公共 原 根 ,那么 , BUG 


n 
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组 成 一 个 参数 为 


(v4) = C Z =i, min) (15.5.26) 
E f EC ERA SUE S TE RE 
qg—(m—1)-c2, (15.5.27) 
(5,0), = (m — o(£— y, Ü xd mm l. 
m 
(15.5.28) 


证 明 ， 先 证 条 件 的 必要 性 ， 设 EQUO 组 成 一 个 参数 为 
(15.5.26) 的 循环 差 集 ， Al [EJO] =d+ pe, kK 
Pg 3 = PZDUTD +», 


m 


化 简 即 (15.5.27)， 

设 w“ 是 一 个 固定 的 数 , 日 weE. w 表 为 Ey 中 二 数 之 差 的 
方式 的 个 数 是 方程 (15.5.22) 合 条 性 ye E, 的 解 (y,z) 的 个 数 ， 
亦 即 合 

zw t 1 = z'y(mods), z',y€ E, (15.5.29) 

的 解 (x ,y) 的 个 数 ,这 个 数 就 是 广 分 圆 数 Ge. HE (15.5.29) 

是 由 (15.5.22) AHER = H z (mode) MIE. © 32% E, 

中 的 数 和 中 的 数 之 差 的 方式 的 个 数 是 方程 (15.5.22) ARE 

ye Ey, ze Q 的 解 (y,z) 的 个 数 . 由 引 理 15.5.3, 这 个 数 为 也 二 一 ， 

wA HORS Ey 中 的 数 之 差 的 方式 的 个 数 是 方程 (15.5.22) 
合 条 件 yO O,2€ E, 的 解 {yss) 的 个 数 , 亦 即 方程 
£ — y = -—w(modr), z€ Ey, YEO 

的 解 的 个 数 ， 同样 由 引 理 15.5.3 ,这 个 数 为 了 二 一， 总 上 所 述 可 


得 , 必 表 为 EQUO 中 二 数 之 差 的 方法 的 个 数 是 
G, Op + 4G — D. 


男 一 方面 ,这 个 数 应 是 循环 差 集 EQUO 的 参数 1 R9. Alt 
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mt 


G,0),-- Dl 7 (155,9) 
化 简 此 式 便 得 (15.5.28), 且 这 对 任意 i 都 成 六。 这 就 证 明了 条 件 
的 必要 性 
现在 来 证 条 件 的 充分 性 . 假定 C15.5.27) 0C15.5.28 p E H. 
w 是 一 个 合 ws 0(modr】 的 数 ， 今 考虑 方程 (15.5.22) BRE 
yE UO 的 解 (y,#)】 的 个 数 , 下 面 就 三 种 可 能 的 情形 分 别 讨 
ie. 
情形 1: ple, Aim agate. SPH 15.5.3, 方程 (15.5.22) & 


件 ye E, 260 BUCO MOS TL, ARE ye 9， 


m 


zE Ey BRO, OMARA 二 一, 合 条 件 y,s Eo 的 解 (yx) 


的 个 数 为 CL DOLI 1— 9) R apu, (15.5.22) 合 条 件 


m 


v,2 € Q BORSA On 0 ,因此 ,方程 (15.5.22) 合 条 件 yn c EoU9 
的 解 (y,#) 的 总 个 数 , 由 (15.5.27) 为 
2e—1), G—U0(0 —1— m) 


m "n 


情形 2: 31w。 方程 (15.5.22) 合 条 件 yse E, B9RE Cy 2 的 
个 数 ,由 引 理 15.5.3,26 Mee Lom). 方程 (15.5.22) 合 


条 件 y, 2€ O BURE Cy. 20) 的 个 数 为 p。 KAM, EAE 
(15.5.22) 4425 

yi — 8$ = wm modp), yoz € dp — l], 
这 里 m = "E 这 个 方程 的 解 (yi,z1) 的 个 数 为 8: WE ne (0, 
P— 01), E—R9 me [10, 了 一 1] 适合 此 方程 .方程 (15.5.22) 合 
条 件 y€ Eu 2€ 或 条 件 ye Q, zc Ey 的 解 (y,*) 的 个 数 为 0， 
总 上 所 述 , 方 程 (15.5.22) 合 条 件 rre EQUO BHEO, DTA, 
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Bi (15.5.27), 为 


(9 —1)(5—1-—m) Tp 
: 7 


= 40 — 1— m). 
情形 3: ged(e, 0) = 1, Amei E; p, p 15.5.3005 
以 前 的 讨论 可 知 , 方 程 (15.5.22) 合 条 件 y, ze EQUO He (voz) 
的 个 数 为 
G, 0), + PZD, 


fH (15.5.27) F0(1 5.5.28) D TMA 
1 
m (e — | — m), 


综 上 所 证 即 得 ，Eo。U 8 是 一 个 循环 差 集 . RKRERH me tcx 
(15.5.26), dH. 
由 {15,5.26) 可 知 , 对 定理 15.5.1 RASS EQU QUEE 


n=k—1=+ ((m—1)o 1), 
m 


由 于 ged((5Óm — Ds + 1,2) — 1, ged(s,v) = 1, 

定理 15.5.1 中 的 差 集 叫做 Whiteman 2, 
应 用 定理 15.5.1 于 mw 一 2 的 情形 , 便 得 

EE 15.5.2, vb bu P 十 2 都 是 素数 ，& 是 其 公共 原 根 . B 
么 :下 列 诸 数 


ry 8 ;Pt 2,2(9 + 2), (p— ID(p+ 2) 
(15.5.31) 


组 成 -- 个 循环 差 集 , 其 参数 为 
vk) = GG +2), — £M. (15.5.32) 
TERA. iU 了 十 2 一 9, 则 因 gcd(p — lop t 1) m 2,4 m = 2 
afm fit fpe 22), q= 0- vet), 这 最 后 一 式 说 
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AAT (15.5.27) FE EHS. 
Fi (15.5.11) SP A ER Gt, 有 
(1,0), — (—1,0— 1), = (1,1), (15.5.33) 


2 
Q.D m (1 2, 1 2) = 0,0), 


再 由 m — 1 $8 14.5.19)48 
(0,0); + (1,0), = (p—2)p—! +t 


£8 & (15.5. 33) ,得 
(0,0), (1,0); ( 2 y. 


ix ART (15.5.28) JY ER]. 
EE EAD 2 为 
2 2 ^ 


Kai FL. 这 说 明了 (0.5.31) 中 的 数组 成 m = 2 时 的 


$ E,UO. (15.5.32) 中 的 参数 是 显然 的 ， 于 是 ， 册 定理 19.5.1, 
E S SOME a, Wu. 
定理 15.5.2 中 的 这 类 特殊 的 Whiteman 26 Si I| fiic tip ec de x 
15.5.1. 9j p— 3,9 — 5 时 , 取 公 共 原 根 g = 2,0 
{0,1,2,4,5,8,10} (modl5) 
iE —4-5.7.3) - 835 256 88. 
m 一 和 的 情形 为 Whiteman 中 所 研究 ，m 一 6 和 8 的 情形 为 
Bergquist Brit, 
关于 Whiteman HRM Ep iE e RR. 
Whiteman 258 EQUO 的 全 部 乘 数组 成 的 集 就 是 Fo， 
对 挛 生 素数 差 集 , n 一 六 一 1 的 全 部 因数 都 是 其 乘 数 。 
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这 些 结果 的 证 明 是 不 难 的 ,可 参看 Beumert[2Z], 
$156 ”一 类 正则 设计 的 梅 造 方法 


本 区 给 出 一 类 正则 设计 的 构造 方法 ， . 

定理 15.6.1. 设 ? 是 一 个 索 数 ,< ETERRA” = uml, 
Mik GH GF(») OTH. 那么 GFO) 中 的 全 部 非 零 平方 元 组 
成 的 集 

Q = {glge GF(P)} 
是 已 的 一 个 (4 — 1,2: — 1,7 — l) ER, 

WA., EATER 15.4.1 IE, RPE E JE" JESEGSE 
AMR A GRO) PARR”, “FES RIA” HOR 
“GF( 产 ) 中 的 非 平方 元 ”,“x* — y = 2( mode)” HERR "x — y = 2”, 
“a — y 359 z(modz)"Énpk x — y œ eB ET, TES, 

AY SR AEA FEADER, | AE BR RAS 
iR RERRADR. 分 别 记 GF) 和 GF(4) 为 含有 
O° 4 oURI SCAR. OEM 

GF(P)(DGF(g): —((a,5)|ae GFC), b € GF(q yk, (15.6.1) 
且 在 其 上 引进 "十 ”和 和”. PB oF: 
(a,b) + Cc,d):— (a + c,b +d), (15.6.2) 
(a,b) - (c,d): = lac, bd), (15.6.3) 
这 里 at ce 分 曾 是 GF(P) 中 的 加 法 和 药 法 运算 ,上 十 # 和 
bd 分 别 是 GFG) 中 的 加 法 和 莱 法 运算 , 昌 在 (15.6.3) 的 左 节 中 
常 略 去 乘法 符号 ".“。 具 有 运算 (15.6.2) 和 (15.6,3) 的 (15.6.1) 册 
做 有 限 域 GFO) 和 GF(q’) WHA, 
再 定义 (15.6.1) 的 四 个 子 集 如 下 : 
D, i—d(a,b)0a — x 26 0, b m y! 0, 
xE GF(?)), y € GF(30], 
D;i-o(Ce,d)l c Æ GFO) 中 的 非 平方 元 ， 
4 j& GE(4^) 中 的 非 平方 元 }， 
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Di: —i(g,0)|ge GF(*)}}, (15.6.4) 
D=D,UD,UD,, (15.6.5) 
于 是 l 
DND = Ø, Rie ia3, 
下 面 的 定理 断言 ESERE F, D (15.6.1) ROE LRE, 
定理 15.6.2, ne PA? 是 二 相 异 素数 , 且 ` 

e= gi -—2, (15.6.6) 

WHR CES.6.5) ae ROSE D E (15.6.1) 的 加 群 上 的 Co 82) HEX RE, 


。 pe —1 E Pg! 一 了 
v = Pi, kei, “一 一 了 (15.6.7) 
Wr). E bola 的 相 寞 性 以 及 (15.6.6) ^], PA d 都 是 奇 素 
a, H i 
rq = — 1 (mod4). (15.6.8) 


由 有 限 域 中 平方 元 与 非 平方 元 的 个 数 的 结果 ,有 
[IGF(F)BGF(4N) | = r4, 
1D] = (em uu = (Dij; 


[Dl = p, 
由 此 和 (15.6.5) 及 (15.6.6) 得 
ip| 2 (C — 0G — D y pe 
2 


1—1 
= PEZ, (15.6.9) 
设 (4,1) e GFCP)@GF(4’), HS 是 GEC OGEC) 的 一 
个 子 集 , 定 义 
CAES = 1 ,G.:01 G8) € SY, 

如 果 Ae D, Xj ` 

(ADD = D,, (iD, = Da, GD = D; 
如 毕 (4,0) € Da, MI 

(5 ,D)D, = D2, Ch ,D)D4 = D, (4,1) D, = IA, 
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Br. 
G DD — D, @ Œ, De DUD (15.6.10) 
由 此 得 知 ， 如 果 (4,06€ DUD, B. (x,5)€ GFCP)QGE(S) 可 
A D rh ERTZ: 
(x. y) = esw) — C^), (545.11) 
(aw) ts ,mw ED, 
则 
(hx,ly) = (hele) — (hr jw’), 
Chaz lw) (hz iw ye D, 
la de GPP) pase, 7 在 GE(a^). HAE AE 
如 (15.6.11) 的 两 种 不 同 的 表 法 所 对 应 的 Chex £y) 的 形 如 (15.6.12) 
PA APR AA, AR aR. AE, (x.y) ICA ly) BHD 
二 相 异 元 之 差 的 方式 的 个 数 相 同 ， 
下 面 来 考察 GFCP2QGF(4) ATER ES oc o6 D 
二 元 之 差 的 方式 的 个 数 , 令 - | 
D,iiG.u)| 和 中 一 个 是 其 所 在 域 中 的 非 零 
平方 元 , 另 一 个 是 其 所 在 域 中 的 非 平方 元 }, 
Dji—1(0,u)]« € GFC@)\{O}}, 


(15.6.12) 


TE 
GF(?2OQGF(47) = DUD UDUD UDs, (15.6.13) 
DND — Ø, l&i j5, 
F3(15.6.8), Mt C——1,— 1) & D, & (z,w)€ DUD, E 
(z,w) = (21,01) — (22,02), (2,41), (22,24) € D, (15.6.14) 
Wi 
(—z,—w) = (2,41) — (1,01), (15.6.15) 
且 反 之 亦 然 . 对 任 一 国定 的 《zy wje DUD, RWE—ISIERS Cr, 
VIED UDLUD, BA (5,26€ DUD & 
(Chastw) = (x,y) R (hz, — lw) = (x,y). 
FRE s HY (15.6.11) ,(15.6.12) 和 (15.6.14),(15.5.15) 两 处 的 论断 可 
ALX DIU D,U D, 中 的 所 有 元 ,它们 素 为 D 中 二 元 之 盖 的 方式 的 
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个 数 相 同 。 记 这 个 数 为 A, 
D, 中 的 诸 间 (0.0) 元 表 为 五 中 二 元 之 差 时 有 是 种 类 于 的 表示 
ik: 
Cmar) — Cnm) = (n — 8220), (15.6.16) 
wx U.C nw). Cm we Dg Ae d; 
f (a0) — (8:0) = (n — Ent) h 0 m. (15.6.17) 
fEC15.6.16 th , e ARERR AY g — 17, HE ES PEAY e 0e 0, 


WE Luv) e D) 一 个 一。 因此 , 形 如 (15.6.16) 的 表示 式 的 
总 数 是 » 
Pp—l1 #— l 


== (q = DICA D umi 3) . (15.6.18) 
文 ; 形 如 (15.6.17) 的 表示 式 的 个 数 是 
Pp — i). (15.6.19) 


XHETUEGRÉO CR. 0), (2,0) € Di, H ge d 0 时 都 有 OD € D, 
UD; & 

(4,0) = (g',0). 
所 以 ,由 (15.6.11) 和 (15.6.12) 处 的 论断 知 , Da 中 每 一 非 (0,0) 元 表 
为 也 中 二 元 的 差 的 方式 的 个 数 相 同 ， 再 南 (15.6.18) 和 (15.6.19) 知 
这 个 数 为 

(4 — DG = 3) 4 3 
4 


些 即 a. 
D, 中 诸 元 素 为 也 中 二 元 之 差 时 有 三 种 类 更 的 表示 法 ; 


(2.01) 一 (2,0) = (0, m, 一 >), 


(um). (xw) € D U Da t, 3e wa (15.6.20) 
(zw) 一 (z,9) = (0,0), 
(z,w)€ D,UD;,(z,0)€ D, (15.6.21) 


(z,0) — (2,w) = (0,—), 
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(2,0) € Di, G,u)€ DUD, (15.6.22) 
Xéin(15.6.20 AT MAR PRE 


(er — Ig! — Ita! — 3), (15.6.23) 
4 
形 如 (15.6.21) 或 (15.6.22) 的 表示 式 的 个 数 都 是 
一 一 (15.6.24) 
2 


再 者 ,由 (15.6.1 世 和 (15.6.12) 处 的 论断 知 , Ds 中 每 一 元 表 为 也 中 
“TER EP RAR. Ait, H ID =i Ak 
(15.6.23) FC 15.6.24) Sik PRR H 
C= 1 —3) ge yp LL 024 3 
4 4 


此 即 a, 
五 中 二 元 之 差 的 总 个 数 是 &(— 1), DUDUD 中 诸 元 表 
为 眼中 二 元 之 差 的 表示 法 总 数 为 
[DUD UD a — (PF — 1)(9 —.1)4, 
Ds, D, 中 诸 元 表 为 局 中 二 元 之 差 的 表示 个 数 分 别 为 
(p — 1) gy — 3 
4 


pry — 3 
1 一 l), 
(4 ) 3 


因此 
eg! — I eg! — | ` 
el eal 一 1) 


tet -一 
= Gr — DG Du tr te 72) PE, 


从 而 解 得 


egi. 
a = PA LZ, 
4 


总 上 所 述 即 得 定理 .证 毕 ， 
出 于 (C15.6.8); 可 有 oq — 4 — 1, FEE, (15.6.7) 中 的 诸 参 
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数 可 写 汶 | 
v= 4 — l, k= u- ], =: l], 
BEL, 定理 15.6.2 给 出 的 群 差 集 所 对 应 的 设计 是 Hadamard 设计 
【参看 $11.4 x $16.1), H e 一 了 一 工时 ,满足 (15.6.6) KI Pag 是 
挛 生 素数 收 又 称 此 时 的 差 集 为 李 生 素数 差 党 . 
2316€ 22H te 218 Ree. AE (15.6.6) 有 解 

CP .4,¢,f) = (5,352,3), 
由 定理 15.6.2 知 ,方程 (15.6.6) UHI S RAR. i 
求 方程 (15.6.6) 的 全 部 解 是 一 个 难题 ,甚至 当 限 制 一 了 一 1 且 只 
决定 方程 (15.6.6) 的 解 的 个 数 是 否 为 有 限 数 这 一 很 特殊 的 问题 ,也 
是 非常 困难 的 ,这 就 是 著名 的 挛 生 素数 问题 。 
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第 十 六 章 Hadamard 设计 


Hadamard 矩阵 是 研究 Hadamard 设计 的 一 个 良好 而 合用 的 工 
BL 为 了 利用 这 个 工具 ,首先 得 建立 这 二 者 的 联系 《$16.1)。 綦 些 
具有 特殊 姓 质 的 Hadamard EPERE f NXE Hadamard ABI, 
及 型 Hadamard pj, Hadamard jEBERSfROE($16.2)2E Hadamard 
甜 隆 的 理论 和 应 用 方面 都 很 重要 .-- 方 面 由 于 它们 自身 是 Badainard 
矩阵 , 另 一 方面 由 它们 还 能 产生 其 他 一 些 Hadamard 矩阵 ， 一 般 
Hadamard SPEAR Hadamard 矩阵 的 构造 方法 分 述 于 
$16.3—816.8 th, $16.10 介绍 了 小 阶 数 的 Hadamard HEFE 
性 及 其 构造 方面 的 结果 ， 最 后 一 节 {1316.141) 利用 Hadamard 矩阵 
对 定理 13,4.4 作 进 一 步 的 讨论 。 $16.3 则 把 $16.4 一 $816.8 HE 
用 到 的 ,给 阵 论 中 的 一 些 特殊 材料 汇 -在 一 超 ; 以 便 征 引 ， 


§16.1 Hadamard 设计 和 Hadamard 知 阵 


Hadamard 设计 是 一 类 重要 的 对 称 区 组 设计 … CREME. 

SEM 16L — (4¢— 1, 2? — 1, £ — 1)-4 GETE UL dii 
Hadamard 设计 ， 又 简称 为 HH- 设计 . 

这 个 名 称 来 源 于 这 类 设计 同 即 将 定义 的 Hadamard 46% Z |i, 
的 密切 联系 。 

EX 16.1.2， 元 素 是 十 1 或 一 1 Bg AE Hh Br 
Hadamard ABER, WR EAE FF 

HH? = mls, (16.1.1) 

Hadamard 矩阵 常 简称 为 H-H. 

条 件 (16.1.1) 即 : B Hy = (5) —-PO,—1)-1E BG 
阵 : 
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m m, i=j, 
D tata = | 
k-n 0, Æi% 


EH iE ARAB EET ME RTI S (16.1.1300 
HLH, = ml (16.5.2) 
等 价 . 这 就 是 说 , 若 (16.1.1) A (16.1.2) uz ay, | — 36 eR 
X. 
Hadamard!" i 28 TEARS PERA oe SEBS 


A= (a5), 
有 不 等 式 
Ides P< [I un! (16.1.3) 
Roy i=] 


如 果 lay) SUC m n; im), Wr (16.1.3) SH 
{det 4 |? = m”, . 
Bi 
Ider A| < m?, (16.1.4) 
出 (16.1.1) 知 ,如 ~ 矩阵 Ha (i18 (16.1.4) cB SS BT LX 36 


和 矩阵 达 到 行列 式 的 极 大 值 m: 
|detH, | = mi, 


ox RRS “Hadamard R” 3X— RIBAK: 然而 ， 把 Hadamard 
矩阵 作为 正 交 年 跨 来 研究 远 早 于 它 区 得 “Hadamard el ix ES, 
称 册 前 的 1867 年 ,这 是 由 Sylvester FF Rew. 

须 便 担 一 句 ， 可 以 证 明 ， 如 果 jag SIO <i, pam) A 
(16.1.4) 中 等 式 成 立 , 则 44 必 为 一 个 如 -和 矩阵， 这 一 事实 的 证 明 较 
繁 且 已 离开 本 书 的 主题 ,故此 处 从 格 . 

fog Hdk-- m H-5BER. S mf] POR EE 
一 些 所 得 出 的 矩阵 记 为 As 

C1) RI., 

(2) 列 换 序 ， 
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(3) 对 某 些 列 雅 以 一 1， 

(4) tHe), 

(5) ME. 
由 HiME Se, H H Hee, 

定义 16.1.3， 如 果 H Eod H-íBEE Hie fT LR de 
KEHRA e i6 HOME, UK EUR SO, 如 果 
HY 是 由 对 HSE: H SEE EXEC SE COPIE ae EE BT UH 
的 矩阵 。 则 称 五 和 H” EE OT, 

f fede mW He, d SE m Br 玉 - 和 矩阵 中 ,至 少 有 一 个 
矩阵 ,其 第 一 行 全 为 1, 这 样 的 矩阵 叫 丛 行 规范 的 H-E, BED 
有 一 个 矩阵 ,其 第 一 列 全 为 1, 这 样 的 短 阵 叫做 列 规 范 的 H-E; 
BEDE- RETIE REIER 下- 矩阵 ,这 样 的 矩阵 叫做 
规范 的 后 - 和 矩阵 

下 面 是 一 阶 和 二 阶 的 规范 H-E: 

Hi= (1), "n-( '). (16.1.5) 


pm e HKD AEE SEAR HEE AE 
定理 16.1.1. i$ m2, Beem H-3BPE, RI 41m. 
WE. OH = Ou). Bh H-E UBI m > 2, 0H 
的 正 交 性 ,有 m | 
» Chi 十 ha Oy 十 Ay) = M hj m. (16.1.6) 
另 一 方面 ， 


hu + Ay = £2,035 hu +H m +2,0, 
内 此 ,(16.1.6) 左 节 的 和 式 中 每 一 项 者 是 4 的 信 数 , 故 4|m， E, 
下 面 的 表格 可 以 使 (16.1.6) 变 得 更 直观 明了 .不 失 一 般 , 可 设 
互 是 贰 范 的 , 且 经 列 换 序 后 五 的 前 三 行为 : ， 


]:--1 1--+1 I: Fd 
pedo pedo —becd —be-bo (qeu 
ll 
—— —— 
xA yr x» wn 


于 是 ,(16.1.6) 的 左 节 的 和 为 
> (nj + e); E hy) = Ar, 


利用 (16.1.7), 还 可 给 出 
定理 16.1.1 的 第 二 个 证 明 ， 由 (16.1.7) 中 第 一 行 的 全 1 性 和 
每 二 行 的 正 交 性 知 ，x,y,z,w 满足 
rt 十 yy 十 z 二 w= mm, 
rd y—z-—rmw--b, 
x—yc :—w-b0, 
x—y—z-w-—ü0. 


ik pui m 3 


由 于 * GENE edm. 证 毕 . 
人 们 和 铺 想 ， 这 个 定理 的 逆 也 是 成 立 的 ， 然 面 至 今 尚 未 获 证 或 
被 反 证 ,这 是 区 组 设计 理论 中 一 大 悬案 。 本 章 将 主要 国 绕 这 一 问 


题 进行 讨论 . 
现在 来 证 明 Hadamard 设计 和 Hadamard 矩阵 之 饲 的 一 个 基 
RRR. 


定理 站 .1.2， 存 在 (4: — 1,2: 一 1,7 — H)-Hadamard 设计 的 
充 要 条 忻 是 存在 4¢ 阶 Hadamard Bi. 
WEBB. 首先 证 明 ， 由 一 个 二 阶 的 号 - 算 阵 豆 可 以 构造 出 一 个 
(47 — 1,21 — 1,¢ — 1)-Hadamard 设计 。 
今 假定 存在 一 个 4 阶 的 H-H., 不 失 一 般 ， 可 设 所 是 规范 
的 ,并 设 4 是 把 H 的 第 一 行 和 第 一 列 删 去 后 余下 的 子 阵 , 即 
| 


Hol. . (16.1.8) 


WA dài A HA 一 1 换 为 0 fü E BERE CUR EATE HRS B 
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Ke, af 
d= O8 D» (16.1.9) 
这 里 J/ 表 全 由 1 组 成 的 入 一 1 阶 方 阵 . 


记 。 一 Uhen D 为 分 量 全 是 1 的 4 一 1 维 向 全 ,于 是 
由 (16.1.1) 得 


1 4t etedi 
( T ne we ( Th Aet ete + AAT jasn. 
(16.1.10) 
注意 到 eTe 一 Jui, BG 
AAT = 411 — J, 
Aj=o—j, (16.1.11) 
J4i — —J. 
于 是 有 
AAT = + Gh DGIT + D 
zibct(ü—1J (16.1.12) 
和 


Aj 一 iu TJ 


-> (Ag +t P) = (4-1). (16.1.13) 


由 (016.1.12) 知 ,对 非 平凡 的 : f, detA 26 0, Ei, H (16.1.12), 
(16.1.13) 和 和 定理 13.1.4 知 ,(9,1)- 和 矩阵 4 是 一 个 (4 一 1,2: 一 1， 
1 一 1)- 对 称 设计 的 关联 矩阵。 因此 ,存在 一 个 (4 一 1, ul, 
: — 1)-Hadamard iif, 
下 面 来 证 明 ,如果 存 在 一 个 (和 一 1,27 — 1,: — 1)-Hadamard 
设计 ; 则 能 由 此 设计 构造 出 一 个 4 阶 的 HESS. 
假定 存在 一 个 《4 — 1,2 —1,¢ — 1)-Hadamard 设计 ,其 关 
KBR 4. HÆRE 13.1.13, 4 满足 (16.1.12) 30(16.1.13),. Afk 
A —24—] (15.1.14) 
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Xe X Eh AE 1) RE I a n9 — o Sn — Tif 
REREPEN, E (16.1.12) 80€16.1.13) 0, 4, ilh 
足 {16.1.11) 中 请 式 : 
di -—(24-—])J 
= 24]j—(A40—1)J . 
= j, 
JAl= (AJ) = (Fo, 
Ayal = (4 — J247 — J) 
eb — i214 + PP 
— 41 — Jj. 
由 此 和 (16.1.10) Jm, rH (16.1.14) AE way (1, — D- ABER A PE 
《16.1.8) 加 边 所 得 的 矩阵 是 一 个 4 阶 HSER, EE 
这 个 定理 中 陈述 的 结果 下 是 Hadamard 设计 这 一 术 清 的 由 
来 。 根据 这 个 定理 ，Hadamard 设计 的 研究 完全 归结 为 Hadamard 
秆 阵 的 研究 ， 下 面 的 讨论 就 以 Hadamard - 奸 阵 为 主体 来 进行 ， 其 
所 对 应 的 有 关 Hadamard 设计 的 结果 可 以 直接 得 到 , 常 略 去 不 论 . 
-矩阵 和 区 组 设计 的 联系 并 不 止 于 定理 16.1.2， 焉 面 的 定理 
表明 了 另 一 种 重要 联系 .为 此 :需要 正规 下 此 阵 的 概念 和 下 而 一 
个 结果 .一 个 玉 - 抵 阵 叫 做 是 正规 的 ,如 果 对 某 一 整数 六 有 
HJ = jJ. 
这 就 是 说 ,矩阵 区 的 诸 行 和 都 是 1. 
定理 16.1.3. WEE 4m 阶 正规 日- 矩阵 日 ， 则 zm 是 一 个 完 
全 平方 数 , 且 互 的 诸 行 和 , 诸 列 和 都 是 2V m ,或 都 是 一 2V m ; 
HJ == JH =I m] 或 一 2V mj. 
VERA. 对 4m 阶 正规 H- HLA 
HHT = HTH = 4ml, 
Hy = tf, (46.1.15) 
这 里 + 是 一 个 整数 ， 记 
dic 3 (H eJ) 


WW A tb — 1 (0,1)- 7B, CIO LIS 
AAT = "n + CH +7) 


= mi + (m +E) (16.1.16) 


AN 
4] 一 (2m + I. (16.1.17) 
"HEAT 212. B] det 2e 0, ERE 13.1.4 M1, 4 是 一 个 
(4, 2m + Lm) 
2 2 
OAL SKIRT A RE, AIT eS BO KA 


(o + $) (4m—1) = (2n + Jm +3 ~1), 


fo fel BU 


; _ , 
m=(2)ye= +2,/m, (16.1.18) 


政 亚 是 一 个 完全 平方 数 ， 
另 一 方面 ,由 JH'H — 4m] 和 (16.1.15) 得 


JH = RED 


证 毕 ， 

如 时 在 正规 吾 - 矩 阵 的 定义 中 把 条 件 “HY =A JH 一 
dE DIETE HT 而 得 到 定理 16.1.3 中 的 全 部 结果 ， 因 此 , 在 正规 
H- FRE TE MI, 条件 “HJ 一 JJ" 可 以 用 以 下 任 一 条 件 来 代替 ， 
“HE = x24/mJ",St "JH — 17", R "JH = x2 mj”, "JH 
Hp = “JH = Hp = 42/my 

E1614. de (Au! 20 E uh bu) MR REAR IE 

是 存在 4° MRE Hadamard 矩阵 ， 

证 明 . 如 果 存 在 du^ 院 的 正规 Hadamard RE HM, WU a 
(16.1.18) 4 1 = +2., PfipgiCle.1.16),(16.1.1 DATER 13.1.4 知 ， 
定 埋 16.1.3 HAG A Ek — p (Gh! 2h uu! xu) PPR IEEE BU ETE AB 
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M. 
反 过 来 ,如 果 存 在 (40,244, ta) RRR, REAR 
Me 4,9] A4 


AAT = 1+ (taf, 
AJ = JA = (27H), 
& 
H=-2A— J, 
则 总 是 一 个 (1, 一 DJ- 矩 阵 , 且 
HH! = (24 — NCAT- J) 
= 4071, 
HJ = JH = :k2uJ. 
XKHRUERH T HEA 407 阶 正规 机 -年 阵 。 证 毕 . 
作为 定理 16.1.2 的 推论 ,有 
定理 16.1.5， 设 汉 是 下 列 枉 一 类 型 的 数 : 
m = p + 1 zz 0 (mod4), (16.1.19) 
m — pg d l, g — p 4-2, (16.1.20) 
itp egGue Haee eds. A f WEEER. WEA mpr H-E 
E, 
ERG. THEZ-T (16.1.19) AD (16.1.20) 的 结果 可 分 别 直 定理 
15.6.1 和 定理 15.6.2 48 1H. WE. 
现在 来 看 一 个 应 用 定理 16.1.4 的 例子 ， 
例 16.1.1， 由 例 14.8.1 所 构造 的 (16, 6,2)- 对 称 设计 的 关联 


和 矩阵 为 
ü 00900 10 0 00 84 
10150171 200000 10 8 
1100010011000010 
1000101010110000 
1001000101101009 
1110030000011001 
0 10 13000 t 10020 10 0 
d=] :01928102:7001 100 
0011001091910010 
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= > SF b p ue 
-— 
core O&O = = 
cm © D e Ge 
r m TOC Ce D 
we Oe o O a = 


-0 0 0 8 1 


ie m = e = S oc oc 


moe Se aes 


三 -1 ) 1 1 1-1-1-1-1 1-1-1-1 —1 -17 
1-1 1-i-1 |d oy |0|-1-i-1-i —! | -l -i 


1 1-1-i1-1 1-1-—1 1 1-1-1 —-!-1 1 -i 
1—1 -1 ~i ft —i 1 ~! 1-—! 1 1 一 1 一 1 一 1 一 ! 
1-1-1 1 -1—-i-1! 1-1! 1 1—1 1 ~l -1 -I 
t 1 1 -1-2-1-1-—-1-—]-1-1-—1 1| į —1-i 1 
—1 1 -l1 1-1-1-1 1 1-1 -1 1-1 1| -1 —1 


—1 1 —i-1 |p-1 |]-—1-1 ]1—)-1 į} 1 —1-1 
-1 =i di 1-k—! po —i1-i 1-1) 1-—1-3) 1 =l 
=l =i £-L1 | -l-i 14 |» -P-1!-! j] ~-i | -I 
t —1-1.1 1 -1-1-i-1-1-—1I-1-—1 1 1 1 
—1 =i —1 tf —1 i | —i i -li-l 4-1-1 1 
-1 =i —1 =} 1 1 -i -1 d-1 1»? —-1-1—1 1 
—1 |] -!-1-i1-1 t pel aH) |1-1-1-! t ] 
| ii l =l =l =I =l =] ! id 1 —-I—-1 | =l | 
| =l =l el =l -i :-1—1—1-1 1 1 ]) 1 14 -lai 


就 是 一 个 16 阶 的 总 -矩阵 . 

对 于 着 干 具体 阶 数 的 入 年 阵 和 特殊 类 型 的 H-E 
不 存在 性 方面 的 结果 已 有 表 殿 查 ， 例 如 ,可 参看 Hal[4], W. D. 
Wallis, A. P. Street 和 J. S. Wallisf1], 


§16.2 Hadamard 4Bpkm—u d PES HU 


EARRAN 下 -矩阵 不 仅 在 实际 应 用 上 起 着 重要 的 作用 ， 
而 且 通 过 它们 还 可 以 构造 出 其 它 H-I. 本 池 的 重点 是 介绍 这 
些 类 型 的 矩阵 的 概念 ,而 把 它们 的 构造 方法 放 到 以 后 诸 节 去 论述 . 
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第 一 类 特殊 类 型 是 对 称 HAE BU Ae FE HT 一 H 的 H- 
HRE H. 

因为 在 特征 不 为 2 AREAREN EA A RAB OHO, He 
H-H JS S] REE SERO LE, WRA SEI At A 
LURCMAR MAA HGER AM RAY, MUR EE LUE 
EIS SON ARE AY R OL oh RRS BL HEE FB dde 
下 的 定义 是 有 用 的 ， 

XX 16.21. in m Eri EE a a de 


A=S+D, S1 —-—8$, (16.2.1) 
Ath DJ — c8 RUE RE, WOR a PS ,或 简称 为 


rae LAT ARS 

EAR H-REMOTTIO TH 16.2.1) RPA DME J, 
因而 引进 以 下 定义 . 

定义 16.2.2. she By H-E H Sd 

H=S+i/1, S= —5, (16.2.2) 

Wek R/S 88 H-P. 

总 可 以 把 一 个 反 型 H-E ET RARE a R A l, 
使 得 结果 矩阵 写成 (16.2.2) 的 形式 时 ,其 中 的 8 具有 分 块 形式 


(5s ve (16.2.3) 
RE em (1,1: 5,1) 是 分 最 全 为 Le — 1 维 向 量 ， 

定义 16.2.3. (162.3) x rh Ww RHR H- 3B HE. 

设 H = (54) 是 一 个 到 阶 对 称 互 - 抢 阵 ， 号 和 一 百 之 一 的 
(1,1) 元 为 十 1, idox TREE B. BRB EPR H-^Bpk, 
把 如 的 第 一 行 上 为 一 1 NARS — 1, BFE Y-- 1b 的 那些 
行 也 乘 以 一 1, 且 记 这 样 得 到 的 结 旭 矩阵 为 4. 那么 ， 卫 也 是 对 称 
H-E, ABS 


w= (S ty (02.4) 
这 里 。 是 分 量 全 为 1 的 * 一 1 维 向 量 。 今后 称 C 为 对 称 H- 
+ 


Lo | 
*UpOG2.2) che S, B RE H-S5BEEBSER, 以 及 对 称 HERRI 

核 ,有 一 些 简单 而 有 用 的 性 质 . 

引 理 16.23. (162.2): 88 s 满足 
SS! — (m — DI, (16.2,5) 
Ad m EBE HARI. 

WEBB. Eos 

mi = HH? — (S o (ST +I) 
= SS! +7, 

Be (16.2.6). RHEL | 

2|38 16.2.2. Aw Ei m Bir SC 29H H-E, B 


WWT = Cm — 1) — Jua; D. ` (16.2.6) 
W jaa = 0, WT —-W. (16.2.7) 
证 明 . HE imp H-E, iW. 由 核 的 定 
0 
X. RRM TBA (OY, mu 


EERE 
eT We — eT W ? 


故 wl = i, EEA 16.2.1, 


/ O er 一 e 
2 一 【7 = ) 
e ) (or wher wr 


ec? eW 7 
= - ete 十 ww) 
从 而 | | 
Wel = 0, Jma WW? = On — Ts 
由 此 立 得 (16.2.7)。 证 毕 . 
SHE 16.2.3, iz C A mST ER H-BEERSAR , RU 
CT = C, Chm = Jua = Lea (16.2.8) 
Cm jo 0 
WA, CEN 豆 - 矩 隆 4 的 核 ， 且 不 失 一 般 人 性 ， 可 设 
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(16.2.4) Ry. 由 47 =A 得 C7 二 C, Xm 


nl, m AM = ( | "XC `) 
ef CeT C 


n ect ec ) 
人 + Ce? eTe + C3 ` 


知 
eC = — re, 
C = miya ete 
= ml, — J mate 


Bib. (16.2.8) RY. WEF, 
下 面 引 人 一 对 特殊 的 三 -矩阵 偶 ， 
X: 316.24, EM I —/- R78 H-E, N 是 一 个 同 阶 的 对 称 
及 -和 矩阵， 如果 它们 满足 条 件 
MN = NM'*, (16.2.9) 
TERM PIN Æa} Hadamard EHB, 简称 为 一 对 HBS 
f&. 
”条件 (16.2.9) 即 (MN)? 一 MN, 亦 即 MN 是 对 称 和 矩阵 . 
BIER 16.24, 如 果 M 一 5S 十 1 和 N 是 一 对 HEM, 则 
SN = NST, (16.2.10) 


证 明 ， 因 
MN - (S-- DN SN - N, 
NM? = NCST + 1) = NST - N, 
Ar (16.2.9) 3748 (16.2.10), WERE. 


$16.33 fal Hadamard BRERA — Bb 


本 区 介绍 对 构造 H-5pEE UE EISE fe RA eE, 
HM 16.3.1, it A= (5) BoP oH. HUE 
dj; — di qq G- Dg» (13x 5,j x m), 


这 里 《x》: = (GO de x hs Cmodm), iin £ 是 一 个 
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ND LAS HERE. WR 8 <1, IN RR EE 
陈 ; 如 果 8 —1,H] fer Eoo ERE. a 
由 此 定义 可 知 , 当 8 = A(modm) I, g- IERES A-I 
矩阵 一 样 . 因此 ， 不 失 一 般 性 ， 可 设 Oe mom — 1. HEQ— 
-MIERE 4 订 由 它 的 第 一 行 完 全 确定 、 当 4 的 第 一 行 的 元 依次 
为 gla ody Fl ORE Aid 
(A == gecirc(a 0, dn), 
当 & 一 1 时 ,更 简 记 为 


A = cire dirais aama 


此 外 ,还 记 , 
Ur — g-circ( 1,0, - -,0), 
U = drc(0,1,0,-:-,0), (16.3.1) 
V = Upma 


Tat, U = LH Ut BR, AT iein 


1 2++.(m—1) m. 
“一 (3 3. m D 
VF 也 是 一 个 置换 阵 , 对 应 于 
,_f1 2 3 {m1) m 
9 一 人 m (m—l)-- 3 j^ 


M olere m-—1HW, 


( 1. 2 m—t1) 7) 
etl P -2-.e(Q—10) i7 


uU = (1), uu! = nA a 


(7 LN 

"P Dizem / 

(1x ism—l, 0E i xk HEH) 

U” = Jom U’, e 0632) 


EB 


Sum), - 


71 
| U =U", 
U' 中 除了 标 有 1 的 平行 于 主 对 角 线 的 两 条 线 上 的 元 汶 1 以 外 , 其 
余 元 都 起 零 .VF 还 可 以 写 为 
v=-( 站， (16.3.3) 
0 W 
其 中 


任 一 8 循环 矩阵 可 由 U, ARUP SAR, 具体 
地 说 ,有 
5138 16.3.1. 
g-circl ai m, °° sam) 


=U, D aU'^, (16.3.4) 
r=1 


证 明 ， id A == g-circ(s,, Bi GA). HIS mom, 由 
(16.3.2) 和 U, — I 581, (16.3.4) & 一 1 成立; 


m ` 
cire(a,, 25, * . td) = > : a,U' *, 


z 一】 


对 ecg m — l, A a, Pris daB fr LIEU E U, H iA GER 
位 置 沿 所 在 行 疝 右 循环 移 上 一 ! 位 后 的 位 置 ， 也 就 是 UU 中 
IP SBA. AE, 
l l g-eirc ay, aay" sam) 
= > aU UF"), 

(16.3.4)， 证 毕 . i | 

Ri FAS | 16.3.1 可 以 得 到 循环 矩阵 和 个 循环 第 阵 的 一 些 有 用 
的 性 质 ， 

3178 16.3.2. (1) — Ptah RR BEE EE, —^h 
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ASAE ROM RAS RE Be Ae. 
(2) ELAM BME S RETH. 
证 明 , 1% circ(a,,42,°+ 54m) = fU), uH f UBI E 
景 系数 多 项 式 ， 由 引 理 16.3.1, l 
(circ(2, 027 sam Dr = CUT) = KU }, 
这 也 是 的 纯 量 系数 多 项 式 履 是 一 个 循环 乱 阵 . 
如 果 A — (a) EAI EE, 


Gi 77 diyt 77 js 


S A 是 对 称 的 . 
(2) 内 为 二 个 同 阶 短 环 矩阵 都 是 0 的 纯 量 系数 多 项 式 ， 卜 乘 
RTT AA. TERR. 
R. 对 任意 整数 i, 有 
U” = VU, 
Bj 
VU? — UV, UV — VU, 


WEBB. a (E m EM SO VU", O 


` Fla VU = 4 = AT 


= $) eUnc7yy, 
` 1-1 
出 诺 a 的 任意 性 便 得 该 系 的 结论 ， 证 毕 ， 
2138 16.3.3. Wy B Sy SIRE m Bh EASES RD EER 
AGRE, Sl] 4B 和 BA ARTE, PAE AT ARES: 
AB = BAT, BA = ATB, 
证 明 . 设 4 — f(U),B = Ve) FU) 和 g(U) 是 局 的 两 
个 县 纯 量 系数 的 多 项 式 . 那么 ,由 引 理 16.3.2 的 系 ， 0— 
4B = f(U)Vg(U) VAD™ )e(U)), 
BA = VGiQUNCU)), 


* 239 * 


而 (Ut DeU) 和 g(U)ICU) BU MAR ARMS, & AB 
5n B4 SEA, TE. 

设 G=tasa sent É—4 mr Abd B, 其 中 的 运算 是 
huk.f 是 G LE-TE, XXX XJEGIHU—A4 F5. p G0 BE 
MEG HAJNER: 

a, Exc, 
p) = n wes (16.3.5) 
3p; — 1,5 — 0 HEX RE. dnd CHS LO X, X 
i$ b(2) ROEXIEG LAS APR. 
a, É cc, 
piz) =c, E r=), (16.3.6) 
b, RU 
rr xx Ee RU X n] piis th — e A PE, 
定义 16.3.2. 设 4 = (44) 和 B = (63) BABE 
an = Hep — e) (1 dui m m), 
"by: = flay tei) A Sip Sm) 
Hi RIBS m BY Aa, A ERG c BS 1 WA A fR Si 
f= PR, ABICO GNOITBXREABER, 也 称 为 1 TES T 
Bs B EOS GRY I ANERER, RH E 型 9 关联 矩阵 ; 当 
f 一 册 时 ，4 称 为 C 的 1 型 三 值 关联 年 阵 ， 也 称 为 I 型 四 关联 逢 
BE; BRA GRY U 型 去 值 关 联 短 阵 , 也 称 为 TI 3i o3 BEE, 在 
不 致 引起 混淆 的 地 方 ， TA EIEE MERS R EERE. BS, 当 
(16.3.5) 中 a = 1,5 = 0 时 记得 的 1 AYA II 型 9 关联 矩阵 有 时 又 
PAUR GAI RA TI RO, 1)- 2E EE ABER, 


下 面 讨论 这 些 算 阵 的 性 夺 ， 
引 理 16.3.4. 设 B 是 G 的 U 型 关联 矩阵 , 则 
B= Bt, (16.3.7) 
设 4 和 8 分 别 是 G 的 I 型 和 II AY f SBR, R0 
AAT = B?, (16.3.8) 


WEBB. (16.3.7) EXE LR ELCHE TE. AAT AG) OH 
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> Ier — a fs — zi) 

一 > fla — ale — 2) + (s — 2) 

~ 之 Pe + a — n) (16.3.9) 
EB? 的 (is) 元 为 


>) Keat wile + z) 
1-1 


= Dg + e) + (s — nM Gs + 2) 
1-3 
= Sie ta — so. (16.3.10) 


EE (16.3.9) $8(16.3.10) , 便 得 (16.3.8)， 证 毕 ， 
引 理 16.3.5, i& ARI B ABE G HS LAE fO A ORHERBER, DU) 


AB = BA, (16.3.11) 
WEBA. 4B 的 (1,7) 元 是 


> hlar — shake — 22) 
t= 


= > hle U— (2; 一 gp 十 2; ) Je; — 2; d zx) — z) 
E 


= Y his; 一 zu — zi) 
= > fle: — 2 he; — 2), (16.3.12) 
t=1 i 
此 即 BA 83005. TE. 
3138 16.3.6, 如果 4 是 G 的 iti 一 I 或 ID Dd RPK 
ABER , RU AT Ab G HJ i 738 d (或 PARES , XX E d GE qi) 是 
满足 (16.3.6)( 或 (16.3.5)) 的 基 个 函数 ， 
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WA. 当 i 一 工时，47 一 4, RR 和 出 一 出 时 引 理 的 结论 
AB, Misi tt, VE A = (ag). AT = (a). HR hG) = 
4C—2), Hi 

8,4 = ay = (n; — zy) 
= dilz; — 23); 
HX 47 REI AS d BE, Xp e RR A BAAR. 
WE. 
EAE: 16.3.7. Wh 和 h 是 G 上 的 两 个 假 函 数 : 
六 Cs》 一 让 一 zx) (— 01,2. 
35 G R3 TT 7I f; KERER 4, M 
AA, = dA, 
VER. 4.4. 的 G7) 元 是 


Da filer hl — n) 


= M hGC — — Bcc 2) + a hls; + (—mn — z 2,)) 


iaj 
= > hlz + 2; )fi z; +r), 


ich AA Hy G.D 50. WE. . 
512 16.3.8. i$ G = [2,2 zm) BMRB Z,, 的 加 
# Hid z = i(modm) (L&S ism) BAGH 1 Ht RR 
是 循环 的 ,而 IE 型 了 关联 囊 阵 是 倒 循环 的 . 
i. ic | WP RRB A = (ay), M 
ay = f(j — 0 —fGj—iT1)—1) 
= 4, qty CLER m), 
MA EH, 
id H 型 了 关联 矩阵 为 B= (hi) A] 
by IG HOS RG i) 
= TUNTP B 


ik BE AER. WEB. 
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i PEP RRM, <。 是 个 正 整数 ，9 一 产 . CH GF) 的 
mk, XE GF(g) 中 所 有 非 零 平 方 元 所 组 成 的 集 ， 而 Xtz) 是 
GF(q} 上 上 的 二 次 特征 函数 , 即 i 


l, Gack, 
XD = i0, Bred, 
—1, sk fig. 
id GAG 1 7X RAR OO. 


3138 16.3.9. 
(1) 34 g = 1(modi) 时 ,是 对 称 降 ， 
(2) 当 q = 3(mod4) Bj, Q E BCRSERISS, 
(3) OO? — 41 ~ J, 
(4) 0J = JO=0, 
G) ONSEN BR LB TEMS. 
证 明 . 设 0 一 Caa), GF(4) = fasas rore M 
qii = Xei — z) = xi le ou) 
zX(—1(;-—2;)-x(—1)45. (16.3.13) 
当 q = 1(mod4) lf, —1€ X, S X(—1) = 1; 而 当 4 一 3(mod4) 
Bj, ~1&X,W x(—1)- —1. Sb AL (16.3.13) 知 定 更 的 结论 
(OR (2) 26. 
007? 的 (1, 门 元 为 
M X(z; — zX z — a) 


f= 
e» X — uM — 2 + (as gn 
i-i 


= M Xa Xe + zi — tir (16.3.14) 


zE GFG) 


M f= j Et, (16.3.14) 29. | 
MS GQYy- $ legil, (16.3.15) 


ze GE 


Words jE, (16.3.14).% 


xx 
z€ GF 
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DD GGOYXG 4 Cy zie) 


reget) 
-— M X(b + — zw) 
Nem 
一 >) xQ 
IxstGFEU 
= 2j XG) —X() 
- — j, (16.3.16) 
结合 (16.3.14) 一 (16.3.16), 便 得 定理 的 结论 (3)。 
Eg 
Figa = > X(x — z) = > X(z) = 0, 
fat sé GEIR? 
TES us — a) 一 >> XCx) 一 0, 
i=l eGriat 
故 有 定理 的 结论 (4)， 


A gu = Xe — z) = X00) 一 0, 故 有 A 结论 (5)}。 证 毕 ， 

BI 16.3.10. 1% (X,,X,,-:,X,). fem By Abel Ne LY 
ikat t RSD- RZE, BA BGR TE p RMD p RK 
4E 1X Ri 

1, z€ X; 


ec =| (1«isr). 
0, Kb, 


$44 =(k + 51b AJ o (16317) 


ur. 证 G — Imm. Zl. HH (16.3.9) , 34 A; E G HS I 
MUSE A PIN, 4,47 的 (i, 门 元 为 
Dy papila + zi — a) 
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— ifm AR 


= $) pls + z — zi) 


EEX} 


~ 
= 之 ! 
3pm ai=" 
z',EE X 


4 4; 是 证 型 关联 矩阵 且 i 半 7 了 时, 44] OG) 706 


BD) ile, + ape, + zi) 


ful 

一 M pila si) + si — zi)pi(z, + zi) 
ta] 

一 >» qiia t s: — 3) pi Ce) 
SEG 

= $5 eile unco z) 
EX 

一 2L 


s,—zjm&'—s 
z'zEX, 


AVA, i œ PE, >) ALAT 的 (i, 门 元 为 
iei 


2 2 bL 
M 


IERD 2, — z; Xp OX. 中 二 数 之 差 的 方法 的 个 数 , 加 上 表 为 *; 中 
二 数 之 差 的 方法 的 个 数 ,…, 最 后 加 上 表 为 X 中 二 数 之 差 的 方法 
的 个 数 所 得 的 和 ,由 O kott kai EERE, 这 个 


和 是 KREK, x AAT 的 非 主 对 角 线 元 素 为 2. 
另 一 方面 ， AAT K Gi) 元 为 


>> (pile, + zi) 
1-1 


一 M (pei? = |X [m kU SiS) 


zég 
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BRA, DAAL 的 (全 元 为 
& + Ay to H+ Ae, 
A EBEHESUSSCIO.3.17). WERE. 
ai 16.3.11. 在 引 理 16.3.10 的 条 件 下 ， 设 A EIE Aion 
0 为 一 1 而 保持 其 它 苑 宕 不 侄 所 得 到 的 第 阵 , 则 
SLAJ = 4 二 -e.m 


i=t 


+ Um — AR Rob à). (16.3.18) 


证 明 ， 大 为 
A = JAÍ, 
A= 2A] (SIS 
WA 


= e AAP AS Roo ADU m], 


(16.3. 17) 代 入 此 式 即 得 (16. 3.18), VERE. 

引 理 16.3.12. 设 4 = p — 4m + 1, KM PEPER. ig 
GF(q) RUBE G.GP(s) 的 全 部 非 零 平方 元 所 组 成 的 集 为 区 
Mid X,— GX UOD. 的 特征 函数 为 xGO. X, BS AE E PS 
数 汶 ACs). HAGA Bx XU BEBE. 1 AL X, SKK A, 


A 


Adi + didi = 42m + 1H — 24. (16.3.19) 

证 明 . HEM 14.8.3 41. (X, X) 组 成 一 个 2-(4m + l; 2m; 

2m 一 DRAE, PER BERI 16.3.11, Zg (16.3.18) fm Sj 4m 十 ! 
EfG := 2,4 = & —2m,i1—2m — 1, MJ (16.3.19), HERE. 


§ 16.4 一 船 Hadamard MEDAD 257. — 


KHAR Kronecker BOE H- 5E, 
tO t 


定理 16.4.1. i6 H, WU H: 分别 是 m A m, Sp HB. RU A 
H, 的 Kronecker W H, x H, 是 一 个 mm Wr H-E, 
HA. Dio H. X A, 是 一 个 (1 一 已 矩阵 , 且 
CH, X HH X H,)! = (H, x HCHT x Hi) 
-= (HHT) & CH, X HI) = (mls) X Gnd) 
= Wy oma 
故 定理 的 结论 成 立 。 证 毕 、 
Bem gee Be 
3X. iM, fem, BY H-3BEE sie), WAX A, X 
x H, 是 一 个 rom me Br H-P. 
此 注 虽 然 简单, 却 是 构造 如 -和 矩阵 的 一 个 重要 方法 。 例 如 由 它 
可 以 推 得 
定理 16.4.2, ig: > 0, 则 存在 2^ bY 好 矩阵。 
证 明 . 34; = 9,1 EH H-k (16.1.5) 给 出 ， 由 上面 的 
系 Al 


A, xX HX x H, 
1 个 


E—^ 2) By H-k. EE. 


例如 ,用 =Ò 。 ) 依 上 法 构造 出 的 4 阶 有 -第 阵 是 
Doi: 1 od 
a dono nie 1-1 
J* n di =r -1}' 
I =l =l] 1 


S 一 1 


$ 16.5 Hadamard 些 阵 了 睦 偶 的 构造 法 


本 节 介绍 H-NMR. DOS AMR 
包含 二 个 五 -和 矩阵， 故此 法 自然 也 就 提供 了 豆 - 抵 阵 的 构造 方法 。 
定理 16.5.1, i 
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m= 2 [[t +1), (16.5.1) 


Pri 


Hh 0. 22 0, e; 22 1, p; 为 素数 日 1 = 3(mod4). ed 


dE m BG AM, H E D AE SE ELS EB SER h A 
证 明 . Mom — LRL 1—08.,M = N= (1) É— M 


HEBER. 当 m 二 2 即 1 1, 一 0 时 ， 
1 t 1 t 
vu—( ， ) &N-(. a 
是 一 对 二 阶 H-t. 
M omepyuxidgb:-—0,-—1,5—p.e6-:c 时 , 记 4 = 
p. v 


0 e 
A ={ "ma (16.5.2) 


XX HL e 是 一 个 9 维 向 量 ，0 — (gy) AES 16.3.9 中 定义 的 一 
个 9 阶 第 阵 , 而 GF) 的 元 为 m m Ona. + ee LR m 

gyae "P — xy (2 < :« og), (16.5.3) 
FA) 216, 这 总 是 可 以 苏 得 到 的 ， 又 因 p = 3(modt), 4 d— 
个 反对 称 和 矩阵 ， 由 引 理 16.3.9 得 


-(*? eQT ) 


O0* Je + OOT 


(9 


a gle 
& M: 一 44 二 1, 则 M 是 一 个 (i, 一 1)- 和 矩阵 ,有 量 
MMT =AAT+H+ A+ ATH! 
= (q +1) = ml, 
ERAN AL BY Be BREAD, ME 7 m By es - e 
O33) V, AWreW A W? le, H 
V= Vy, P= To, (16.5.4) 
PME--4- o 十 1 阶 COLI)-ABEE N: 


* 24B * 


E 
a 


1 0 
we (2 a, 
0 —F 
因 对 一 4 十 了 , 故 


t 0 0 e 

N= G _v) + C E 
AM VO 的 (1, 门 元 为 

qj = X(2j — 2) — Xlr n) 
妆 ?2 所 1 所 9 时 ,VO 的 (i 站 元 为 

9841-46, = XC zi 一 Zarai) 

= X(zi — (—2;)) = X(zi + zi). 
因此 ,对 任何 #,1 <1 9,70 的 (四 元 都 为 XC + z) AR 
EA VO Ga, Vo — VO. mr, 

N= NT. 
Hi (16.5.4), 


. 1 0 1 9 
NN! -( pret ) 
0 —V 0 —F 


这 就 是 说 N 是 一 个 we 阶 H-E. 另 一 方面 ,又 有 


1 0 
MN = MN? = MM? ( ) 
0 一 下 


. 1 Q0 1 0 
NM -( MMT TC y) 
d MNNMT, BERT MAINES 9 十 工 阶 五 -矩阵 峙 


偶 . 


TARER: 如果 丰 在 一 对 阶 H-E BE OU m 
Br -矩阵 陵 侦 , 则 存在 一 对 Am Br H-ABEEREARI. 
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EOM, Sa + 1, 和 N， EH 4h H-b, Mo 
So 十 了。 Mt Ne 基 一 对 而 阶 晶 -矩阵 陵 偶 ， 这 里 Ss 和 5 是 友 对 
称 阵 , Na 和 Ns 是 对 称 阵 。 令 
Mant = Ty X My +5, X Nys 
Na = Ns X Ny, 
HA. Mam 和 Nam 都 是 《十 1, —1)-508E, MARE H-1, 
Nan MRR. MIN 
M am — lym = la X (Sm Fin) + Ss X Nu as 
= f; X Sp + Sa X Na; 
A Mas — lim 是 反对 称 阵 ， 再 者 ,由 引 理 16.2.4, 
CN 
= Ny, X ME 十 Si X NY 
= N, X N,,Mi + NS X NL 
= (Ni X NS), X Mi + SE X Na) 
= NM ima 
综 上 记述 即 得 Mim 和 Nan 是 一 对 H-I. 
对 ”Il (ei + 1) 重复 应 用 刚才 证 明 的 这 一 命题 便 得 定理 的 


f. WEEE. 
构造 A-BAT — 8 E RAT — 35 OE RY 2-C 2m 
Tdbm-cl,m;m 一 1)- 群 差 集 的 构造 FRR 4m 十 3 形 的 素 
BUS GE HAE AER. 
定理 16.5.2, 12 g = po = 4m 43, p JÉ— XE. BOR 
2m + | Eric ERHE G = (0,1, 2,:--,2m] (mod2m + 1). FRE 
在 2-(2m + 1im,m + l;m)-TEÍAZETR(X,Y OG 0& X H 
Zi a€X, Wek; 
Zi sa €Y， 则 一 a € Y. 
NEA. i EARR GFU) 的 一 个 原 根 , 且 记 
Q = {x*\2 € G}, 
X = [a€ Gj“ — Le 0}, 
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Y = {6¢G|x*+ 1&0], 
Z = {cE G| 4 1 € 0). 
因为 在 GF(4) m, 
一 一 rte o, 
HM x" — 160 的 充 要 条 件 是 
4] — 1&0, 
这 就 是 说 ，a & X ARERR X XE OR X, 
Ba = Um Ft ny, 
男 一 方面 , Z 中 元 的 个 数 即 方程 
] = x¥ — x, fle EG 
REG ASPB IRB 1 表 为 如 中 二 元 之 差 的 表 法 的 个 数 . 由 定 
H 15.6.1 知 , 这 个 数 是 六 ， 即 | 了 | =m, 从 而 YI = |G\Z| 一 
(2m 十 1) 一 m 一 m 十 1。 再 者 ;由 P+ 1& 知 ， 
lr E a e S E-G Q. 
BREH, EEY, WYSE Y, 
设 d€G,d 5e 0, MA 4 TH | 
d = A — 3, hat X (16.5.5) 


的 充 要 条 件 是 存在 ,1 EG & 
xm dq x, (16.5.6) 
qmm d patr, (16.5.7) 
aM usq m at gl (16.5.8) 


(16.5.6) $1 (16.5.7) 分 别 与 ane X. 等 价 , 而 当 此 二 式 成 立时 ， 
d= ay — a4, 就 与 (16.5.8) 等 价 ， 庆 是 因为 ,一 方面 , 由 (16.5.5) 一 
(16.5.7), 有 
| p gP m gh m gat 
一 pigia 一 AC up ad) 
= x a yi 
31-2318], 3 (15.5.6) (15.5.8), 4 


a — |] e 3x*—]—(xh an, 


(2517 


gh 一 gly | 
4; H d = fhu 
4 可 表 为 
d= b, — b b,b EY 


的 完 要 条 件 是 存在 六 :六 <G 合 


一 (16.5.9) 
一 2 一 ae gtd, (16.5.10) 
go qu gl gm (16.5.11) 


Ralo, Y = [4EG| —(x*--1)€ 0}, 因而 (16.5.9) 和 
(16.5.10) 3 BUTHI bish E Y 等 价 , 而 当 此 二 式 成 立时 ,a = h — by 
RS (165.11) Sh. 理由 与 前 一 段 类 羽 ， PEXX, (16.5.8) 和 
(16.5.11) 可 写 为 同一 个 方程 
x4 —]125 -—5,^.ijeG, (16.5.12) 

但 当 x 4+ 1€O WY, (16.5.12) Bf (1.9 [E] 2 3826 X HITE 
的 表 法 是 一 一 对 应 的 ; 当 xU EO 时 ,(16.5.12) 的 解 (j, 站 同 4 
表 为 了 中 二 元 之 差 的 表 法 是 一 一 对 应 的 ,然而 , 当 了 关 0 时 ,一 
læ 0, HIER. 15.6.1 知 ,方程 (16.5.12) 的 解 的 个 数 是 常数 m E 
此 已 经 证 明 ， (X, Y) 确 是 2-(2m 十 15m, m + lim ARER, 
WERE. 

MBEAN TSF, 

51:2 16.5.1, REED v Ct. ~1)- 4,B,C MD, 
合 于 


C=] 4U, UT =U, (16,5.13) 

| AT = A,B? — B,D! =D, (16.5.14) 
AA’ + BB? = CC! + DDT = 2(v + 1) — 2], (16.5.15) 
AT BT eCT ex cDi =e, (16.5.16) 

AB = BA, CD— DC], (16.5.17) 


其 中 < 为 分 量 全 为 上 的 " 维 向 量 ， 记 
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1 一 | 一 上 e 
Nel ; (16.5.18) 
ef wet A —B 
ef ef —B —A 
1 1 e [3 
—1 i e —r 
M = . 16.5.19) 
—eT 一 e7 c D ( 


— eT eT —D cC 
MBA, NE— 2Co 十 D) BEER H-E, Md 209 + 1) t 
的 反 型 H-*BERS LE 
AC?T — BD 和 BC? -- AD (16.5.20) 
FEST PRAY, ULM ALN d. 2o 十 1) 阶 的 互 -和 矩阵 陵 偶 ， 
证 明 。 因 为 和 六 已 经 给 出 ， 故 定理 的 一 切 结论 都 可 直接 验 
ip. WR. BE 
引 理 16.5.2, 设 G 是 一 个 2m 十 工 阶 的 Abel DUE, BEAG 
ERG 2- (2m 十 i5m,m + Ilym- HERK, Y ) 合 于 0&X, H 
a€ X DRAR AX, 
scY 的 充 要 条 件 是 一 zzET. 
又 设 存在 CG 的 2-(2m + 1;m;m 一 1)- 群 差 集 (P,5) 合 于 
acP W—at P; a€S MN—a ésd, 
那么 ,一定 存在 4m 十 1) VrBS 
(1 对称 H-5BRE, 
(2) 及 型 如 -矩阵 ， 
(3) H-5s Ee gs (B. 
TERR. iE GCE CE TREASURE RR tia tants tam ats 
ZEG H 
i, @€X a[l, 
—1, Hu. 
—l.a€Z, 


ex) mU naz, ZT PRS 


1, a@€Y¥, 


py(a) -1{_， a&Y,. 


pxla) =| 


* 23% 6 


叉 设 C 是 G 的 1 型 px HREM, DE I pr ER, ac ll 
型 yr RS, B E IL ps 关联 和 矩阵. 

由 ex sg Xn, CEM RRA 1, HX 9er A, H 

Ton atx WIESE si 一 28 X, WB 
plas — zi) = — qe; — 2;). 
Rib, C RAR (16.5.13), 

FA 5 | BH 16.3.4 知 ，4 B. D 满足 条 件 (165.14), X::H51 8 
16.3.7 知 ,(16.5.17) 的 第 一 式 成 立 。 再 由 引 理 16.3.8, € 是 循环 阵 ， 
D,A 是 俩 循环 阵 ; 所 讽 从 引 理 16.3.3 4], (16.5.17) 的 第 二 式 和 关 
二 (315.5.2 的 的 假设 也 成 立 ， 

对 任意 固定 的 i: 都 有 


imi 


> ex(ai — 0) = >) exa) 
dtg 
- 1— Di 
EN LE ag xU 


=—mti-m=l1, 


$3 exa; + ap) = 93 gvle) 


5-1 sE 
~ 21-301 
sey 


= (m-4-1)--m-—1, 


Ani 


D>) ela; + 43) = >} ela) 


fel sec 


“21-3 


ag 
={m++l)—m=1, Z=P,S, 
He(16.5.16) BE 3Z.. Aa 16.5.14) FC 16.5.13), (16.5.16) X, ayy 
JA = JB = JC = JD — J. 
Bir (16.5.14) 30(16.5.33) ,这 又 推出 
4] = Bf — CJ —DJI-J. 
AERE Cy = C — 21 MDH 2-(2m + l; m,m + 13 m)-BE 
= 2345 


ERX ,Y ) 所 对 应 的 (1, 一 也 -关联 矩阵 , 故 由 引 理 16.3.01 知 

CCT + DO’ = 4(m +1) — 2j. 

EN 
CCT = CCT — 2C — CTM 
= CCT — C — D) —2(CT — 1), 
且 由 于 C 是 反 型 矩阵 , 故 一 工 一 一 (CC — D. Wi 
CCT — CCT, 
因此 ， 

CC! + DDT = 4(m + 1)1 — 2], 
BERS U — 4) RITU — B) 分 别 是 2-(2m + Li mim 一 
1)-REESECP,S)85 PR S 的 (0， DARE, Hea SPE 16.3.10, 有 

E ~ AU ~ a7) 十 一 ~- (/— BUB?) 
= (m + 1) + (m — " 
Wut 

AA? + BB! == A(m + 1)I — 2J. 

这 样 就 证 明了 A,B,C MID IR v 一 2m 十 1 HAY (165.15). 

于 是 ,由 定理 16.5.3, 按 (16.5.18) 和 {16.5.19) 确 定 的 朱 阵 就 是 
一 对 吾 -矩阵 肤 偶 , 且 N 是 对 称 于- 矩阵 , 邓 是 反 型 H-5pPE, WERE, 

现在 来 建立 H-ÓABERESGN HUE TE UE KE E ERU — Tx 
B. 

定理 16.5.3, ib t= p = l(mod4); q = g/ — 2: +1, 这 里 
p 和 & 都 是 素数 ,< Rf IEE. BBA, EE 2(1 + 1) A H- 
矩阵 睦 偶 ， 其 构造 方法 由 下 面 的 证 明 过 程 和 定理 16.5.2 的 证 明 过 
程 结合 而 得 ， 


aA. 4m = ELS Ri q= 81 一 4m 十 3， 由 定理 16.5.2, 


存在 2-(2m 十 1im,m + lim) BERLI, Y) 
Q& X. HAF 2eX, Wak X; 
若 aY, Wl—ccY, 
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53—J5 Ei, A «= 1(mod4), 故 由 定理 14.8.3, 有 限 域 GFO 中 全 
体 非 骞 平方 元 所 组 成 的 集 PP 和 全 体 非 平方 元 所 组 成 的 集 S 正好 是 
2-(2m v l; mi m 一 l)-REXRSR. 于 是 田 引 理 16.5.2 伪 得 本 定理 
的 结论 。 证 毕 . 

下 面 给 出 一 些 具体 的 例子 ， 

例 16.5.1， 夺 在 阶 为 12:28, 60 和 108 H ARE. 

WE. 10 5,13,29 和 53 都 是 案 数 且 = 1(mod4])， 而 25 十 1 一 
11，2.13 十 1 一 29 一 3，2.29 十 1 一 59 和 2.53 十 1-=107 MER 
AE , 政 由 定理 16.5.3 知 ,本 例 的 结论 成 立 ， 解 毕 . 


$16.66 MAL Hadamard 矩阵 的 构造 法 


Ef Bx 如- 年 阵 陆 偶 的 方法 自然 也 是 构造 反 型 H-E 
阵 的 方法 . 本 节 介 绍 构造 反 型 H-AIRE SRA. 

BC H-BEREHBRIESATBUBSCS HBRSOR IL 39 — 8 
反 型 H-BPERSEIR. 

EH 16.6.1, GHEARRAN- AA, BFE” ht H-E 
BER UFR AE m# 阶 反 型 H-E. 

证 明 . UE 3 一 天 十 8 是 一 个 5 阶 反 型 HEH, 


ST = — 5, SST = (h — Ha. (16.6.1) 
XE OM 1, HM FON j&—5 m Ur HABER BS. UI 
MN = NM, (16.6.2) 


4 
K=], XM+S XN, 
TK 2— mà IPCI, — 1), (16.6.1) (16.6.2), 
KAT = (I, X M +S XN, xX M™—SXN) 
=], x (MMT) — F x RN 
=], X ml, + (5 — 1), X ml, 


= MAI mas 


(K — La)! = Uax M+SX NYS 
=l XM +5 XN 
=—-1,xM—-Sx*WN 
= —(K — laa). 
因此 六 是 一 个 mh Br SERE H-E, EHE. 
下 面 一 个 构造 方法 要 用 到 Szekeres 差 集 的 概念 和 结果 . 
定义 16.6.1. 设 G 是 一 个 2m + 1883 Abel Jngt,x Ay dé 
G 的 两 个 子 集 .。 wR (X,Y) EGA 2-(2m + lim; m — -E 
ER, AX ARE, 
E zeX, lj—z&X, 
MERCX, Y OR GHA Szekeres MER. 
定理 16.6.2、 设 G 是 一 个 2m 十 1 阶 Abel 加 群 , (X,Y) 是 6 
的 Szekeres ÆR, AEE 4(m + 1) 阶 反 型 H-P. 
MEER. 设 6G 的 1 型 qi KKH MY OUD qu 关联 矩阵 
为 入 ,这 里 
—1, #€X, 
1, z& X; 
—l, 26E Y, 
pie) = f 1, z&Y, 
WA W5 16.5.2 的 证 明 过 程 一 样 , 可 得 
N* — N, (M — I) = —(M — i), 
JM! = JN — J, 
MN = NMT, 
M M -+ NN? = 4(m + 1H — 27, 
利用 这 些 结果 可 以 直接 验证 , 46m + 1) BPE 
1 1 e e 


ple) = { 


就 是 一 个 反 型 H-BER. WEE. 
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Eb sr GL, ABE a 2m + 1 阶 Abel 期 烙 中 的 Szekeres 
3E ERAGE tOr + 1) RR AIA ie 
出 了 构造 Szekeres BRAY—PHE. 

定理 16.6.3, iZ 4 = P — 2m + 1 = 5(mod8), 这 里 了 是 个 
BR. MGEAR GF(g) 的 加 群 ， 那 么 存在 G 的 Szekeres 
其 集 , 其 构造 方法 在 定理 的 证 明 中 给 出 . 

证 明 . VR GF(4) 的 一 个 原 根 是 x. d 


Ay: = feos je T — i}, O13, 


X: = HM UH, Yi = FUH,. 
B 2im it |X} = |Y] =m, B] Eom x" I m = 2(mod4) fg 
Xis€X, Mi—ekX, 
对 全 一 阅 定 的 4 € Hy. BHP WHR: 


d =g — h, 4,bEX, (16.6.3) 
d =} — g, Í EY, (16.6.4) 
xd = a — b, a,b € X, (16.6.5) 
ad==f—g, f,geY, (16.6.6) 
wd = a — 6b, a,8€ X, (16.6.7 ) 
zd = f — g, 1gtY, (16.6.8) 
vd =a — b, a,b€X, (16.6.9) 
xd 一 了 一 ET。 (16.6.10) 


因为 对 任 一 辐 定 的 i “X — X. tY — Y, LRA 
个 数 不 因 dl € H) 的 具体 选择 而 异 、 青 者 ,由 以 下 诸 式 
d-a—b,a,beX, 
ad = (-—xb)—(—xa), —xb,— xat Y, 
xd —(—85)-—(—xa), zb,— xlac X, 
rd == x'a — xb, xabcY 
ZETA t XS 801, FB (16.6.3), (16.6.6), (16.6.7), (15.6.10) 
各 自 的 解 的 个 数 彼此 相等 。 类 似 地 , JE (1664), (lows), 
(16.6.8), (16.6.9) &- EL RUA PD Bk dc dB F, 


+ gon + 


然而 ,方程 (16.6.3) 的 解数 同方 各 (16.6.5) HOMES E BEE 2 E 
35 x i SAC ERO USUS] 2 表 为 Y POR PERE MS A; 
方 被 (16.6.3) 的 解数 问 方程 (16.6.6) 的 解数 之 和 号 d (€ HL). 表 为 
X rH im 3x RES rd 表 为 Y 中 二 数 之 差 的 表 法 数 之 和 ; 方 
程 (16.6.7) 的 解数 同方 程 (16.6.8) 的 解数 之 和 是 wa( € H,) Eo X 
HORZ ERER xz 表 为 了 中 二 数 之 差 的 表 法 数 之 和 ; 方 
#3 (16.6.9) HOME RL Ay FE (16.6.10) 的 解数 之 和 是 rdl EH) BH 
XY EMBER xw BY POMS BAR 法 数 之 和 . 
Ftc, E ERETTA RA, WE 2€ GF(q)\{0}, d 3S6 X 
让 二 数 之 差 的 表 法 数 问 家 为 了 中 二 数 之 差 的 表 法 数 之 和 都 是 与 
无 关 的 一 个 常数 ， 记 这 个 常数 为 1, 则 

A(q — 1) = 2m(m — 1), 


从 而 
A4—m-—l, 
RREH, (XY EE 2- (2m + 1imi;m 一 -HFR WERE. 
由 上 述 现 个 定理 立 得 


定理 16.6.4, i pi = 2m + 1 = 5(mod8) RE PEPER, 
.OBUETE 40m + DREN H-b, 
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AS BAA AR £6 1938 E HR. 
Esc BB), A RES oh AP a Sk, 
构造 妃 - 和 矩阵 睦 仿 的 方法 也 就 是 局 造 对 称 牌 阵 的 方 靶 ， 于 是 ,由 定 
Bü 16.5.1 可 得 

定理 16.7.1, i4 


H 
m= 2 [Gs D. (16.7.1) 
i=t 


其 中 D0, 6 0, e, 22 1, Pi 为 案 数 日 Pi = 3(0mod4)。 那么 存 
Amite 及 -矩阵 ,其 构造 方法 已 在 定理 165.1 的 证 明 过 程 中 给 
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定理 16.7.2. b o: = p = l(mod4), q = gí = 2: -- 1, 3A 0E 
了 ? 和 8 RRR, e Df RIM. BA, FE 2G + DYE 
H-5BBE, 其 构造 方法 由 定理 16.5.2 和 定理 16.5.3 的 证 朋 过 程 结合 
而 得 ， 

下 面 介 绍 另 一 构造 方法 . 

定理 16.7.3. 设 9 = p = 1(mod4), 这 里 是 素数 ，! 是 正 
整数 ， 那 么 ,存在 269 + DMR 日 - 息 降 ,其 构造 方法 在 下 面 的 
证 明 过 程 中 给 出 

WEBA. 设 :9 是 有 限 庆 GF(4) 的 加 法 群 ， 且 G 中 的 元 依次 为 
zi = 0.2.77 a Ega A (16.5.3), i3 OFE5| 16.3.9 之 前 定义 的 了 
Bree, Mid 


Ü e 
p= ( \,N=P +i ， 16.7.2 
n Q 941 ( ) 


其 中 。 BD SS HINT ENR. 由 引 理 16.3.9 4, ORK 


线 元 素 全 为 零 , 且 0 =Q, 99 o ql — ds 9J — J9 — 0, W 
N J&SEEREQCIT, — 1-48 EE, H. 


r= (oer 7 +o) 


= glas. (16.7.3) 
^ FE Fae 
—N P—I 
E x ). (16.7.4) 
4; HEP aR 204 + 1) BrCl, — 1)-46 BE, A (16.7.3) 
0 (Pips PIP 0 
HE -( 0 (P4 IY 4 (P— i») 
_ (C + d) 0 ) 
7 0 (P +1) 


= 2(¢ + 0)has. 
这 就 是 说 ,和 矩阵 (16.7.4) 是 个 249 + 1) 阶 的 对 称 召 - 和 矩阵 。 证 毕 . 
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BTC |) 是 个 二 阶 对 称 H- 短 降 , 以 及 任 一 mm BAT H 
SERE fs 4:— m 阶 对 称 H-Z Kronecker 积 是 一 个 mum, 阶 对 
称 太 -矩阵 这 一 事实 ,由 定理 16.7.1 和 定理 16.7.3 立刻 可 以 推 得 
EE 16.14, gme 43€ 10(16.7. DR cb ji ps REA 
素数 ，c HEM. 又 设 合 pH = 1(mod4) 的 户 的 个 数 不 超过 
n WA, FE mb AUN Ue, HMR ADT io 
(16.7. 和 的 五 -矩阵 ,若干 个 由 定理 16.5.1 构造 出 的 ASS F 


( _) 作 Kronecker 积 给 出 ， 


定理 16.7.5. 设 4 = f^ = I(mod4), 这 里 是 个 素数 ，。 是 
TER. 那么 ,存在 24(4 十 10 阶 的 对 称 FH- 炬 阵 ， 其 构造 方法 在 
“PERU ER HA 25 b. 

WEBB. 设 P 了 和 NN 为 (16.7.2) 式 确定 的 两 个 4 + 1 BBR, O 79 
FOP BRAY FER. Mid 


那么 ， 
X =X, Yey, 
X? — 241, X Jas (16.7.5) 
Y! —21, 0? --2h X I, 
= 21, X (lg + 1)1s — HF). (16.7.6) 


0 —i 
AY + YX = 2h x 19+ A DES 


+2 x 014 2( ^ Voy 
21, i y 4 
=O, (16.7.7) 
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& 
H = day XX+PXY, 
TBZ..HRECG.—1-5BBE, AT = H, BR (16.7.5)—(16.7.7) 08 
HH! = f, x X! -- P xy: 
一 24(9 + Hunn 
REG, AE 2404 + 1) RR. EE. 
类 似 于 定理 16.7.4, 由 定理 16.7.5 立刻 可 以 推 得 下 面 的 
定理 16.7.6, i9 


Li 
m=? [T Gotos + 1». 
f=] 


其 中 | 
pit = M(mod4), p, EEG, eR LR L0, 


1 1 
BAHE mA H-E ES ( 1) 和 若干 个 形 如 
定理 16.7.5 所 构造 出 的 日- 矩阵 的 Kronecker 3H. 
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本 节 介 绍 利用 反 型 H-N H-A x H-58 EE B 
方法 . 
首先 介绍 一 个 一 般 性 的 引 理 ， 
引 理 16.8.1, HEFE 
(1) 证 阶 反 型 H- 短 阵 HU +1, 
(2) 7 阶 五 -和 矩阵 陆 偶 M — W +l NNN, 
(3) Zh 1 阶 (1, 一 本 -矩阵 X,Y AZ iiu 
(XY!)! = XY7, (YZY = YZ", (ZXY = ZxXx!, 
XX! = gi + (1 —24)J, l 
YY?!— cl -+ (01 — ce), 
ZZ = (i 4+1) —], 
AE, (m — 1)e = m — & 1) — a. 那么 :矩阵 
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Hi=UxN xX Z4-1,5*K% WX Y +449, XIa XX (16.8.1) 
fe— mih Bri 六 和 矩阵 ， 
TEA. 由 豆 的 梅 造 式 (16.8.1) 知 , H &— T O,71) RL 
一 方面 ,由 条 件 (1) 和 (2) 知 
UT = U, UUT = (hk — 1), 
WT = — W, WW!-í(m-—1)!,, 
MN = NM', MM? = N* = mip, 
WN = NWF, 
因此 ,利用 这 些 关 系 式 直接 算 出 
HH? = UU? x NM x ZZ*' -- 1, x WW? x YYT 
+i, X PL X XXT + UT X'WN x YZI 
+U x NW? x ZY! --UT x N x XZT 
+U XNXZX 4 I XW’ x XY" 
+i, x W xYX 
= UUT XM X ZZ? -I,x WWT x YY? 
+I, Xip X XX! 4- QU --UT) X Wn. 
x YZ* (UT -U) X NX ZX!' 4 1, 
x CU + WT) x XY? 
= (k — 1); X ml, X CO 2-01), — JD 
+I Xd, X(c(m — 01,4 (-—26m 
— N+ X L, X (al; + (1— ayi) 
- fan X (ma DO + 1) -- e(m — Lt all, - 
+ ima X Com -— 3) + CE cem 1) 
十 了 一 aj}; = mihl mtas 
这 就 是 说 ,于 是 一 个 mlb t H-P. WERE. 
在 引 理 中 令 X 一 了 ,a = e,m 一 1, 则 得 
3X1. 假设 存在 
(1) ^ i Bea H-E, 
(2) Ah £BrCI.— D -9BEBE Y 1 Z AE 
(YZTy! —YZ'!, (16.8.2) 


II 


YYT 一 ec 二 (一 上 (16.8.3) 
ZZ! -—(41)-—]j, (16.8.4) 
WR, cml — Ed. BA, HE IAE H-E, ADEST 
Kj 16.8.1 Aw, 
3&2, MRE ABR H-E, FE ACA — 0) 阶 -an 
kB. 
EB. 设 五 是 一 个 天 阶 反 型 互 -矩阵 , 卫 Z 一 1;_! 是 其 核 , T 
fe 2 4S (1, —1)-3e. 由 引 理 16.2.2, 有 
CZ 一 I4aX(Z — Py a)? 一 (A 一 1a -= dias (16.8.5) 


(Z — Isaan = 0, (16.8.6) 
(Z —1,4)7 = —(Z — 144), (16.8.7) 
HiCI6.8.7), 
Z? = —Z 4 21,4. (16.8.8) 
E1(16.8.6)18. 
Jaz? = Ja ZS sa. (16.8.9) 
W Or (16.8.8)90(16.8.5),. RA 
ZZ’ = kla — daa (16.8.10) 
BE, 
Ja ada = (4 一 1)J45. (16.8.11) 


FAs. RY =f, dw A-—1,¢=—=0, Hj (16.8.9),(16.8.11 ) 01 
(16.8.10) 4 Bi[ f A 1 711589(16.8.2), (16.8.3) 81(16.8.4) 3X, EH 
1 即 得 系 2 。 证 毕 . 
RI WREE k MEE H-E 和 十 4 阶 对 称 玉 -和 矩阵， 
TEE fk ACA + 3) pt H-t, 
证 明 . 设 AEA + 4 BRR A, RH C. RR 
般 , 可 设 4 有 分 块 形式 [16.2.4)。 由 引 理 16.2.3 4d CT — CA 
CT 一 (4 + Alaa 一 Jass 
Chass = fyl 一 一 上 六 Rh。 (16.8.12) 
BY = Sea au. BWA YE (O.—1)-3Á, Yo — Y, 
BH. 
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YC’ = (Jiu — 21,4,)C 
一 —]a—2C 
= C(s — 21,4) = CYT, (16.8.13) 
YYZ7 一 到 一 (人 一 7 十 4 (16.8.14) 
WZ=C, c=4, A+ 3, 则 (16.8.2),(16.8.3) 4H (16.8.4) 
就 分 别 化 为 《16,8.13)， (16.8.14) RI (16.8.12). Fe, HAL (E 
得 本 系 的 结论 . Ut. 
应 用 上 述 庄 结果 ,可 得 一 些 具体 的 HERNE EEE. 
定理 16.8.1, rm 3E n SE ER 16.5.1 中 由 (16.5.1) 给 出 的 数 ， 
或 是 定理 16.5.3 导出 的 数 32( 荆 十 1， 或 是 定理 16.6.4 导出 的 
数 2e 十 1), ZEE mm 一 1) Br H-E, 
TESA. 由 定理 16.5.1, 52 16.5.3, EE 16.6.4 和 上 面 的 系 2 
即 得 。 证 毕 . 
定理 16.8.2, 设 mw 各 十 4 痢 是 形 如 定理 15.5.1 中 由 (16.5.1) 
给 出 的 数 , 或 是 定理 16.5.3 导出 的 数 ZO + 1), MEH 16.6.4 
导出 的 数 CP" 十 1), 则 存在 mtm + 3) 阶 H-E. 
证 明 . 由 定理 16.5.1, 定理 16.5.3, 定理 16.6.4 和 上 面 的 系 3 
BU. IEE. 


$16.9 Williamson 型 Hadamard i 


Williamson" 发 现 了 构造 一 类 特殊 的 H- EERDE, AT 
它 , 对 一 些 久 未 构造 出 H-E RW, git 92, 116, 172 等 ,终于 构 
造 出 了 五 - 害 阵 。 这 个 方法 基于 下 面 一 些 引 理 

引 理 16.9.1. fS xe Ze ERU RC, —1)-3BEE 4,8, CMD, 
HER: 

Cl) 它们 是 对 称 的 ， 

(2) 它们 是 两 两 可 换 的 ， 

(3) 4* E B! + C T PD) —4ml,, (18.9.1) 
HbA » HERE 


r 205 = 


4 B € D 
r 
-E 4 -D € 

H= (16.9.2) 
-€ D 4 一 8 
-D =c B A4 


是 一 个 4m 阶 H-E. 

证 明 ， 由 直接 计算 ， 

+ —AB+ BA — CD - DC 
—B4--4B-—DC--CD B+A+D +c 

—CA + DB +4C—BD CB+DA-~AD— BC 
—DA — CB + BC -- AD DB-- CA — BD t AC 

—AC + BD+ C4A—DB —-AD—BC+CB+ DA 

BC + AD —DA — CB BD — AC — DB + CA 

C? D o£ Bg CD — DC + 4 B — BA 

DC —CD t BA -- AB P+ C+ B+ A 

=a ty X dmi = mly. 

证 毕 . 

形 如 (16.9.2) 的 五- 矩阵 吗 做 Williamson AY H-a, 

由 引 理 16.9.1, 构造 Williamson 型 扎 阵 的 问题 就 转化 为 构造 
HEDH 16.9.1 ARR ECG) A,B, CMD, 下面 就 
来 讨论 这 后 一 问题 . 

id U £2(16.3.1) SCR BE, XR 
4 = ach aU bau QUU, a — tiU KiS ml), 

(16.9.3) 
B = 54 t AU bess 4QQU*''. & = +tllsisim—l), 
(16.9.4) 
C = cM t eU oco QUU, c; xl(0stism—1), 
(16.9.5) 
D - dy d- dU +--+ +4, QU", d= AlO sis om — 1), 
(16.9.6) 


HH* == 


gg LE bi, €; d; 满足 
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ting 4, Omai = Oey Cai = 6i. du o0 d; (leis m- 1). 
(16.9.7) 
Jd1(163.2)], 4.B.C, DEBEO ERBS. 因为 所 有 的 a, bsc. 
di 部 取 值 土 1, 故 A.B.CIDABARECI,—1)-óBPE. AA A,B,C, 
也 部 是 0 的 以 纯 量 为 系数 的 多 项 式 , 故 它们 两 两 可 易 ， 这 样 一 来 ， 
为 了 应 用 引 理 16.9.1 于 这 样 特殊 形态 的 4， B, C, DK tye 
Williamson 型 再- 矩阵。 就 内需 考虑 寻求 满足 条 件 《16.9.1) 和 
(16.9.7) HÆ $C 16.9.6 HERE A,B,C,D, 
THAR 


2hm H. ay by = cam d= l (16.9.8) 
BRE iie. (16.9.8) 的 后 一 条 件 并 未 对 所 得 的 结果 的 应 用 带 
来 任何 限制 ,因为 ， 如 有 必要 ， 把 4 换 为 —4, BHA — B, CR 
A—-C, DRM —D, 总 可 使 这 个 条 件 成 立 . 
在 A,B, CMD RAM (16.9.3) (16.9.6) 中 , 依 系数 的 正 
负 集 项 ,可 得 
A= P,—N,, B= P,—N,, 


(16.9.9) 
C= P,—N,,D-—P,—N,, 
zE 
P= Mu, M= Sui, 
ajai aj=—l 
P= Sus, = Dui, (16.9.10) 
bjel j= . 
m 5 Ui, N, = > U, 
cpm ejl 
= vi, N = Su, 
dim gje-l 
(16.9.4), 
P, tN, = Jf, CE 4。 (16.9.11) 
这 样 一 来 ,条 件 (16.9.1) 就 化 为 
4 
WOP, — JP = 4al, (16.9.12) 
ixi 


426? » 


网 为 U! 也 是 一 个 嘲 换 矩阵 ,页 UJ — JU = J, 从 而 
Pjj = JP; = Bj (xim 4), (16.8.13) 
XE p, E (16.9.10) 之 P, 中 所 包含 的 项 数 . 利用 (16.9.13), 
(16.9.12) By (639 
EPSP + »LE 4ml, 
r=t i=t 


i=] 


Jr BH 
4 4 
P= (3ip — mJ + m. (16.9.14) 


B] as DQEL 24 6 sO, a m 1,8) auc; = lik 24A. AR 
可 得 

24b papsp,. (16.9.15) 
因 24 we FC 16.9.15) , 8(16.9.14)4 1H 


Mutt Mutt So Us Sus 
agai cuml 


aja! djzl 


= Jj + I (mod2), (16.9.16) 
BBP ER eat modb 同 余 的 意思 是 它们 中 一 切 对 应 元 素 对 
modb 同 余 ， 击 (16.9.16) 可 以 看 出 ,对 任 一 (1; m — 1) ZR 
5 在 (16.9.16) 左 蔬 的 四 个 和 式 的 恰好 一 个 或 者 恰好 三 个 中 出 现 . 
MAT 4m, 47 EAU m — ilit, 27(modne) diis (l,m 一 
1]， 且 反之 亦 然 . 因此, 不论 哪 种 情形 发 生 , 革 任 一 Kisrem 
— 1), Ui 都 在 Pi, Pi, Pi X Pi 的 怡 好 一 个 或 恰好 三 个 中 出 
现 ,因而 U 在 P,,P,,P, 和 P 的 从 好 一 个 或 恰好 三 个 中 出 现 ， 
这 就 是 说 ,对 任 一 区 1 mj m — D). a,b3,¢1,4 四 个 数 中 都 愉 
有 三 个 同 号 . 

上 面 的 结果 可 以 陈述 为 下 而 的 引 理 . 

引 理 16.9.2, id(16.9.7)F0( 16.9.8) Rw. A (16.9.6) RETE. 
HEE 4.8, CM DME (16.9.1), HBA, Xp tE— LSS m 
— DUAE an Bis ei 这 四 个 数 中 都 恰 有 三 个 同 号 。 

SEN 
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Wi= i (A+ B+C—D), 
Wi= LG eB CD), 
We L( — B+C +D), 


W= 5 (4+ Boe CH D), 


(16.9.17) 


iW, MEU 的 纯 量 系数 多 项 式 , 还 都 是 对 称 和 矩阵 , 且 加 一 了 By 
系数 为 十 I， 由 引 理 16.9.2 41,94 15; m — 1j, OPW, 中 


的 系数 为 

t2, Æ U E 4 ,B,C 中 的 系数 为 土 1， 

£t DIRAS EI, 

0, 其他; 

在 WW 中 的 系数 为 

土 2, 若 Ui 在 4,8,D 中 的 系数 为 土 1， 
在 中 的 系数 为 干 ]， 

0, 其 他 ; 

在 W, 中 的 系数 为 

+2, # U E A,C,DIBBERBUS El, 
在 3 中 的 系数 为 干 1， 

0， 其 他 ; 

EW, 中 的 系数 为 


+2, SUE B,C,D 中 的 了 系数 为 土 ]， 
E A BEAR ARS 1, 
0, 其 他 . 


由 此 推 知 , 当 1j «om — b 时 , V AEA W; 中 出 现 , 且 其 


系数 为 土 2 | 


反 过 来 ,如 果 存 在 具有 上 述 性 质 的 Wi 2, WW os WEH 


(16.9.17) i 


1 + 


A — QUE WWW, 


B = = (W, + Wa = W, + Wo, 


c= (W,— Wa + W,-4 WO, (16.9.18) 


D 一 六 (—W, 十 Wid- W,-c Wi. 


mE. 4,B,C MD MeC,—1)-K. 
男 一 方面 ,由 关系 式 (16.9.18) 和 (16,9.17) 可 以 得 知 ,(16.9.1) 
成 立 的 充 要 条 性 是 
Wit Wit Wit W= Amily. (16.9.19) 
THE, biis RT CBR RR FER 
51 16.9.3. 12 2fm， 存 在 引 理 16.9.2 Babe 4, B, cT 
D WIRE VF Je Ep Dos ER ABS WWW AW, 满足 (16.9.19) 
p 
(1) W; = Telit: eID (lebe —bixm—ld), 
L<xi<xt4; (16.9.20) 
(2) SHE— 其 1 iE m—1), UA W,,W,,W, S1W, 
8)—T h HX, l 
HERE RS ES E 16.9.3 中 人 条件 的 WUS 4), 30 
么 就 可 用 它们 按 (16.9.18) 确 定 出 4,8,C 和 六, 从 而 按 (16.9.2) 确 
定 出 H, 
上 的 特征 方程 为 a" — 1 一 0, 它 有 闫 个 相 民 的 特征 根 。 由 抵 
阵 论 中 的 结果 知 ,在 在 非 异 复 些 阵 S, & 
U = SFS-， (16.9.21) 
iX LV TOW BUCOBER. REHAR Le PR m PRI 
的 次 单位 根 ， 把 116.9.21) 伐 人 (16.9.20) 得 
W; = S(IX2VX----2V!)37!, 
id 
W,-—l1cT2ViieunIV, 


#270 * 


EBA (16.9.19 ) 就 化 为 
Wit 形 ; + W HW mla (16.9.22) 
因 1 fee RAR, ORE, REV B9EB 7 个 对 角 线 元 素 为 
1, 毕 较 (16.9.22) 两 节 的 人 7: 广元 素 ,得 
(1x24c-:-x2Yy-r(Ix2cr-:::cr2Yy 
T(imc2m--x2y 十 (1 土 2 土 :十 2 一 4m (16.9.23) 
其 左 节 第 i 项 (1 Gams s W: 的 结构 相对 应 . 
Hy Lagrange 四 平方 和 定理 (参看 红 3.3) ,每 一 个 正 整 数 都 可 
以 过 为 四 个 整数 的 平方 和 ， 而 且 , 当 吉之 0 日 24m 时, Am 总 可 以 
表 为 四 个 奇数 的 平方 和 (参看 Hardy 和 Wright[1])， 据 些 积 前 
面 的 几 个 引 理 ， 可 得 构造 Williamson 型 H-E RA EH EAR 
下 : 
(1) 把 4 吉 表 为 四 个 奇数 的 平方 和 
Am = a? + B+ c + P, abed, (16.9,24) 
(2) $8(16.9.24) 55(16.9.23 5E BL RAE (16.9.19) 和 引 理 
16.9.3 riga (C1) CRW W^; ABT BBA X CI6.9.20), 
(3) 由 (16.9.17) 定 出 A,B,C,D. 
(4: 由 A4,B,C 和 DD, 按 (16,.9.2) 构 造 出 五 -矩阵 ， 
下 面 看 一 些 其 体 的 例子 
$ 16.9.1. 222292 阶 的 Williamson 型 H-E RE ER 
id. 
解 ， 此 时 s = 23。 可 有 两 种 方法 把 92 表 为 四 个 奇数 的 平 
方 和 : 


92 æ 9^ 3 F^ -4- 1 7 5? 4- 3 + Y. (169.25) 
jd Ui + U = Zl <i il), 由 (169.25) 的 第 一 个 表示 式 ， 
得 

921 = (7 + 2Z, + 22, +- + (I-22 十. 
+e PU ey, (16.9.26} 
其 中 省 略 号 之 处 是 224 一 22 22j 一 22Ze, 22, — 2Z;, 224 一 
2Z, 中 若干 个 之 和 ， 且 fasbsc dse fs g,4, 829,83 = [1,11], 
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Baumert, Golomb 和 和 Haill™ 利用 电子 计算 机 求 得 了 (16.9.26) TI 
合 要 求 的 完整 表达 式 : 
921 = (I1 + 22;+ 22Z,Y! + (1 — 22, + 22, — 22) 
+ (I-07, — 22,y + (I #227, — 22, 
+ Z; = 22,4)*, 
因此 ,存在 92 阶 Williamson 型 HAGE, E n RAEN RRN Be 
构造 出 来 。 解 毕 . 
$116.9.2, 3x 172 Wr Williamson 型 A-SE PE RUPE TEE AD RY 
EU. 
ME. dE m = 43, Williamson! 从 
172— 123 + '- P +P 
出 发 求 得 了 符合 要 求 的 表达 式 : 
1727 = (2 + 2Y,— 2Yy + (1 + 2Y; — 2Y, F 
+ (i +2Y,—2Y,"% + (2 + 2Y,Y, 


Y; = Z; + Zt + Zt, 
Z; — Ui + UV 7, 
因此 ,在 在 172 By Williamson 型 H-3BE . BAT PRATT AA 1: 
构造 出 来 WHE. 
$5916.9.3, Æ 116 阶 Williamson 型 五 - 些 阵 的 存在 性 和 构 
造 方 法 . 
KK. it m = 29, Baumert 从 
116 = 9'--5 241 
出 发 求 得 了 符合 要 求 的 表达 式 : 
1167 = (1 +22, —2Z, + 2Z,— 2Z, — 2%, + 22Zy) 
+ (I — 22, —2Z; + 22, — 22,0 2Zyy 
+ (b+ 27,7 + (1 +22, + 2Zy), 


Zi Uic UP, 
因此 ,存在 116 阶 Williamson 4 H- 盾 阵 , 且 可 恢 前 画 所 述 的 方法 
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Ryde HAS. WE, 

$/16.9.4, Baumert 和 Hall” YARAT., dnm 
16.9.1 Hew YR A, 8,C 和 人 DD 都 是 循环 的 ， 则 由 它们 可 
以 构造 出 129 Br H-B Has: 


a a A R —B GC —C —D E C —D 一 也 
[4-4 B—-4—B—D D—-C-B-—D-Ct -E 
4 —B-4 A-D DeB B-C -D C-C 
H A-A-A D D D C C-—B —B —C 
R -D D D A A A C -C B —C B 
B C 一 天 D A-A C—4 —D [^ B —R 
D -C B-B 4-C-—-A4 A B C D-D 
-C€ -DP -C-D C A -A-A-D B-B —B 
D -C 一 月 一 县 -B cC C -D a 4 a D 
-DP -B [H c c B B -D A -A D -A 


a 
1 
t 
l 
e^ 
a 
u 
1 
te 
l 
o 
l 
m 
S 
| 
in 
l 
à 
x 


-č -b -D C-—C-BH BE PB D d-4-—4 


这 是 可 以 直接 验证 的 。 mmr 一 13 时 就 是 这 种 情形 ， 从 而 156 Br H- 
和 矩阵 是 存在 的 。 解 毕 . 

上 述 四 例 的 结果 可 以 归纳 为 

定理 16.9.1， 丰 在 阶 为 92，116 和 172 的 Williamson 型 H- 
和 矩阵 ,以 及 阶 为 156 的 H-P. 

Ze Hal[4), UE W.D. Wallis, A. P. Street 和 J.S. Wallis 
11] 中 都 载 Williamson 型 互 - 矩 阵 的 表 , 自 然 不 是 列 出 这 些 和 矩阵 
本 身 , 币 是 列 出 与 (16.9.25) 类 位 的 分 解 式 . 

Williamson 型 矩阵 的 构造 方法 不 仅 使 一 些 长 久 悬 而 不 决 的 阶 
数 (92,116,172 等 ?的 HE- 维 阵 的 存在 性 和 构造 问题 得 到 解决 ， 
而 且 还 为 解 一 般 4# 阶 Hadamard 矩阵 的 存在 性 问题 提供 了 线索 . 
因为 , 任 一 正 奇 数 亚 都 有 分 解 式 416.9.24)， 所 以 :如 果 能 从 理论 上 
证 明 由 此 即 可 定 出 特 合 要 求 的 A,B,C,D, MS 4m(24m) 阶 H- 
和 滤 阵 的 存在 性 ,从 而 存在 4n (n 为 任意 正 整 数 ) 阶 H-E. BR, 
这 一 步 还 很 艰 臣 ,尽管 在 对 一 些 具 体 的 # 值 的 寻求 工作 中 ,借助 于 
电子 计算 机 的 帮助 获得 了 成 功 . 
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§ 16.10 小 阶 数 的 Hadamard 4E% 


研究 如 -第 阵 的 存在 性 和 构造 方法 的 一 种 途径 是 从 小 阶 数 着 
手 , 希 望 由 此 得 出 较 一 般 性 的 结果 ， 例 如 ;研究 92 阶 ,116 阶 H-H 
阵 的 构造 方法 可 以 导致 Williamson 方法 的 产生， 

近 数 年 来 ,这 方面 的 成 果 有 : 七 十 年 代 末 ，Turyn (参看 He 
daya 和 Wallist1]) 构 造 出 了 长 期 未 决 的 188 fr H-4plik ; IRA, 
Sawade #6 ih T 268 Bp. 五 - 扬 阵 的 构造 方法 ,而 268 是 到 1985 年 为 
正 尚 不 知 是 否 存 在 吾 - 托 阵 的 阶 数 中 的 最 小 者 。 

下 一 应 用 前 面 诸 节 的 结果 对 于 合 4m s 200 R1 4m 2e 188 的 
mm, 给 出 构造 4m Bt H-E TTR. 

(1) 可 由 定理 16.4.2 构造 出 的 如 -矩阵 的 阶 数 有 

4 一 2 8=2, 16m 2 32 = 7, 
64-— 25, 128 = 27, 

{2) 可 由 定理 16.5.1 构造 出 的 H- ERMER (1) rg 

列 出 者 ) 有 
I2Z—f1 +1, 20 — I9 4- 1, 24 &2(11 +1), 
28 = 3! +1, 49 — 2(19 +1), 44 2 43 +i, 
48 = 2'(11 +1), 56 = 2(3 +1), 60 — 59 +1, 
68 674-1, 72— 71 +1, 80— 2(19 4-1), . 
84 — 83 +1, 88 = 2(43 + 1), 96 = 22(1E 9-19, 
104 — 103 +1, 108 = 107 +1, 112 一 2(24E1), 
120 = 2(59 4-1), 132 一 131--1, 136 = 2(6741), 
140 = 139--1, 144 = 2(71--1), 152 = 15i-F1, 
160 = 2*(19 +1), 164 163 +1, 168 = 2(83 +1), 
176 = 2*(43 +1), 180 = 179 +1, 192 — 2(11 + 1), 
200 — 199 + 1, 

(3) 可 由 定理 16.7.3 A HÀ] H-BRAIN BRE CL)RIC2) 
中 已 列 出 者 ) 有 
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36 = 2(17 + 1), 52 = 2(5! 1), 76 = 2(37 + 1), 
100 = 2(7' + 1), 124 we 2061 -+ 1), 148 = 2073 + 1), 
196 = 2(97 + 1), . . 
(4) 可 由 定理 16.9.1 和 定理 16.4.1 构造 出 的 总 -第 阵 的 阶 数 
{除开 (1),(2) 和 {3) 中 已 列 出 者 ) 有 
92, 116, 156, 172, 184 == 2. 92, 


$16.11 关于 定理 13.4.4 的 讨论 


定理 13.4.4 断言, 如果 1m d. ket leet pat, 
且 A4 是 一 个 v 阶 整 矩 阵 , 合 | 


AAT =ni +], — (46114) 
HA 354 Hb A — 1 FR A BOE ES vi f £8 SR SA EAT n BR PARTE ft, 0] 
ok RB RET PUB ER SHUT —. 


1 一 个 Cok A) HR EE; 

EWR- IRATE, RR sca 个 元 都 为 1; CA 
"d 1430, RAE-WBA +i Pb lA SEES 
一 列 的 那个 零 同行 的 元 部 为 1; ERU A ae RO Aa E, 

(Li: ABH RA ER SB. AOR FI Ae 

结果 来 给 上 述 存 在 性 问题 以 肯定 的 回答 . 

事实 上 ， 设 日 是 一 个 列 规 范 的 * 阶 H-I, AEA e DB 
阵 , 有 如 下 的 分 块 形式 ; 


bo 


0 e éd 
w H 9 0 
4: mT 0 H Ü # 十 1 行 ， 


rn 


其 中 
ei-(1 0 000), 


(a —1)yT 0 
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. "Pn 
是 两 个 1 x ”和 矩阵。 那么 ,由 HHT = #1 ,可 以 直接 计算 得 
; “AAT =anl + J, 
BNA &(061L1), HFA RAR, Wadi — Ama 
都 有 (sm 十 1) 个 1; 该 列 的 其 余 元 都 为 零 、 除 这 些 列 及 4 的 第 一 列 
以 外 的 其 它 列 的 列 和 都 为 零 . 因此 ，4 确 是 一 个 第 二 型 矩阵 . DX 
为 可 为 HSE ERA IRS LRH ES La 
多 . 

网 这 里 的 = 是 H-ABREH BY, RRA tin, 事实 上 , 还 订 
证 明 ,存在 无 限 多 个 阶 数 ”= 2(mod4) BAH. TABOR 
继续 讨论 ， 
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hi HER 


第 十 七 章 几何 设计 


丰 限 几何 是 研究 平衡 不 完全 区 级 证 计 的 一 个 重要 方法 。$17,2 
研究 二 维 的 情形 ,期 用 有 限 射 影 平西 和 有 限 仿 射 平面 构 作 平面 斌 计 
的 有 闫 问题 。 为 此 ,首先 在 $17 ,1 中 对 有 限 射 影 平 面 和 有 限 仿 射 平 
询 的 结构 等 有 关 问 题 进行 一 些 讨论 ,以 作 准 备 ， 由 于 平面 设计 与 下 
交 拉 丁 方 完备 组 有 着 密切 的 联系 ; 套 紧 眼 在 $17.2 之 后 介绍 这 方面 . 
的 结果 比较 适宜 ， 于 是 有 $17.3。 此 后 即 研究 高 于 二 维 的 情形 ,把 
高 维 有 限 射 影 空间 和 有 限 向 量 空间 对 于 几何 设计 的 结果 分 述 于 
§ 17.4 有 $17.5, 
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下 面 先 讨 论 有 限 射影 平面 ,然后 讨论 有 限 仿 射 平面 ,这 二 省 都 
园区 组 设计 有 着 密切 的 联系 . 

为 了 研究 有 限 射影 平面 的 组 合 结构 ,采用 公理 方法 是 方便 的 . 

EMIT, 一 个 射影 平面 = 是 一 个 系统 , 它 四 一 些 叫 敌 “ 点 ” 
的 东西 和 另 一 些 叫做 "直线 "有 时 也 简称 “ 线 ”) 的 东西 所 组 成 ， 这 
些 点 和 线 由 一 个 确定 的 关系 (叫做 关联 关系 ) 结 合 在 一 块 ; 这 个 关 
REA PERMA L E" RAR: RAR REA) 
KAP’, 该 关系 满足 下 面 的 射影 平面 公理 

PPL 通过 上任 二 不 同 点 的 直线 有 且 仅 有 一 条 ; 

PP2. = 上 任 二 直线 通过 一 个 且 仅 通过 一 个 公共 点 3 

PP3，z 上 存在 四 点 ,其 中 没有 三 点 在 一 条 直线 上 . 

两 条 直线 的 公共 点 又 称 为 该 二 直线 的 交点 ， 由 上 述 三 条 公 呈 
可 以 推出 : 

BIRILLI HRPE RAHA: 


PPL. a 上 存在 四 条 直线 ,其 中 没有 三 条 通过 同一 点 . 
WH. i Ai, Ar 4. 和 A 是 满足 性 质 PP3 的 四 个 点 ， 杆 是 
可 以 作出 六 条 直线 如 下 ; 


h: didi, 

hi did, 

Lh: odd, 

fa: did, 

hi did, 

h: AA, 
这 里 把 过 4 和 4i 的 直线 记 为 didis 上 述 六 条 直线 中 没有 两 条 
相同 ,否则 两 条 相同 的 直线 上 至 少 有 A, A, ACRI A 中 的 三 个 相 
SA, 它们 都 在 同一 条 直线 上 , 这 同 对 于 庄 A MRRP. X 
Al, Alls PSE RAN RE 4i. dh. 4. 和 4 中 之 任 一 , IM 
Bi AMT LAZY Bas h AUL 的 交点 为 B. 十 是 
(17.1.1) 可 改写 为 


(17.1.1) 


h: 4d, dB, , 

D: A1A,B,, 

hg dQAAB. . 

he 4,4,8,, 
< h; daB; 

hi 4B, 
值得 指出 的 是 : VE AU <i <4) 和 诸 Bil «x 3) 这 七 全 点 
除了 在 它们 已 经 标明 所 在 的 直线 上 外 ,不 在 《17.1.2) 的 其 他 直线 
.k. WAWR AE bt, WAM DI 4 4, RA 
38 PPL, 各 4 重合 ;而 这 不 可 能 ， 叉 如 , 如果 B.E hob. UU) 
hA L 同 过 A 和 ARAM LBA TREN. T 
是 在 :六 和 六 这 四 条 直线 中 ,没有 三 条 通过 同一 点 ， 这 是 因 
为 ,如果 1.6 Ab SERITUR X A PO AE a 和 XX 两 点 ;如果 
‘oh FU es 过 同一 点 Y , 出 二 和 同 过 B, 和 Y 两 点 ; PES hs 5 和 
(dil ZVRE LOU A 4. 和 Z 两 点 ;如 果 G.S iB 
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(17.1.2) 


ACY RL Ak bo d. NIA PAL; 这 些 都 是 不 可 能 的 ， 证 毕 . 

此 外 ,还 可 以 证 明 

3138 17.1.2. HE FH s 中 的 每 一 条 直线 部 至 少 包含 三 个 不 
HEDI. 

证 明 . 18 AAA, di EFE 上 满足 公理 PP3 的 四 个 点 。 
TÆ, = 上 的 直线 可 分 为 三 类 .第 一 类 是 (17-1.1) 中 的 六 条 直线 ; 
PORE AD iA) 中 一 点 的 直线 ; 第 三 类 是 不 过 
AUS S 中 性 一 点 的 直线， 由 引 理 17.1.1 的 证 明 可 知 ， 第 
一 类 直线 的 每 一 条 上 都 有 三 个 不 同 的 点 . 设 工 是 一 条 第 二 类 和 直 
线 ， 不 失 一 般 , 可 设 工 低 过 4 人 1 Sie 中 的 点 4, MLM 
5, 的 交点 分 别 是 己 , O. A 5. 二 线 的 交点 是 4, CHE E. 
故 忆 和 8 不 同 , 且 与 4 RE. BE. L 包 人 三 个 不 局 的 点 小 : 
Q. ELE -RA=RERHKRER A. D. 5 = RRA 
是 P, O, R. Ah, h, h REPRISE AE A, MEMAEL LL 
P, 0 ,六 彼此 不 同 ， 综 上 所 证 妈 得 引 理 。 证 些 . 

自然 ,也 可 以 由 公理 PP1,PP2 和 性 质 PP4 推出 公理 PP3, 这 
就 是 说 ,在 公理 PPI 和 PP2 之 下 PP3 和 PP4 是 等 价 的 因此, 在 
射影 平面 的 公理 系统 中 ,完全 可 以 用 PP4 去 代替 PP3， 

公理 PP1、Pp2z，PP3， 和 命题 PP4 最 示 了 射影 平面 中 点 种 直 
线 的 对 偶 性 .如 果 在 关于 射影 平面 的 点 和 直线 的 一 个 命题 中 ， 把 
“点 ”与 “直线 * 二 词 互 换 , 且 把 相应 的 美 联 关 系 也 互 摸 , 那 么 就 能 得 
到 关于 射影 平面 的 点 和 线 的 另 一 合 题 。 这 新 旧 两 个 命题 之 任 一 都 
叫 短 另 一 个 的 对 个 命题 ， 由 PP1 一 PP4 知 ,一 个 关于 点 和 线 的 命 
题 成 立 的 充 要 条 件 是 其 对 偶 命题 也 成 立 。 这 就 是 所 谓 的 “对 个 
(性 ) 原 理 ”. 

出 引 理 17.1.2 和 对 偶 性 原理 ,立刻 得 

5( 17.1.3， 射 影 平面 = 的 每 一 点 都 至 少 在 三 条 直线 上 . 

公理 PP3 是 用 来 排除 一 些 退 化 情形 的 ,， 鲍 如 如 果 一 切 点 都 
在 同一 条 直线 上 , 这 当然 满足 公理 PP1 和 PP2， 此 时 的 祖 形 就 这 
化 为 "直线 "而 不 再 是 “平面 "了 ， 又 如 ， 如 果 该 系统 = 中 只 有 三 个 
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点 ,BB 和 P,, 也 具有 三 条 直线 LLL 和 工 ;, 是 美 联 关系 如 下 ; 

aid P FOP, 的 直线 是 Las 

it AP WHR Lis 

通过 P 和 HERBE Lr 
那么 ;满足 公理 PP1 A PP, r BAHR- RHR, 然而 
却 是 一 种 平凡 的 例外 情形 。 如 果 不 把 它 排 开 ， 有 时 会 影响 对 问题 
的 统一 处 理 ， 这 两 种 情形 可 以 直观 地 分 别 表 为 下 面 的 图 17.1.1 中 
的 (1) 和 (2), 其 中 小 图 表示 x* 中 的 点 , 线 表示 亚 中 的 “直线 “， 其 上 
的 点 仅 为 画 在 其 上 的 小 固 : 


P, 


Q) 


图 17.1.1 


现存 ,很 容易 给 出 有 限 射 影 平面 的 定义 ， 

定义 17.1.2， 如 果 一 个 射影 平面 = 只 含有 限 个 点 。 则 称 之 为 
一 个 有 限 射影 平面 

下 面 一 个 定理 对 今后 的 讨论 起 着 基本 重要 的 作用 . 

定理 17.1.1. 设 之 2， 对 一 个 射影 平面 r, 下 面 六 条 性 质 之 
任 一 可 导出 其 他 五 条 ,因而 它们 彼此 等 价 : 

L 存在 一 条 线 栓 售 ”十 工 个 点 ， 

2. 存在 一 个 点 怡 在 * 十 1 条 线 上 ， 

3. 每 一 条 线 怡 含 # 十 1 个 点 ， 

4.46 — HAS dE n 十 1 kE, 

5. sz HHA m 27e 3 个 点 ， 

6. HAE entl 条 线 ， 
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汶 了 能 更 清楚 地 叙述 定理 17.1.1 的 和 证明、 首先 证 明 本 个 引 


引 理 17.1.4， 设 027 2. 如 果 射 影 平 面 = 的 一 条 直线 A 
# 十 1 个 点 , 则 通过 不 让 1 上 的 任 一 点 都 恰 有 #* 十 1 条 直线 

证 明 . 48: ke + 1 个 点 记 为 G1, Or. 5.0544. E PP 
不 在 1 上 的 一 个 点 ， 由 公理 PPL, LPH + 1 KAR: 

PO,, POS, +++, POs. (17.1.3) 
ORE FAP TERA, C17.1.3) p i Bee ee IA. SOS EER PO, 和 
PO; 26 —2&8 BEER 1,00] 4 xd P0; 和 Or AmA? EA RPE? 
土 ,这 与 了 不 在 1 ENR. 下 面 证 有 明 , 过 了 的 直线 除 
(17.1,9) 中 的 有 十 1 条 外 再 无 其 他 ， 因 为 P 不 在 1! 上 , 故 过 P 的 每 
一 直线 必 与 1! 有 一 个 交点 . 但 1 上 只 有 # 十 1 个 点 ， 故 过 了 的 全 
部 直线 同 ?的 交点 最 多 为 # 十 1 个 。 综 上 记述 , 即 得 引 理 ,证 毕 . 

引 理 17.1.5. id s 2 2. 如 果 射 影 平面 + 的 一 条 直线 怡 含 
站 十 工 个 点 : 则 的 每 一 条 直线 都 答 含 ” 十 1 个 点 ， 

证 明 。 设 = 的 直线 上 上 的 全 部 点 有 = 十 工 个 : 0.09». 
Ora. SF SES 17.1.1 的 证 明 中 的 4,4, As A 这 四 个 点 ， 至 
少 有 两 个 不 在 上 上 ， 记 这 样 二 点 为 A, dn HA 171.4, XI 
A iB a + 1% FIER, i9 lis bay tto fani 过 4, id +1 
SR, Pm, ms orsi HARE KA-BAR. MRA 
不 过 4, 4.2—, 021795588 L i A Rot 4, WEE A, 
Less len 各 交 于 一 点 ， 由 引 理 17,1.4 的 证 明 可 知 ,二 上 的 点 的 
全 部 就 是 这 -十 工 个 交点 。 因 此 各 人 答 售 ti Pea, WR 开通 过 
A, Fil 4a, BD 4 S L A (R 4g) 不 在 i 上 ,那么 过 A: (或 A) 
怡 有 # 十 1 条 直线 , 且 ARER E, HA FIXE A C 4) 的 # 十 
1 条 直线 的 交点 就 是 上 的 全 部 点 。 WE ARE h, 2AM A, 
ZEI k, BI: RElo PARSE 17.1.4 的 证 明 可知 B. 不 在 
hE, Bot BMA TL BRAK. AT BR AFELE, MD 5 
也 ,的 = 十 1 条 直线 的 2 十 1 个 交点 就 是 问 上 的 全 部 点 。 综 上 所 
述 ,无 论 二 是 = 的 何 种 直线 ,其 上 都 恰 有 = 十 工 个 点 。 证 毕 . 
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T 17.1.1 (AEA. RSE 1 成 立 . 性 质 2 是 性 质 
1 的 对 偶 命 题 ， 从 而 成 立 ， 由 引 理 17.1.5 和 性 质 1 可 以 推出 性 质 
3, 性 :项 4 是 性 质 3 的 对 倘 命 题 , Mima. — 设 忆 是 x 的 任 一 
确定 的 点 . 由 性 质 4, 过 媚 怡 有 = 十 1 条 直 钱 ,因而 < 的 全 部 点 都 
e+ RAR. BHD £8 HEBEL 3, iX ml 
条 直线 的 每 一 条 上 都 恰 有 *# 十 1 个 点 ， 除 开 忆 以 外 就 都 有 7 个 
点 。 因 此 ,= EBE P SSE ARME nt D. Wc RAE 
为 到 十 ?2 十 1 这 就 证 明了 性 质 5， Hite BERS HAR 
i Mite ARs. 至 此 业已 证 明 , 由 性 质 1 可 推出 其 他 五 条 性 质 . 

现在 假设 性 质 2 成 立 ,性质 1 是 和 性质 2 的 对 偶 命 题 ， 故 也 成 
立 ,因而 其 余 诸 性 质 都 成 立 ， 

现在 假设 性 质 3 成 立 ， 因 为 性 质 1 EEA 3 的 特 款 ， 故 性 质 
1 成立， 从 而 其 祭 诸 性 质 都 成 立 。 由 人 性质 A 是 性质 3 的 对 俩 命题 
知 ,由 性质 4 成 立 可 以 推出 其 余 诸 性 质 都 成 立 ， 

更 在 假 姑 性质 $ Bir. 因为 的 点 数 育 限 ， 故 = 的 任 一 直线 
土 的 点 数 也 有 限 . bg 是 = 的 任 一 固定 直线 ,其 上 的 点 数 为 ma 
ti。 堵 么 :由 前 面 所 证 , 知 寺 的 点 数 为 m? doom or 3. 由 

mtn t+ lew tan tl 

得 n= m. 这 就 是 说 7 上 的 点 数 汐 4 + 1， 故 性 质 工 成 立 , 从 而 
其 余 诸 性 质 都 成 立 ， 性 质 6 是 性 质 5 的 对 个 命题 ， 故 由 性 质 6 可 
以 推出 其 余 诸 性 质证 毕 ， 

根据 这 一 定理 ，” 这 一 参数 对 射影 平面 具有 基本 的 意 尽 ， 因 
而 有 

定义 17.1.3. 定理 17.1.1 中 的 * 叫做 射影 平面 二 的 阶 ,= XLI 
B Hn 

由 射影 平面 可 以 导出 仿 射 平面 ,这 就 是 

定义 17.1.4， 在 一 个 射影 平面 中 去 控 一 条 任 帝 固定 直线 所 余 
下 的 那些 点 和 直线 保持 原来 的 关联 美 系 的 一 个 数学 系统 ， 叫 做 由 
该 射影 平面 导出 的 仿 射 平面 , 

定义 17.1.5. 由 一 个 有 限 射 影 平 面 z Sg SI SEHE c 叫做 
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$172 平面 设计 


有 限 射影 平面 与 一 种 类 型 的 区 组 设计 密切 相关 ， 这 将 为 定理 
17.2.1 所 表明 ， 

设 * 是 一 个 # 阶 射影 平面 、 由 *# 阶 射影 平面 的 定义 和 定理 
17.1.1 立刻 得 到 : 以 < Wee RT BERE RE (PIE ec? + at 
1} 作为 基 集 5, 以 5 的 全 部 直线 上 hurt lisa 作为 区 组 ,那么 
Bs 一 人 sha ttt "— 就 是 一 个 对 称 设 计 , 其 参数 值 为 

2 一 到 十 站 十 1， 一 十 1， 4 一 1， (17.2.1) 

反 过 来 , 设 @ RBS 上 的 一 个 (e.4.A) X RIT, 其 参数 
1B rH CT7.2.1 8 ID BH. e > 2， 那么 ,把 5 NCEA A, ss rh 
的 诸 集 作为 直线 ,这 样 形成 的 系统 = LIE n Bt E. XX 
可 逐 兼 验证 射影 平面 的 三 条 公理 如 下 : 

PPI: 25 Moe SHELA. HF i= d. 4 fait 
在 一 个 区 组 中 出 更 。 ARER A 1 s AR A. 

PP2: BABE a 的 任 二 不 同 区 组 ， 由 于 % 一 1,B, 和 
B; 的 公共 元 只 有 一 个 。 CRE, BRB 和 B, 栓 有 一 个 公共 

PP3: D £— 5801 Ss, PA SHEA. Bree 
个 区 组 包含 它 , 记 其 中 之 一 为 B. XA RS 3， 吾 中 除 和 外, B 
少 还 有 二 个 元 ,和 任 选 其 中 一 个 , 记 为 n. GRUB. lé ;的 区 组 除 
Y Bi 外 人 于 少 还 有 两 个 , 任 选 其 中 一 个 , 记 为 Bs Bs 中 的 元 绝 不 会 
省， 且 除 了 5 以 外 还 有 两 个 元 ， 记 其 中 之 任 一 为 ss。 又 记忆 含 
4 A35 -NKAY B. GI 5 ARET Bi 和 8B SBR A 
hid B. Mid B, A B 的 公共 元 为 :。 B 中 的 元 绝 不 可 能 有 
5 105, 且 除 了 s 和 3 外 还 有 一 信 , 记 为 mW， 于 是 ,ay 5. 60 sy PO 
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SHEPRAXLMEA ERG. AREER, a. aon RT A 
没有 三 点 在 同一 直线 上 ， 
综合 上 述 两 个 方面 , 即 得 
EE 17.21, n 济 射 影 平 面 和 (8 H^ 8 01,4 8 十 1,1)- 对 称 
设计 是 等 价 的 ， 它 们 的 数学 结构 完全 一 样 ， 只 是 使 用 的 术语 水 阅 
me. 
因为 这 个 原因 ,参数 为 (17.2.1) 的 对 称 设计 又 叫做 平面 设计 ， 
这 样 一 来 ,由 Singer RAILS 
X. 设 # 一 站， 这 里 了 是 个 素数 ，+ 是 个 正 整 数 ， 那 么 存在 
# 阶 射影 平面 ， 
男 一 方面 ,由 定理 13.3.1 可 得 
定理 17.2.2, ik n 三 1 或 2{mod4)， 如 果 存 在 素数 p 合 
P = 3(mod4), Hle, Zia, (17.2.2) 
则 不 存在 # 阶 射影 平面 ， l 
WEB]. 1 == 13} 2 (mod4) Bf, 
v =n? dn + | = 3(mod4), 
故 由 定理 13.3.1 知 ,存在 # 阶 射影 平面 的 必要 条 件 是 不 定 方程 
a! na — y (17.2.3) 
AAS SRE x. 9,2. id n Pm. W ppn, H Hilbert 
模 方 剩余 符号 的 性 质 , 知 
(n, — l) = (P*,—1)e(m,—1)e 
= ($, — l)p 


= c3 =L (17.2.4) 


由 此 和 在 关 方程 (13.2.23) 的 结果 知 ,不 定 方程 (17.2.3) 无 不 全 为 堆 
的 整数 解 x, ?，z*， 这 与 前 面 的 论断 矛盾 ， 内 此 ,对 定理 中 的 n A 
dcn EGER. Wh. 
顺便 担 一 下 , 当 * 三 0 或 3 (mod4) 时 ， 
rip tat 1 =1 (modi), 
此 时 存在 * 阶 射影 平面 的 一 个 必要 条 件 是 ,方程 
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genet + oy! (17.2.5) 

ARAIRE. (172.5) 恒 有 这 样 的 解 : (45 9,2) = (9, 

1, 1). 因此 ,由 定理 13.3.1, 此 时 得 不 出 有 关 *# 阶 射影 平面 存在 性 
的 任何 结果 . 

定理 17.2.2 是 一 个 不 存在 性 类 型 的 定理 ， 应 用 它 可 以 得 出 一 

系列 的 >， 以 其 为 阶 的 = 阶 射影 平面 不 存在 。 例 如 ,下面 一 些 ” 值 


6 = 2 .314 2 2 71, 
21 53! «7,22 5 2 « 1M, 

VER, 4 n — p 3 (modd) 上 时， 这 里 是 个 素数 ,由 定理 
17.2.1 的 系 , 存在 *# 阶 射影 平面 ,这 并 不 与 定理 17.2.2 RAPE, 
因为 此 " 不 满足 定理 17.2.3 的 先决 条 件 # 三 1 或 2(mod4). 

对 于 那些 既 非 定理 17.2.2 又 非 定理 17.2.1 的 系 中 的 nn 阶 射 
影 平面 的 存在 性 问题 尚未 解决 这些 # 中 的 最 小 者 是 10. 

比较 剩余 设计 的 定义 (定义 13.2.3) 和 有 限 仿 射 几何 的 定义 
【定义 17.1.57， 立 得 

定理 17.2.3。 设 < 是 一 个 4 阶 射影 平面 。 如 果 把 由 = 导出 的 
? 阶 仿 射 平 面 的 点 作为 元 素 , 直 线 作为 区 组 , 则 形成 一 个 (8, 2, +， 
4)- 设 计 , 这 里 

p= 十 nn， ome, pan tt, 
&-—n,À-—lini2l) 
该 设计 就 是 拒 # PILAR (n! oes + 1,2 + 1;1)- 对 称 设计 时 的 
剩余 设计 . 

证 明 ， 出 该 定理 之 前 的 说 明 , 只 和 需 证 明 (17.2.6) 妈 可。 而 这 确 
为 定理 13.2.2 的 直接 推论 。 证 毕 . 

MEE TRAF n 一 1]， 则 定理 17.2.3 不 再 

由 此 定理 立 得 

定理 17.24. 设 x 是 一 个 # 阶 仿 射 平面 ， 那么 ， 

(1) x f m PA, 

(2) “iB m d n 条 直线 ， 


(17.2.6) 


RIL. 


(3) = Bog EAR ERAS ne, 

(4) x B)fg— Ala TE ^ + 1 条 直线 上 ， 

(3) r 的 每 一 对 不 同 的 点 答 在 一 条 直线 上 。 

更 重要 的 事实 是 定理 17.2.4 的 逆 成 立 . 

定理 17.2.5, 如 果 由 若干 点 和 线 组 成 的 一 个 系统 满足 定理 
17.2.4 中 的 五 个 条 件 , 则 = 是 一 个 ” 阶 仿 射 平 面 . 

TEAR. Url dbo’ BIETER ER. HERG), CRA n à. 
ix 


, Or, Gay tty On. (17.2.7) 
设 如 是 了 中 除 (17.2.7 中 请 点 以 外 的 任 一 点 。 和 由 性 质 (5), AO 
和 和 0,; 抬 有 一 条 直线 , 记 为 

G: Q, Qnae (1X i xn). (17.2.8) 

REW iar BRE ANE AAO mi ARO. BH. BLE 

HAR SRA SiR Gc, WES 0; 419; 的 直线 至 
少 有 7 和 两 条 ,这 与 性 质 (5) FA. | 

HEE. SSA OB ERE n + 1d RERITCIT.2.8 HAY 


# 条 外 , 尚 恰 有 一 条 , 记 为 
E D, HER" (17.2.9) 


tg BATRA UY 与 s 平行 , 记 为 Mall. BOR 
证 明了 , w 满足 下 述 “ 平 行 公理 ”， 过 一 已 知 直 线 (站 外 一 点 (0)， 
存在 唯一 一 条 直线 (L4) 与 该 已 知 直线 C) SER. 

现在 来 证 明 : a5 具有 “彼此 平行 性 质 *， 与 同一 直线 上 平行 
的 两 条 直线 六 AN” 也 彼此 平行 。 若 不 然 , Ar 5r" 有 公共 点 
P, 那么 ,过 P 了 平行 于 了 MARE A 两 条 ,这 与 x 满足 平 
行 公理 相 矛 盾 . 

除开 (17.2.7) 中 的 # 个 点 外 ,wr 还 有 m n PA E 
有 “彼此 平行 性 质 ” 知 7 的 平行 线 共 有 HO m nl 条 。 这 
些 平行 线 连 同 I 一 道 组 成 具有 PPR TERRE. 因 


2 了 
此 ,共有 TU 一 十 1 AERHÓR. 
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总 播 起来， 至 此 已 经 证 明了 : Artas 条 直线 可 以 分 成 
"CEA SEAT, d PEE n OPT RAR. Ic + 1 AR 
为 


Fi, Hayy Fann (17.2.10) 
WE nb LARGE PL, Pos Pon 都 不 是 ADA, BTA 
WA L. HB, DA POS, 把 UR. ARES. 
它们 不 再 是 x 的 点 和 直线 。 SP RHE ,多 ， 的 每 一 条 线 上 ， 
IR P, RAE .Zr; 的 每 一 条 线 上 ,……, 把 Pon RR Fo BU 
一 条 线 上 , 若 原 来 的 线 是 I, 则 对 应 的 新 线 记 为 !， 这 样 就 得 到 
个 新 的 数学 系统 x， 它 的 点 为 的 点 和 已 , ES eV Paas HAUL 
ROS LL, AE 2, 

MEREN, x BS ^ WHEL. Wee BIS 
旦 只 有 一 条 a GHAR! BA -RA RAK oe AAR, 包 
=P, Pis ttt, Pau 中 二 点 的 * 中 的 直线 只 有 一 条 , 即 boos f) 8r dE 
— P; fle th-SOMSRBAS—K, ESR wh eo 
的 那 条 唯一 直线 所 对 应 的 新 线 ， 这 就 是 说 ，z 满足 公理 PPL. 对 
«NA E ER, LR EE 20 1。, 另 一 为 39, 中 一 直线 所 对 应 者 , 则 
该 二 直线 的 唯一 公共 点 是 已 ; 如 果 二 老 都 为 F, 中 二 直线 所 对 应 
者 , 虽 该 二 直线 的 唯一 公共 点 是 已 ;如 果 其 一 为 7, Hh — EL BR 
对 应 的 上 ， 另 一 为 名 ;中 一 直线 上 所 对 应 的 O 39 D. DE ZR 
上 ;的 唯一 公共 点 即 庙 与 上 的 唯一 公共 点 。 这 就 是 说 ，* 满足 公理 
PP2, [N » 佐 2， 歼 (12.2.10) 中 的 平行 艇 至 少 有 三 个 ， 在 i。 上任 
WS, AO P M PE I7. ERLE A, 璧 如 说 
ARIB, APMP, Ake Z 和 色 : 的 任 一 条 直线 上 同时 出 现 ， 
故 这 四 点 就 满足 公理 PP3， 

由 于 = 是 二 阶 射影 平面 ， 由 定义 17.1.5 知 , RO ^ Bit 
SPI. WE. 

HHI (a tony mn 十 1, #1)- 设 计 的 诸 区 组 解法 为 
线 ， 把 诸 区 组 中 的 元 素 解释 为 点 ， 这 样 的 数学 系统 识 灌 中 定理 
17.24 中 的 五 杀 性 质 , 所 以 由 这 个 定理 立 得 : 
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A. on 阶 仿 射 平面 和 (m + 5, 0.2 o 1.8. D-i 计 这 两 个 
MER d SUM. i 

在 定理 17.2.5 EAR CAas 7 TATE. 

定理 17.2.6. s 阶 仿 射 平面 的 s +n 条 直线 可 以 分 成 ”十 
1 个 平行 簇 ,每 一 掠 由 # 条 彼此 平行 的 直线 组 成 . 

反 过 来 ,有 

EH 17.2.7. GLK S BH toe 个 子 集 的 并 , 且 这 域 十 
个 子 集 所 绷 成 的 子 集 复 m 可 以 分 解 成 满足 下 列 条 件 的 # 十 1 个 
FR. Fy Ray tty Kay: 

(1) 每 子 集 中 元 数 的 个 数 都 是 ”。 

(2) 每 一 村 集 簇 中 子 集 的 个 数 都 是 n, 

(3) 每 一 子 繁多 ,中 任 二 子 集 无 公共 元 (1 sida tl), 

(4) M i20; 时， 多 ;中 任 一 子 集 与 UEM RAS 

一 个 公共 元 ， 

EPA, FRE B 是 一 个 《要 +2, 2',n + 1,8, -igit 

证 明 . SHR S PTAA im T UE IE 多; uu 
ERR, APB YF 的 某 条 直线 上 又 说 成 点 P 在 多 内 . 
下 面 证 明 @ 满足 定理 17.2.4 中 的 五 个 条 件 , 从 而 岂 定 理 17.25, 
A 是 一 个 = 阶 仿 射 平面 ,也 就 是 一 个 【天 十 2 有 十 1:21)- 设 


W. 


由 本 定理 的 条 件 , 定理 07.2.4 DRG. RR F, h 
的 = 条 直线 互 无 公共 点 ， 而 每 条 直线 上 有 "uA. RH, 中 共有 
eS (diss). 下 面 证 明 , 当 iw P 时 ,直线 入 ,多 ,和 
.多 ;包含 同样 的 天 个 点 ， 设 和 在 多 ;的 某 一 直线 上 b. 由 条 件 
(3), Lf 4; 的 = 条 直 钱 的 每 一 条 的 公共 点 彼此 不 同 , 故 * 必 在 
多 ;的 某 一 直线 上 , 也 就 在 Ki h. BH: 和 .多 1 的 对 称 性 ， 故 
Fi 由 的 每 一 点 也 在 多 ,， 中。 这 就 是 说 :3 Bo’ PR, BS HR 
EERE 172400) Bs 是 5 的 任 一 元 , Ase FAL xim 
atl) PRB CS 在 这 sh + 个 乐 中 共 出 现 # 十 1 次 ， 
Us 满足 定理 17.2.4 的 (4)。 
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由 条 件 (3) 和 (4)，5 的 一 对 相 异 元 最 多 在 一 条 直线 上 ，3 的 
二 元 子 集 的 个 数 为 【”) 一 TO 一 ,而 每 一 条 直线 上 所 全 的 二 


元 子 集 的 个 数 为 【 ，] - 0D. my, 


ain’ — 1) Pen nfa — 1) 
ED CN zd 2 . 


但 上 式 对 等 号 成 立 ， 因 而 3 的 任 一 个 二 元 子 集 众 在 一 条 直线 上 ， 
这 就 说 明了 o@ 满足 17.2.4 的 {5)。 至 此 定理 已 全 部 诞 毕 ， 

由 定义 17.1.5 A, —^ n Wr SEES DL CA — I n ERE 
平面 之 中 ， 再 由 定理 17.2.3 和 定理 17.2.4 立刻 得 到 相应 的 区 组 设 
RIRA EH, 

338 17.2.8, i& @’ 是 一 个 (4, pr 大，1)- 设 计 ， 其 参数 满 
17.2.6), BBA, B 可 以 嵌 人 一 个 (64+ 1,7, -对称 设 计 之 
中 . 

这 个 定理 部 分 地 回答 了 $13.2 之 未 提出 的 嵌入 条 和 件 问 题 ， 

定理 17.2.6 中 的 结果 还 是 可 分 解 设计 (参看 $11.1) 的 来 源 和 
典型 例子 . 

定理 17.2.6 中 的 结果 还 使 有 限 仿 射 平面 设计 与 另 一 组 台 对 
象 , 即 所 谓 正 交 拉 丁 方 ,发 生 了 很 密切 的 联系 ， 关 于 正 灾 拉丁 方 的 
梳 念 以 及 有 限 伪 射 平面 设计 与 它 的 联系 ,将 在 下 一 节 讨 论 . 

下 面 以 一 个 其 体 的 例子 来 结束 本 节 . 

例 17.2.4。 构造 一 个 5 阶 伪 射 平 面 =， 由 此 构造 一 个 5 阶 身 
影 平 面 *， 并 构造 出 同 x 和 = 相应 的 二 个 区 组 设计 ， 

解 ， 由 定理 17.2.2, x 和 x 是 存在 的 . 把 x 中 的 号 个 点 记 为 

P: = Pir, yY), 0x x,y «x4. 


Sla, b, c) = (Cz, y) lax + by = cCmod5)}, (17.2.11) 
Oca, bcc 45 a, b RRRS O, 
TAA T WEN 4,4,¢, Ha, d REA ONAA 15(Q2,5,c)] = 
“gaye 


5. P$ 4-9 0, WARE 
ax + by = c (mod5) (17.2.12) 
与 同 余 方程 «t by mc (mods) SH, KAY Bath,’ = 
a^ c(mod5),ifil «  (mod5) 3E a BUE (mods), d; b = 0, MIC 17.2.12) 
BRA 方程 art y = c (mod5) SH, 这 里 a = bn, c m 
belmod5) ii 2 (meds) 是 与 的 道 【mod5)。 因 此 (17.2.121 之 
互 不 等 价 省 仅 有 以 下 六 种 类 型 ; 
x = c(mod5), 
r+ y = c(mods), 
x + 2y = c(mod5), 
x + 3y = e(mod5), 
x + 4y = c(mod5), 
y = e(mod3). 
所 以 ,对 任 一 固定 的 «BABA Sa, b,c) KART: 
S(1,0, c), S(1, 1, e), S(1. 2, e), 
Sil, 3, c), 8(1,4, c), SOO 1, e), Oe A, (17.2.13) 
S4 a,b 7 HOR Oe m ex Á 时 ,由 于 同 余 方程 组 
{ + by = e(mod5), 
ax + by = cy mod5) 
AXE. dk 
(Sla, b, a)NSCe, b, e] = 0. (17.2.14) 
当 a 关 a,(mods) 时 , 同 余 方程 组 
f Tay a(mods), 
rT ay = ey mods) 
对 任意 的 和 c 都 有 唯一 解 (n, Y)(mod5), d 
IS(1, a, ANSEL, me)| = 1, a Æ amod5), (17.2.15) 
IH 2x25 EHA 
F + ay = e(mods5), 
= ¢,{mod5} 
对 任意 的 a, c1, ci BBA ERE (x,y) (mods), ik 
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IS(1, a, a) MSC, 1, 61 = 1. (17.2.16) 


id 
A, == (5C1, 0, 0)]0 x e xm 4}, 
多 :一 人 SC 1, 010 ex 4}, 
那么 ， 


F, {8,2, 010 & ex 4}, 
S. -—1$(1, 3, e)])ü0 m e m 4j, 
SF.-—[SCI,4, Al m e x 4}, 
F= {S00, 1, c)]0 Se 4M 
如 果 把 (47.2.13) 中 的 三 十 个 集 作 为 直线 ， 那么 ,由 (17.2.14) 一 
(17.2.16) 3I, C17.2.17) 83 8 — SR 89 Vit RRE EIT AAR E P H 
任 二 直线 仅 有 一 个 公共 点 。 这 就 证 有 明了， 可 以 这 样 移 成: 它 的 
25 个 点 是 (x, Y), OR x, ym 4i 它 的 30 条 直线 是 (17.2.13) 中 
的 30 个 集 。 这 样 一 来 ,= 满足 定理 17.2.7 中 s —5 时 的 条 件 
{1) 一 (4): 所 以 ，x 是 一 个 5 阶 仿 射 平面 。 
下 面 按 (17.2,11) 的 定义 , REPRE e 的 各 直线 上 
的 全 部 点 ,从 而 得 到 x 和 = 所 对 应 的 (30, 25, 6, 5, 2)- 设 计 ， 然 
后 在 x 上 话 加 一 条 包含 六 个 点 00,, 002, 00,, 004, ©, 和 c0, 的 E 
R, HEFTE 多 ,中 的 每 一 直线 上 族 加 上 点 o0;, 这 样 就 得 到 了 
5 阶 射影 平面 #* 及 其 对 应 的 (31,6,1)- 对 称 设计 : 
861, 0, 0): (0, 00, (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4) 
SCI, 0, 1): (1, 00, C1, 1), CI 2), C1, 3), (1, 4) 
S 480,0, 2): (2, 0), (2, 1), (2, 2), 2, 3), (2, 4) 1 om, 
$(1, 0, 3): (3, 0), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (5, 4) 
$61, 0, 40: (4. 0), (4, D). C4, 2), (4. 3), (4, 4) 
561,1, 00: (0,0), (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1) 

SCl, i, 1); C0, 1), (1, 00, (2, 4), (3, 3), (4, 2) 
51, 1, 2): (0, 2), El, 1), (2, 0), (3, 4), (4, 3) 051, 
$61, 1, 3): (0, 3), C1, 2), (2, 1), G3, 0), (+, 4) 

Sil, 1, 4): (0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1), (4, 0) 
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(17.2.17) 


SC, 2, 0}; 


S(1, 2, 4); 
$(1, 3, 0); 
S(1, 3, I): 
S(1, 3, 2) 
$(1, 3, 3): 
S(1, 3, 4): 
S(1, 4, 0); 


$(1, 2, 1) 
E. SCl, 2,2): 
Sil, 2, 3): 


S(1, 4, 4): 
S(O, 1,0}: 
$(0, 1,1): 
S(O, 1, 2): 
$(0, 1, 3): 
S(0, I, 4): 


S ur 


$(1, 4, 1) 
F sz SCL, 4,2): 
8(1, 4,3); 


bat 


(0, 0), (1, 2), (2, 4), (3. 1), (4, 3) 


M (0, 3), (1, 0), (2, 2), (3, 4), (4, ) 
f 


(0, D, CL, 3), (2, 0), (3, 2), (4, 4) 05, 
(0, 4), C1, 1), Q2, 3), (3, 0), (4, M 
(0,2), C1, 4), (2, 1), (3, 3), (4, 0) 
(0, 0), C1, 3), (2, 1), (3, 4), (4, 2) 
(0, 2), (1, 0), (2, 3), (3, 1), C4, 4)! 
(9, 4), C1, 2), (2, 0), (3, 3), (4, D 004, 
(0,13, (4, 40, (2, 22, (3, 00, (4, 3) 
(0, 3), CL, 1), (2, 4), (3, 2), (4, 0) 
(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, "^ 


M (0, 4), (1, 0), (2, 1), (3, 2). (4. 3) 


| 
(0, 3), (1, 4), (2, 00, (3, 1), C4, j| Oss 


(6,2), (1, 3), (2, 4), (3, 9), (4, 1) 
(0, i), (1, 2), (2, 3), (3. 4), (4, 0) 
(0, 05, (1, 0), (2, 0), (3, 0), (4, 0) 
(0, 1), (1, 0, (C2, 1), (3, 1), (4, 1) 
(0, 2), (1, 2), (2, 2), (3, 2), (4, 2)? s, 
(0, 3), (1, 33, (2, 33, (3, 3), (4. 3) 
(0, 4). (1, 4), (2, 4), (3, 4), (4, 4) 


CO,, Cy, 083, CO,, O85, CO., 


$1753 平面 设计 与 正 共 拉丁 方 


US hp re, Tu A, 人 A,, 2S 上 的 mom = 


2) 个 两 两 正 交 的 a 
AERA] A. 


= + ++». 8 


META, WIPE GET MEZAT Hei, AX 


+ + # v aa 


因为 $x5 RRA AM n MER R EE mh, 
H EATEIE3é oy p OIASXE C $ 1138, 可 以 把 “5 x S 中 的 全 部 
wt AREE aba 中 没有 不 出 现 的 "中 “没有 不 出 现 的 ”一 
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ROS" ES BL” BOS TA Le”, 

Ay REE 2 MEATH., BRE n BRETT 
方 组 时 , 均 暗 含 # 守 3 这 一 条 件 ， 

对 任 一 给 定 的 ” tw 2 3), und SoR 8) RE HEB n HIE 
SEU] Zi ER AIA), A XE EE SIR] RU, RE — TR] S R 
WIR. 下 章 将 要 用 较 长 的 篇 幅 来 讨论 这 个 问题 。 这 里 先 给 出 一 个 
简单 的 结果 . 为 此 需要 一 个 引 理 ， 

引 理 17.,3.1， 设 4 和 BB 是 * 元 集 5 上 的 两 个 * 阶 正 交 拉 工 
H. WBA, ARB 施行 下 列 变换 并 不 影响 4 和 BB 的 拉丁 方 性 和 
EZE PE: 

(1) Xf ATMS HEB, 

(2) 对 吾 中 元 施行 3 的 任 一 置换 ， 

(3) 对 4 和 8B 施行 同步 的 行 换 序 和 同步 的 列 模 序 ， 

证 明 。 积 明显 ,结论 (3) 成 立 ， 量 变换 (1) 和 (2) 不 影响 4 LH 
的 拉丁 方 性 ， 

设 & 是 5 的 一 个 置换 ,5 中 元 :在 4 下 的 象 记 为 ar, 设 A= 
tan) 和 B= (B4) RE— XE n 阶 正 交 拉丁 方 。 如 果 {i, p) S {7,7), 
但 


(ea; ns 5,5) = (aa, bj), (17.3.1) 
则 由 dij — Ud; 得 出 g;jg, 7 arts 从 而 
COP bih) = (ai, bj). 
这 与 4 和 如 的 正 交 性 矛盾 . 因此 , (17.3.2) 不 能 成 立 ， 这 就 对 (1) 
证 明了 结论 。 由 于 4 和 B 在 问题 中 的 对 称 性 , 改 结论 (2) 也 真 。 证 
E, 
容易 看 出 , 引 理 17.3.1 对 正 交 拉丁 方 组 也 是 成 立 的 , 即 有 
X. iE Ai, drn +++) Am X n" WES BEI DB. 那么 ， 对 任 
一 4 中 元 施行 5 的 任 一 置换 os 并 不 影响 该 组 的 拉丁 方 狂 和正 交 
RE, 
定理 17.3.1, 设 A, An ++, Au Bo A OMERE TH, WU 
m<an— 1, (17.3.2) 


#203 6 


WESj. HAA), NU Ay, Ar, i An ASTI 

ai Mj Hy, Hay tt ty Hg, 设 此 时 下 DE Ed. Ai, 4i, 

t. An. 设 A HCOE EE au A 1), A A A AG > 

2) S EHROEREEHEIISABEERS E LRE (sa), tta Cas 

(4). ++, Cay, 2,), W m— 1 MER Ai Aia rtta An 的 (2,1) 

元 素 基 可 能 是 dr, tty aras dpa, crt 6, 3X 0 — 2 ABI m— 
1 个 不 同 者 ， 因 此 ， m—lan—2, XXRUECIT.3.3), WERE. 

(17.3.2) mikS n — 1 的 情形 很 重要 , 故 有 

E 17.3.1, 设 Ais Az. ++ Ana EH PE EET 2.08 
称 之 为 一 个 # 阶 正 交 拉 丁 方 完备 组 ， 或 者 简称 为 正 交 完备 组 

例如 ， 第 6 页 上 的 两 个 拉丁 方 是 3 阶 正 交 拉丁 方 完备 组 ， 

对 于 正 交 拉丁 方 完备 组 ， 不 可 能 增加 一 个 拉丁 方 而 仍 保持 新 
组 的 正 交 人 性。 

"PE SEHE] 

定理 17.3.2， 存 在 * 阶 正 交 拉丁 方 完备 组 的 充 要 条 件 是 存在 
n 阶 仿 射 平面 ,或 者 等 价 地 ,是 存在 4 阶 射影 平面 . 

证 明 。 首 先 证 明 , 如 果 存 在 4 阶 仿 射 平面, 则 能 构造 出 #* 阶 正 
交 控 丁 方 完备 组 。 

设 是 一 个 # 阶 仿 射 平面 ， 它 的 ot] 个 平行 直线 往 记 为 
1 今 把 每 一 入 中 的 = 条 直线 任 部 
地 用 [1, #1 来 编 以 不 同 的 号 ， 对 任 一 其 1 委 了 之 一 1， 如 果 
FWE i 条 直线 同 多 .的 第 了 条 直线 的 公共 点 由 FS, 的 第 上 条 
直线 上 , 则 令 


a (17.3.3) 
这 样 就 可 以 构造 出 集 [1, s] EM —1 T 28 Ee AL (5D. 
A= Ca) ra Aaa = la. bF F,R i RARES., 
89 » ARAT ARRERA, 4 BE A PR 
E. BME., A 的 第 了 Mh PAAR. 这 就 证 明了 ， 
Ay, Aas rrr Ana BE OETA, 

Wi, Sti n EEEREN, A 
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leajxegen—l, (fi, i) OLAS 
lzmi.5.j. hm n. (17.3.4) 
inii 
Cala aF = (al, 25,5). (17.3.5) 
则 由 ej- ahy 知 ， 多 ,的 第 :条 直线 与 多 -的 第 7 条 直线 的 公 
共 点 (GCA PO I 多 ,的 第 二 条 直线 与 多。 的 第 二 条 直线 的 公共 
扎 ( 记 为 台 ) 在 多 +) 的 同一 直线 上 , 记 此 直线 为 吉 类 似 地 ,由 ef= 
aia, 5, F,R i 条 直线 与 多。 的 第 j 条 直线 的 公共 点 书 同 
多 ,的 第 i 条 直线 与 罗 , 的 第 记 条 直线 的 公共 点 如 在 之, 的 同 
一 直线 上 ， 记 此 直线 为 上。 由 于 多 , 和 .多 . EENH GA, 
4)*5 6.5. I PTIOSISE, .这 就 得 出 一 个 矛盾 ， ARTA PO 
ORE c 的 两 条 不 同 的 肖 线 上 。 这 个 矛盾 说 明了 ,在 条 性 (17.3.4) 
之 下 ,不 可 能 有 (17.3.5)。 这 就 证 明了 4; 和 4A, 的 正 交 性 , 即 Ae 
di, tts Aga 是 " 阶 正 奖 控 杆 方 完备 组 . 

THERA WREE” 阶 正 交 控 于 方 完备 组 , 则 能 构造 出 ”= 阶 
GPA. 自然 ， 下 面 的 梅 造 进程 只 是 上 画 由 仿 射 平面 构造 正 交 
拉丁 方 完备 组 的 过 程 的 道 过 程 。 在 上 面 的 构造 过 程 中 , 平行 得 
;和 区 ,起 着 把 x 中 的 点 坐标 化 ”的 作用 , 即 , 把 多 ,的 第 i 条 
BRA 多 . 的 第 了 条 直线 的 交点 坐标 化 为 (和 门 。 据 此 , 设 有 "p 
RÀ (x,») Cl x, y mn). 它们 可 以 组 成 两 个 平行 香 : 

| A: (d, 1), C1, 2), +++, Ct, 2), 


LL 
"n (n, 1), (5, 2), "++, Cx, n)i 
(n: (1, 1), Q, 1), ++, Cn, 1), 
IT (1, 2), (Q, 2), … n, 2), (17.3.7) 


F a | 


Ma: (lo 2), Gyn), cee, Cn, m). 
设 4, (4a) SFS l) Bee Hee. CT 
是 ,而 A; 可 以 作 一 个 直线 往 D, um (t, i vrs T: 


"amr as mona a. n a 


(2957 


H= {i p)la,—1t,1 <i, 7a}, 
9 B= {la 52,1 i, pn, (17.3.8) 


UL — (G, Pla =n, 1 do F<}, 
lefsn-—l, 
因为 4, 01,2] 上 的 一 个 拉丁 方 , 1, 2,08 在 4; 中 各 出 现 
aR, Pr EA 
(H| o n2 giam lajan l). (17.3.9) 
因为 对 固定 的 i j, f. al 188 — 1 M8 EE, ROL ANKE 
{17,3.8) 的 一 条 直线 上 。 由 此 得 知 
lane] = 0 (he), (17.3.10) 
HY, 的 尾 一 直线 与 F, 的 性 一 直线 愉 有 一 个 公共 点 。 多 -的 任 
一 直线 与 多 /的 性 一 直线 恰 有 一 个 公共 点 ， 针 ， 中 包 舍 了 全 部 n 
个 点 (x, Y) (13 x, Y X n). 
证 orf gxn—d;limh, emm. RH 4A SA, 
AE , OR 


(a, ain = (A, e) 
的 G.D HUE — BIBEEL AF E ARER F Oe RAR 
从 有 一 个 公共 点 、 X. 56.8088 i 条 直线 和 多 ,的 第 i RRA 
一 个 公共 点 (i, 让， . 

综 上 所 证 即 得 ， F,, For Fan 5, Fna Ka tl $A 
REEE 17.2.7 的 全 部 条 件 , 因此 , m 是 一 个 #* 阶 仿 射 平面 . 
WEE. 

作为 这 个 定理 和 定理 17.2.2 Ro eile, TARA oe n WEE 
交 拉 十 方 完备 组 的 一 个 存在 性 结果 ， 

Kl, 设 # 一 产 ， 这 里 ?是 一 个 案 数 ，< 是 一 个 正 束 数 . 那 
么 ,存在 7 阶 正 交 拉 卫 方 完备 组 、 

此 外 ,由 定理 的 证 明 过 程 逊 可 得 公正 交 拉 丁 方 完备 组 的 一 个 
有 用 的 性 质 ， 

系 2. i dis drs tta dya ETE [1,5] EAS — #8 sé IE 
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HTH. ihr, j, 广 是 满足 下 述 条 件 的 任意 四 个 正 整 数 ， 1 去 
Pg a, Lj ne j'en, WAL A PARE -+BA 
WEE BEG) 和 C, p) 位 置 上 的 元 相同 . 

WEBB. ERCIT. S 60TH AS #,, (17.3.7) 中 的 F.C (17.3.8) 
中 的 诺 Fl <fan—1) BA, A+, Ana 所 对 应 的 > 
阶 仿 射 平面 的 # 十 ] SRR. FE, F, BEMI. K 
K 的 交点 是 G, D= iP, V. Wy UA Lg IP OZA Ee GU, 
门 一 :0. 记忆 和 台所 决定 的 那 条 唯一 直线 为 上 WA, 1 不 能 在 
多 ,中 ， 也 不 能 在 多 ,中 ， 因 而 恰好 是 某 一 HOrea-l, 
1z an). BBB 4. dass Aaa 中 内 有 A TE GS) 
AG’, 7) 位 置 上 的 元 相同 ,证 毕 ， 

下 面 来 看 一 个 具体 的 例子 。 

例 17.3.1， 利 用 例 17.2.1 中 的 结果 构造 一 个 = 阶 正 交 拉 了 丁 方 
完备 组 ， 

KK. 按 定理 17.32 的 证 明 中 的 构造 方法 ,把 (17.2,18) 中 的 平 
TRF MF. SME 多 ,和 多 .其 他 多 多 多 多, 对 
应 的 拉丁 方 分 别 是 


0 123 4 
123240 
4,=[2 340 1], 
3 40 1 2 
40 12 3 
0 2 4 1 3 
1 3 0 2 4 
4i—-|2.4 1 3 0|, 
3.0241 
4 1302 
0 3 1 4 2 
1 4 2 0 3 
4,—12 0 3 1 4], 
3 14 2 0 
420 3 1 
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4, = 


* WN HB 
w y e c + 
Roe c d ux 
=. CO à w t 
> è w N nm 


这 四 个 五 阶 拉丁 方 就 是 一 个 完备 正 交 组 ， 解 毕 . 
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Ub mo > 3. 本 节 讨 论 用 汉 维 射影 空间 移 造 区 组 设计 的 阅 冲 . 

众所周知 , 当 m 守 3 时 , 在 赤红 射影 空间 S,, 中 一 定 可 以 引入 
坐标 一般 说 来 ,作为 坐标 的 元 素 取 自 一 个 除 环 R (SA Halll ?7]， 
Dembowski [1] 等 )。. 对 于 这 里 的 讨论 ， 常 把 取 作 一 个 有 限 域 
Fa: = GF(g), q— P 请 为 一 个 素数 ， 于 是 下 面 沿用 $ 15.2 中 
的 定 尽 和 符号 。 

在 $ 15.2 中 已 经 看 到 了 利用 避 稚 射影 空间 PCC Fe) OX i8 
为 PG(m, 4)) MADER, 即 m 一 1 APSR, ARB 
E AMHR. 于 是 ,自然 会 想到 利用 PGC Fo) 的 工 维 
于 空间 (x m 一 2) 来 构造 一 些 其 他 设计 这 一 问题 。 下 面 即 将 
EB WRK ALE, 

REE —-AE DER, Glsi<m—1, HS 
PG,CF,) 的 上 维 子 空间 。 为 了 利用 诸 $1 米 作 区 组 设计 ， 需 要 计 
A 5, 的 个 数 ,每 一 个 中 所 包 食 的 点 的 个 数 ， 以 及 每 一 对 点 在 诸 s 
中 出 现 的 次 数 等 ,并 验证 以 诸 S; AKA, A PG, Fo) 中 的 全 部 
点 为 元 索 的 系统 是 一 个 区 组 设计 . 

首先 考虑 从 PG,.( Fo) 中 选取 1 十 1 个 线性 无 美的 向 量 的 
选 法 的 个 数 。 第 一 个 线性 无 关 的 向 量 可 以 选 成 PGQCP.) 中 的 任 
一 ( 非 零 ) 向 量 ， 故 有 £4"UU — 1 种 选取 方法 。 第 二 个 向 最 与 已 选 
的 第 一 个 向 量 线 性 无 关 , WA 4"' — a 种 选取 方法 。 一 般 地 ,加 
果 已 经 选 出 了 * 仿 线 性 无 关 的 阅 量 ， 则 在 选取 第 :十 Lo AES 
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为 了 使 得 所 选 的 ! 上 + 1 个 向 最 线性 无 关 ， 除了 已 选 的 :个 向 量 的 
线性 组 舍 外 ,其 他 向 量 都 能 选取 , 故 有 47 — 4' MABE. A 
此 ,从 PG, CF.) 中 选取 1 十 1 个 线性 无 关 的 向 量 的 方法 的 个 救 
是 


ray 4 


In =) a ~y Ic7*—-0 


gap ER 


另 一 方面 ;对 于 每 一 个 圈定 的 了 维 子 空间 SA 
iden PEE 
q 3 H G — 1) (17.4.2) 


SERI +I 个 线性 无 关 的 向 是 的 方法 来 得 到 它 。(17.4.2) 是 在 
(17.4.1) RA: Ra reme. BERI PG.CF.) OKA TB 
子 空间 的 个 数 为 6, 则 


I| @-v 
b 一 Eats (17:4.3) 
II @- 


下 面 考虑 这 样 一 个 问题 : 1 OCS Slam, PGQCF4) 中 
包含 某 -- 雪 定 的 上 维 子 空 间 Sp 的 ! 维 子 空间 的 个 数 是 多 少 ? 这 
样 的 维 子 空 间 的 工 十 1 个 线性 无 关 向 量 中 的 了 十 1 个 可 以 由 
$1 HOU + APRA, 其余 1 一 了 个 向 量 则 在 S57 以 
外 选取 ,有 


"nov" mmf 
_ fe II (4—1) ^ (12.4.4) 
iwm-4i-U : 
种 选取 方法 来 得 到 这 ! 一 了 个 符合 要 求 的 向 量 。 对 每 一 个 这 样 的 
i 维 子 空间 ,有 | 
2 non) pen Ty € — 1) E (17.4.5) 


Pj] 
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种 选取 Sy DU 1— OSES BORA EAS Z6 IE RB BG. 
《17.4.5) 是 在 (17.4.4) 中 用 7 AXE mi. Ait PGC Fe) PRS 
AC — false / Zs ia) Sy 的 7 维 子 空间 的 个 数 是 


m-—1* 


I] -d 


一 一 一 。 (17.4.6) 
IT (gf — 1) 

须 注 意 ，(17.4.6) 中 的 值 依 赖 于 i 和 六, mR D 维 子 空间 的 

具体 选择 。 当 了 一 9 d, 把 (17.4.6) 所 表示 的 数 记 为 那么， 

PG,.( Fe) 中 任 一 点 x 就 属于 


I| 《一 了 
p m EEE (17.4.7) 
Hi- 


个 工 维 子 空 间 。 

再 者 , 当 上 了 一 上 时 ,把 (17.4.6) 所 表示 的 数 记 为 2,， BA, 由 于 
PG,CF4) 中 任意 一 对 点 张 成 一 个 一 维 子 空间 ， 且 这 对 点 包 全 在 
5; 中 的 充 要 条 件 是 这 个 一 维 子 空间 包含 在 引 中 。 因 而 , PG, Fe) 
中 任意 一 对 点 相 辟 点 属于 


Tf (4-20 
2 一 fam! ' (17.4.8) 
Iir- io 


个 1 维 子 空间 . 
id PG,CF4) 中 点 的 总 数 为 *， 任 一 上 维 子 空间 3 中 点 的 总 
RA. 那么 ,由 $ 15.2 的 结果 知 


2 (17.4.9) 


十 | 
k= L (17.4.10) 


AF (47.4.3) Ge Aa AT, (17.4.9) KA Re m, 
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(17.4.7) WI RRR R l, (17.4.10) MARR L AK 
(17.4.8) 89 f& Re A, WE PGm( Fe) 的 全 部 点 作为 元 
3X, PG,( Fe) 的 全 部 工 维 子 空 间作 为 区 组 ,那么 ， 这 样 的 系统 就 
是 一 个 平衡 不 完全 区 组 设计 .于 是 有 下 面 的 定理 . 

定理 17.4.1， 设 mes, Ó«ism—2, H GF(g) 是 元 
案 个 数 为 9 的 一 个 有 限 域 ,这 里 # = P. PIECE, e 是 个 正 
XO. LE PG, (Fs) 是 以 GFC) 中 的 元 为 其 坐标 值 的 亚 纵 射影 
ial. 那么 ,以 PG, Foe) 中 的 全 部 点 为 元 素 , 以 PG, Fe) 的 全 
部 上 维 子 空间 为 区 组 所 形成 的 系统 是 一 个 (5, v， rf, 充 , 4)- 设 计 ， 
436 HA A BS 7.4.39, (17.4.9), C17.4.7),017.4.10) Æ 
(17.4.8) 给 出 . 

中 于 明显 的 原因 ,定理 17.41 给 出 的 设计 则 做 几何 设计 :其 参 
数 且 有 特殊 的 形状 。 但 须 指 出 的 是 ， 其 有 室 理 1741 中 的 设计 的 
参数 的 设计 并 不 一 定 是 定理 17.4.1 中 的 几何 设计 .下面 是 一 个 这 
ROP. 设 g= 2, m-—4,1-—3,. T REGEGET 17.4.1 给 出 的 
几何 设计 的 参数 是 

b= p = 3l, r= = l, k= 7, 
由 mod3l Üg fk -RIRE RE 
By = {1, 2, 4,5, 7, 8, 9, 10, 14, 16, 18, 
19, 20, 25, 28} (mod31), 
由 定理 15.4.3， 是 一 个 (31，15，7)- 循 环 设 计 . 如 果 = {B| 
0 i30) 是 一 个 形 如 定理 17.4.1 中 的 几何 吝 计 ， 则 BB 部 是 
PG 2) 的 三 维 子 空间 , 因而 三 个 彼此 不 同 的 三 维 子 空间 B, 8, 
B, 的 公共 部 分 是 一 条 射影 喜 线 , WE 
qU—i.7—1.,4 
q--1 2—i 
Da. Ris Bo Bo B4 的 公共 点 有 四 个 : 
. 5, 8, 9, 20, 

内 此 ,名 Ag PGC) 的 三 维 子 空 间 组 成 的 设计 . 

BEAR m 288 CZ RT'RE ELE — EREKE. 354. ER 


EE 


TARTE Si eh m SE AUR SS OK SEP ATA 过 
就 是 下 节 要 讨论 的 课题 
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顾及 到 这 里 和 第 二 十 章 的 第 要 ， 首先 介绍 一 些 有 关 有 限 域 上 
的 向 景 空 间 的 较 一 般 性 的 结果 ， 

HF. = GF(D W $17. 所 界定 。 设 VF). 为 有 限 域 
Fo 上 的 = 维 向 量 空间 ,那么 alRBe) 中 向 量 的 个 数 为 ". WIS 
m&n, U Rb F. 上 的 一 个 wm x% n ERE 


Ha Hu s thc Bin 

Uu Wn t7 We 
U = 

Umi Hp t Ama 


MR URE ory m, MER U ADT RE CK, Ul E SF pen 
张 成 VC Fo) 的 一 个 如 维 子 空间 ， iPS RAS BR 
口 来 表示 。 反 过 来 ， 如 果 给 定 VL Fe) 的 一 个 m 维 子 空间 , AE 
的 任 一 基底 中 的 m 个 向 量 作为 行 向 量 的 矩阵 是 一 个 牧 为 ss 的 mx 
nE. FAP RR m m X n 矩阵 U 和 UV; 表示 同一 沁 维 子 空 
站 的 充 要 条 件 是 存在 Fe 上 的 一 A ER m Mr AER T, 合 

U, = TU,. 
g AF 上 的 全 体 测 秩 nt ERA RR At T E " AY 法 成 
群 ,这 就 是 玉 上 的 * 级 一 般 线 性 群 ， 记 为 GLQCF) (参看 华罗庚， 
AB. 4 F = Fo 时 ,得 Fo 上 的 # 级 一 般 线性 群 GL。(Fs). 
i$ U, Æ FaFa) 的 一 个 mw 维 子 空间 的 矩阵 表示 ，T€ GLCF4), 
ABR UT WREE m, 故 它 也 是 一 个 m 维 子 空间 ， 这 就 是 说 ， 
工 把 一 个 吉 维 子 空间 变 为 男 一 个 萎 维 子 空间 3 m — 1, RIT 
把 一 个 非 堆 向 量变 为 另 一 个 非 零 向 量 ， 下 面 来 证 明 ，、 对 任 二 m 维 
子 空间 U, 和 Urs 都 存在 TEGL, (Fa) fee 

U,=U,T; (17.5.1) 
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如 以 d (m.m) R ViCFo) HA miT PR ROE 
EH 17.5.1, GLLCF,) BHP im, a) Lb. 
证 明 ， 任 选 二 个 (0 — m) x 2 EX, XL 合 


(B) tp 


W rr- n, ACL7S.L) gear, WE. 
TAPED WERE PE Pai A. 
JR. db Ue Be (myn), Wie OU, ae) A PSUGO Sis 
2), 那么 ,存在 TE GLA Fs) 使 得 l 
U, — UT, W, = WT 
FE RSL. l 
证 明 . RARE, oi 


Wi, 
vu - (xy) ‘(= 1, 2, 
对 U AU, 应 用 定理 17.5.1, 知 存在 T € GLC Fe) È 
Wy Wi 
GaGa” 
由 此 得 系 的 结论 ， 证 毕 ， 
设 Fim, a) 是 Fa LR may m Xn 矩阵 所 组 成 的 集合 ， 


证 明 ， 因为 F 上 一 个 秩 为 六 的 m x n RRA Fo( Ps) 中 
的 m 个 线性 无 关 问 量 之 间 是 (1 一 1) 对 应 的 ， 改 在 (17.4.1) 中 招 
m+ i, | AS EAUX n. m — 1, 就 得 (17.5.2)。 证 毕 . 

Momo 时 ,有 
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|GL.(Fe)| = T (2^ — g 


-4P)lpq—0). 17.5.3) 


对 Lm, n) 有 
5 2. 

tl (7 一 1) m-i 

PACHOR ete Hi AIT] (17,5.4) 


e-o 7f 


证 明 . 因为 向 最 空间 VC Fe) PHB He Fi an ! 
维 射 影 空 间 PG, Fe) BRU m — 1 维 子 空间 是 (1 一 1) 对 应 
BU. AETECIT.A.3) 0 4 BUR m R1, ?十 1 为 ?天 所 得 到 的 就 是 
13aw (m,n)]. TEE, 

设 du domm, Ue Of(m, n) HA Goll, m, n) id 
VAF,) 让 包含 在 二 中 的 上 维 子 空 间 全 体 所 组 成 的 集 。 那么 ， 对 
U 应 用 (17.5.4), 便 得 

5 3. 


= m=i j 


(Kulm) = [T £4——. (17.5.5) 
i=-o f — 1 


FAC17.5.5) aI A oti; m,n)| 依赖 于 UU 的 维 数 而 不 依 
HT URAC, ARIUS mes lard, m, n)]. 
ik O<iaman, UE MU, n), HH Qo, m, n} 记 
VF) 中 包含 二 的 严 维 子 空 间 全 体 所 组 成 的 集 , 则 有 有 
3& 4. 
. m ai] 
LZ (E msn) | 一 H eT T 
MESA. AUT A 2 EAR, 在 417.4.6) 中 分 别 换 m 十 1, e+ 
i, + Ham, RSME (oul, m, 2: 
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(17.5.6) 


TI ig 一 1) mel ag 
LOZ iC mmi m omms [| £—- 
li (f — 1) f=! q 
证 毕 ， 
与 前 而 的 理由 类 似 ， 常 把 laud, m. wl 简 记 为 1v 0, 
m. 2)l. i 
设 Ue O (m,n), SPHE Val Fs) 对 如 的 高 空间 
Bu: = (BAA U + xIxe V,CF2)]), 
这 里 
U txi = {w+ xlat U} 
BUE VC Fr) 中 的 陪 集 , 简 称 为 的 陪 集 。 当 uc U 时 ,有 


Utu=U, (17.5.7) 
如 果 
eE {UT x)N (T+), 
jj 
&E—x,*—ycU, (17.5.8) 
从 而 


y—x-(z—x)—íz—y)eU, 
BH »€U 4 x. 由 此 示人 17.5.7) 得 
U Fry —-U-Fx, (17.5.9) 
(07.5.9) BI T, U+: 与 也 十 要么 全 同 ， 要 么 没有 公共 元 ， 
M MERWE rE VEF BA reU te, WE, 2u HA 
集 构成 VFO 的 一 个 分 解 ; 因 零 向 最 在 中 。 故 不 在 U 的 其 他 
陪 集 中 。 于 是, 由 IV 十 x1 = [Ul = 9, 可 得 
Fal Fe n-m 
1 多 | 一 耻 T, . 
这 与 五 的 维 数 请 有 关 ，, 而 与 也 的 具体 选择 无 关 。 
ink LU, U egim, n), H U-Fx—U' 十 +x， uj 
U=U t (x — x). (17.5.10) 
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这 就 是 说 ,是 U PORES. INU AU" Bm EP], HU 一 
U. 因此 , 34 U' ^e U 时 ,多 yw Ej v' 中 光 公 其 的 陪 集 。 这 样 一 
来 ,全 部 束 维 子 空间 的 商 空 间 的 并 


Bi 一 U Be (17.5.11 ) 
Ue dé lm ast) 
的 表达 式 就 是 59 的 一 个 分 解 式 。 
对 于 |Æ], 有 
引 理 17.5.1, 
LI "T £z. (07,512) 
P ogi 
WE. AW175.11) eS 的 一 个 分 解 , 故 
EE 17 iman - 132. 


B£E 07.5.4 ) (17.5.9) 4883 (17.5.11). ur. 
HE Die: mus, We olin), Ut d (m, n), x, YE 
VQCFS). 车 


wW YESU tr, (17.5.13) 
则 
W CU + (x — v). 


IH Oe i, ik e— ycU, 从 而 
W CU, (17.5.14) 
反之 ;如果 + 一 了 ED H (17.5.14) pir, W0C17.5.13)HB RW, 3X 
RE, BWM —-TRRAR EU Tee, REBRE 
RQWOGURBU)- UBI. A, nee 17.5.2 的 系 4 ,得 出 
RiR 17.5.2. i 0 scis mmn, W ERUR) YEV Ea). 
Apua w ty 的 那些 陪 集 的 个 数 是 


= Ie, W EG iE T BORSA I, 故 由 此 引 理 得 
R. S8 EH VFr) 的 一 个 固定 向 量 的 那些 陪 集 的 个 数 
是 . 


ri = [J fo, (17.5.18) 


$506 5 


引 理 17.5.3, 设 E ae X3, Xj. 02 € Val Fa). 3 A LER 
xi FOB AER RA TRE 


a= Ine = Cs (17.5.16) 


和 证明. i Yis meu + 2, “下 是 在 在 ug; € U & X; = H; Tz 
(Lis 25, i& 


zr, — x; EDU, (17.5.17) 
&L.HIALCYZ.5.17 REST, RU xxi € U P xxi) x, € U +, AF 
AI pé S ch od E IRE Koon I] RU B — Ee EB T EO UE 
是 (17.5.17) 成 立 , 且 当 (17.5.17) 成 立时 , n RES U +r 不 同 
的 品 的 其 他 陪 集 。 这样 一 来 , 纪 中 和 包含 {+; xs} 的 那些 陪 集 的 个 数 
就 是 BW Cm, 9) 中 包含 如 一 的 那些 子 空间 的 个 数 , 因 一 29 
9, 这 个 个 数 就 是 Z Cm sn) 包含 由 x — x RRA EES IR m 
维 了 于 空间 的 个 数 , 即 2 (15m, 0]. XR ERAÉCIT.S.16), TEER. 

S| 17.5.1，3 引 理 17.5.2 的 系 和 引 理 17.5.3 已 经 给 出 了 构造 
一 种 类 型 的 区 组 设计 的 方法 和 这 类 设计 的 参数 ， 这 可 总 结 为 下 而 
AIRE FA . 

定理 17.5.3. 设 PE mon. 以 向 量 空间 VF.) 的 诸 向 
RATE U 28 中 的 诸 陪 集 为 区 组 可 以 构成 一 个 (6 os n, k 2)- 
设计 ,其 中 


y= g", R= g”, 
fi b, r, 4 sy EI ERHCL7.5.12), (17.5.15) 4n(17.5.16) 8 H. 
定理 17.5.3 中 榴 设 计 也 叫做 儿 伍 设计 . 
下 面 的 定 球 17.5.4 是 定理 17.5.2 的 推广 。 六 第 二 十 章 中 将 用 
Syr. SEMA RP BRA Pic: 
Aut daga n 


ae hee 


A= Aye ++ dips + Aas Tis (17.5.18) 


a *" 9 à 8 RR e 
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7256 esp X wh AS — FU Fatty Pra ott sy Pe 利 下 过 的 一 行 数 
£1, 717. Cia tty Ca RABAT TH 4, 的 行 数 是 ro WBE A < 
ieee, leaped), 
定理 17.5.4, 设 
U(r,m X #2} = {414 是 Fs 上 的 m X n E, ram rf. 
IA, 
Uam X n)| = I (ao — dX" — 4 d) (17539) 
i q 774 
证 明 . ix GLa Fa) X GL (F4) ER GLC Fa) 8i GL,CF 2) 
的 直 积 ， 如果 (T,, T) € GEL,( Fa) X GLa( Fa}, DU EH 
X — T,X T, 
Eu Uir,m X 2)ÉJ]— ^ ER, “OX € U(r. m X aint, TSF, 
KEE (T, Ta) € GLC Fa) x GL, Fa), e 
I a r 
DAT, (7 ) 


a HF. 


FECES AL, EE GLC Fa) X GLC Fe) 可 迁 地 作用 在 集 U(r, mx 2) 
ELH IU(r,m X 2)| 等 于 GL,z( F4) x GL, (Fa) ch f pp 


( 0 y 
ü 0 morf 


r n — r 
保持 不 变 的 那些 元 素 所 组 成 的 子 群 在 GL, (Fe) x GL,CF,) 中 
的 指数 ， 记 这 个 于 群 为 G. WA, 4 (T T1) € GLa (Fe) X 
GLC Fo) 且 把 To T, 写成 形 如 
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RBM, (31, TD EG BOE ER TEE 

TauTa = 7, Ty = T4 0, (17.5.20) 

(det Z4) det7,) oy 0, 
这 是 因为 
Tu Tey 62 0 Ta Tx TauTa, Tula 
" Ta (, Q ) " 7.) = en nn) 
H1(17.5.20) 51, Ta 由 To 完全 决定 ,而 Ta 的 个 数 为 IGLCF2!; 
Tx 的 个 数 为 IGL, CF 22] 5 Ta 的 个 数 为 IGL, Fa) | 3 T, 的 
个 数 为 4005 Ta 的 个 数 为 POO; dE 
[G| = [GL (Fa)! 1GLn-( Fa)! 


“(GL yo Fad} were 
因此 ， 


IZ (rum X 2)| = GL) X GLCES)G 
_ |GLn( Fs) x GL Fe)| 


Ici 
_ (GLa(Fa)l - [GL Fa)) 
Ke 
Ll G" — 4 
gr TE (gt — #) 
ET . 
于 一 
I] (q* — 4) 
qe H {gT EN g) 
i=Q 
1 
Ue- f) 


易 知 、 


LE $09 + 


m-i 
He-o ie- 
-= ee ET: 
mor m-r— 
gin il (gr —. 2 T (4" — qU) 
xü Pug 


Ic 一 9 ) 
Te 


rej 


= U (q" — q'), 
n—1 
II @- 4^ 
i-ü0 - 


rot 
= II (g* 一 gi). 


一 n—r—| f 
gree I] (9" — g) HL 
ic 
WE, 
Do -oÍ T =a) 
jd Cr, m X n)| = £59 
I ig — q‘) 
' (g" — gq" =") 
i-e Q4 —4 
证 毕 . 


特别 地 , 当 m= n 时 , 有 
系 . 


Ve lr, axajl= i Ka = 
fri 4 
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第 十 八 章 “ 完 全 设计 和 正 交 设计 


从 $ 11,1 可 以 胜出 , 完全 设计 和 正 交 设计 有 很 大 的 实用 价值 。 
本意 将 对 它们 作 进 一 步 的 介绍 。 $ 18.1 MIRE RMA 
研究 拉丁 方 , $18.2 讨论 了 行 完 备 、 列 完备 和 完备 拉丁 方 。 关 于 正 
SHUT 21,8 18.3 研究 了 正 交 倡 的 存在 性 和 不 存在 性 ，$ 18.4 则 介 
绍 了 正 交 拉丁 方 的 常用 构造 方法 .。 在 正 交 拉丁 方 的 理论 中 ， 一 给 
BHBRESERUmEHRETOSBL eT ATR Nm) RABE 
的 意义 和 作用 ,例如 ,著名 的 Euler 猜想 就 可 表述 为 NH + 2) = 
L 因此 ， 有 必要 用 整个 一 池 的 篇 往来 介绍 与 Nm) AK 
($18.5), 并 利用 这 些 结果 给 出 否定 Euler 猜想 阶 大 于 6 的 情形 的 
完整 证 明 CS 18.6), 而 把 阶 为 6 的 情形 的 处 理 安排 在 下 一 章 . 


$181 dH T OF 


$5.6 已 经 介绍 了 拉丁 方 与 (0, 1) EBERUAERDLR RET Jj 的 


计数 等 问题 ， 本 区 和 下 节 将 介绍 拉丁 方 的 构造 方面 的 一 些 问 题 和 


结果 ， 
下 面 将 常常 使 用 $11.2 中 的 拉 耳 方 的 定义 , 它 比 $ 5.6 中 的 定 
义 在 形式 上 稍 广 一 些 ， 
SAE NT HMM RREA ZARRA. MRZE 


于 $ 12.4 中 介绍 过 了 ， 这 里 不 再 重复 . 下 面 只 讨论 有 限 阶 拟 群 . 
把 一 个 氢 群 的 乘法 袁 的 表 头 的 行 和 表 头 的 列 去 掉 后 余下 的 方 阵 是 
做 该 乘法 表 导 出 的 矩阵 、 反 过 来 、 如 果 一 个 矩阵 添上 作为 表 头 的 
一 行 和 作为 表 头 的 一 列 就 成 为 某 一 氛 群 的 莱 法 表 ，。 则 把 它 叫 做 由 


该 矩阵 导出 的 彝 法 由 . 
定理 18.1.1. -个 拟 群 的 胶 法 表 导 出 的 方 阵 是 一 个 拉丁 方 。 
区 之 ,一 个 拉 ] HP] STR RIE. 
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证 明 . ik CO.) —THUSE, 0 = {ms 357775 dats HE 
PIL Og 


a Fy . gi ig 
al 
"n (18.1.1) 
; ET I 
an 
En O HRT eM ADM EI <h m 
aij, 一 didi, ™ a, (18.1.2) 


但 方程 ax — a FUÉ HE ME, AR (18.1.2) 不 可 能 ， 这 就 证 明了 
(18.1.1) 导出 的 候 阵 每 一 行 都 是 局 的 个 元 素 的 一 个 全 排列 ， 同 
理 ，(18.1.1) 导出 的 第 阵 的 每 一 询 都 基 0 的 m 个 元 素 的 一 个 全 排 
A, 所以,(18.1.1) 导 出 的 方 阵 是 于 的 一 个 加 阶 拉丁 方 . 

反 过 来 ,如 果 4 = (eu) 是 日 一 (ais aa dnt 上 的 一 个 
mar Ta. EMO LRM: 

aaj — dijs 

那么 ,由 于 4 是 个 拉丁 方 , lO) bP oR. Wb XB 
PE 4 n PDA 


| fy Bay 
Hiüy Big 91m 
18.1.3) 
Adan dn Aim ( 
Hals) de; 74" Amm 3 


5C18.1.3) BREE (O0, ) FAR. 证 毕 . 
由 定理 18.1.1 X], — m BP AS a IRR Se HD FE RE 


© 3127 


" Wrhr T] 25; 554, RE AWARE S UE: THA 
特殊 的 性 质 ， 下 面 要 证 明 , 确 如 此 , 且 这 个 特殊 的 性 质 是 ;在 王 阶 
ATA 4 = (au) 中 ,对 任意 的 iii ko i m, An CLAU 
Qiks fips i dj (18.1.4) 
BUTERCT WA T EEEOLATES TORE Ty. GEN. 
NEB LaLa kam, WREH 
Big — hk. Gil Gi Ujk = iho di tu, 

中 的 任意 三 个 成 立 ， 出 另 一 个 也 必然 成 立 ， 这 一 性 质 形 象 地 叫做 
"PH OE ERU. 

定理 18.1.2, ZFA m EERERUSEUESESP IUBE m rr T 25, 
西点 形 准则 成 立 ， Beit ug op 7 m rr T 25 SEU FUE RE XUL BR: 
ARAT 2g np Sed — FRR. 
WEA. ik 4 — (su) Rm REG MRERSM m de T 
Jj. AAH "tri TETRA. HARM Ae 
MERLE, CRT VERE G RUE HE SR 29 


a dy ay Um 

Aiā aig "io 
(18.1.55 

Sila tn Hin 


"or 9 99 moa v RÀ Aon on A 


Anm Bm ttt um. 
不 失 一 般 性 , MAE gij m, lkl Sm, BRE 
明 (18,1.4) 的 最 后 一 个 元 可 由 前 三 个 元 唯一 决定 即 可 。 因 为 
dig 77 Hia. p 77 didi. Aig = Ajaks 
改 (18.1.4) 的 第 四 个 元 为 
4j = aja; (ajax! )Ca; ae) 
= aig aid) ait 
一 aig aia) its 


这 完全 由 (18.1.4) 的 前 三 元 决定 . 
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MARI A= (au) Pe wT A, 且 四 点 形 准则 对 它 
成 立 ， 因为 经 行 换 序 可 把 4 的 第 一 列 中 庄 元 依次 变 为 第 一 行 中 诸 
元 , 且 如 前 违 ,这 样 得 到 的 患 阵 也 成 立 四 点 形 准则 ， 所 以 ， 不 撩 一 
般 性 ,可 设 

a) 
于 是 a EHRE Cla, 21 tta ampo *) 的 单位 元 <， 现在 来 证 明 ， 
在 这 个 拟 群 中 结合 律 成 立 , Wa. by 是 (Uns + santa) 中 
任意 三 元 ， 由 (18.1.5) 可 以 得 到 两 个 子 表 ， 


2- " 
blè be (18.1.6) 
， ablad (ab)c 
m 
bbe 
ejb èc (18.1.7) 
à lab a(5c), 


由 于 (18.1.6) 和 (118.1.7) 中 的 四 个 元 里 的 三 个 元 b, be, ab, 对 应 相 
等 , 故 从 四 点 形 准 则 知 

(aéj)e = albe). 
这 就 证 明了 在 氢 群 Uas an tsaa) 中 ,结合 律 成 立 ， 因此， 
这 个 氢 群 是 一 个 群 ， 证 毕 . 

WSR E m Br BRAS RE ET PE RATT A BR B9 NA PE, 
RUUSHRABS HRT. Bü, 4 RLF 
FE ais day rts dm BEAR PIR RR ais ais am BY, 
那么 这 样 的 羔 法 表 导 出 的 拉丁 方 具有 性 质 : 


Qsidik — di. (18.1.8) 
ay = dijs (18.1.9) 
gu €, (18.1.10) 


"m =i maT 一 1 
gig did, ajay = og, = diks 


7! 一 PES -1 ] 
gd. >= ( aja, ) = gg, = fiiy 


a; = dad)! =e, 
SPARER MRR RA. TE. HAERERE 
的 拉丁 为 具有 特殊 性 质 (18.1.8) 一 (18.1.10). 
一 个 集 {a nsns]. 上 的 吉 阶 拉丁 方 的 一 个 子 方 阵 的 大 
小 要 多 大, 才能 保证 该 子 方 阵 中 包含 全 部 元 As tta an BD 
kW 
为 了 给 这 个 问题 一 个 解答 SERT TIBUS] RR. 
引 理 18.1.1， 设 (0,-) 是 一 个 氢 属 , 4 和 是 的 两 个 子 集 ， 
满足 条 件 ， 并 非 中 的 每 一 元 部 能 写成 
c= ab, ae d, óc B, CI8.1.11) 


352. , 
[9| 2 |4| +B]. (18.1.12) 
WEBA., (5 O BUE EE ACERIN, (18.1.12) 自然 成 立 , 故 该 引 理 对 
无 限 氢 群 也 成 立 ,) 
设 49,，') 的 乘法 表 表 头 的 行 的 前 IB] AIA B= {hisses 
b) 中 诸 元 , 表 头 的 列 的 前 141 个 元 为 4 一 ies ad 中 
庶 远 。 于 是 CO,*) 的 绞 法 表 可 以 分 块 如 下 ; 


ay i 


LIV | 


设 * 是 8 中 任 一 不 合 (18.1.11) 的 元 ，* 落 和 于 阵 (CY) 中 的 次 
Bob ALEA (©) 中 的 次 数 为 181。 d EA ci OS 


NxC)， 沙 人 人 Z 中 的 次 数 为 wx(2)， 于 是 由 容 斥 原理 ， 

NAZ}= Q| — [Al —[B) FE NC). (18.1.13) 
ANAZ) 20, FE. NAC) 一 4， 故 由 (18.1.13) 得 (18.1.12)。 证 
€. i 
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SEW SAS, ye > [1 +S], 一 个 =” 阶 的 群 (9，,) 的 乘法 
袁 的 导出 矩阵 的 任 一 上 x i 于 阵 C 中 一 定 和 包含 该 把 群 的 每 个 元 素 
至 少 一 次 . 

VERA. 5] 18.1.1, 如 果 

(Ole {Al + | BI, (18.1.14) 
iO cb & miT AH ADAM B RnR, BEERE 
fft, ün*RiE 4 3€ C IJ TT Brod RIBUS 3L eR B REB] LE B E 
CHS At ERIS] Ze SC Ef EB. ERES UT 
lol -»«]| +7] + [7 « 141 + IBI. 


于 是 有 (18.1.14)， 因 此 ,定理 的 结论 成 立 ， 证 毕 . 
用 此 定理 立 得 ; 
R. 设 i> L £j. 集 S= far, any eas) 上 的 一 个 


台阶 拉丁 方 的 任 一 1 x 1 子 降 中 一 定 包 含 了 S 的 全 部 元 素 至 少 各 
一 次 。 


$182 完备 拉丁 壕 


在 拉丁 方 试验 设计 中 ,有 时 根据 试验 的 婴 求 ,需要 所 用 的 拉丁 
方 具有 一 些 特 殊 的 性 质 ， 例 如 ， 在 把 一 块 农田 分 成 若干 纵横 小 块 
作 试验 且 根 据 一 个 拉丁 方 来 安排 试验 时 ， 相 邻 二 小 块 的 安排 之 间 
彼此 是 有 影响 的 ， 因 而 希望 每 一 对 可 能 的 安排 在 所 用 的 拉丁 方 的 
相 邻 位 置 上 出 现 一 次 ， 又 如 ， 养 鸡 场 关于 饲料 对 鸡 的 长 势 的 试验 
旦 采用 一 个 拉丁 方 来 安排 试验 时 。 接 连 使 用 的 二 种 饲料 彼此 是 有 
影响 的 ， 因 而 也 希望 每 两 秘 不 同 饲料 在 所 用 的 拉丁 方 中 都 能 以 不 
同 的 次 序 接连 出 现 一 次 ， 这 就 引出 了 一 类 特殊 的 拉丁 方 ， 下 面 给 
出 正式 的 定义 . 

定义 18.2.1. 设 4 = (Gu) RE S= {as atta dn} 上 的 
一 个 mm 阶 拉 本 为 ， 如 朵 S 的 每 一 个 有 序 相 异 元 素 偶 痢 在 4 的 行 中 
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P — 2 HY EIUS ABS CRC Ret E WUR Bo et, WR 4 是 一 个 
TREE, MMAR RT A. wd ERE IR jE 


as . x. ^ ^ 50 :"" ea ee 


Ji. BUR 4 是 是 行 完备 拉丁 方 ,又 是 列 完备 拉丁 方 , 则 称 为 一 个 完 
ipe. 

—^ cfi J84R oc BH cr BUA 26. 20526. ED 
Fev FH. 

由 此 定义 ,有 

引 理 18.2.1， 在 定义 18.2.1 中 作 下 述 更 动 ， 并 不 影响 4 的 行 
完备 性 ; 

iB "s 的 每 一 个 有 序 相 异 元 素 侦 都 在 4 的 行 中 至 少 一 次 出 现 
为 相 邻 的 一 对 ” 收 为 “5 的 每 一 个 有 序 相 异 元 素 偶 都 在 4 的 行 中 至 
多 一 次 出 现 为 相 邻 的 一 对 ”， 或 改 为 “5 的 每 一 个 有 序 相 异 元 素 偶 
都 在 4 的 行 中 丛 好 一 次 出 现 为 相 邻 的 一 对 ”. 

WES. s 的 有 序 相 异 元 素 侦 的 个 数 为 

m(m — 1), (18.2.1) 

A FO Hg — TTA EB RE m — l, A 的 谱 行 的 相 邻 
元 素 侦 的 个 数 是 mm 一 日 ， 这 与 (18.2.1) 相 同 。 因此, s 的 每 一 
相 异 元 素 偶 在 4 的 诸 行 中 至 少 出 更 一 次 为 相 邻 元 素 的 充 要 条 件 
是 , 3 的 每 一 想 异 元 素 偶 在 4 的 诸 行 中 恰好 出 现 一 次 为 相 令 元素， 
也 是 s 的 每 一 相 异 元 素 侦 在 4 的 诸 行 中 至 多 出 现 一 次 为 相 邻 元 

对 于 列 完备 拉丁 方 有 类 似 的 结果 ， 

系 ， 在 引 理 18.2.1 中 招 “ 行 " 换 为 “ 列 "”， 引 理 的 结论 仍 成 立 ， 

引 理 18.2.2. 对 一 个 拉丁 方 施行 行 换 序 并 不 改变 它 是 否 为 行 
完备 拉丁 方 。 对 一 个 拉丁 方 施行 列 换 序 并 不 改变 它 是 否 为 列 完备 
ETF. HE 

证 明 ， 这 是 定义 18.2.1 的 直接 推论 ， 证 毕 . 

值得 一 提 的 是 ， 对 一 个 拉丁 方 施行 列 换 序 却 可 能 改变 该 拉丁 
方 是 否 为 行 完备 的 这 一 性 质 。 例 如 ,由 下 面 的 定理 18.2.1 An, 
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Z 
3 
1 
0 


w Oo hh -e 
=- o t3 C w 


u 
1 
3 
2 
i—"rsg& dr] B. FEHR ARH., E 
a 3 2 
1 Ü 3 
3 2 1 
(3 2 1 0 
这 虽然 仍 是 一 个 列 完备 拉杆 方 ( 由 引 理 18.2.2), (BAUREEDE— 
行 完备 拉丁 方 ,因为 有 序 元 素 候 (1, 站 在 第 一 和 第 四 行 中 都 出 现 为 
MBA RB. 

设 4 是 集 [1,31 Eit —ErBET A. WR 4 338 — 91 ETC 
1 的 右 邻 元 是 2, 出 该 列 上 元 2 的 右 邻 元 必 是 3, 元 3 的 右 邻 元 必 
是 1; AMRANT 2 的 右 邻 元 必 是 3, 元 3 的 右 邻 元 必 是 1, 元 
1 的 右 邻 元 必 是 2， 这 样 一 来 ,有 序 元素 侦 (1, 2) AMAT B 
现 了 两 次 ， 如 杂 4 的 第 一 列 上 元 1 的 右 邻 元 是 3， 则 该 列 上 元 2 
的 右 邻 元 必 是 1, 元 3 的 右 邻 元 必 是 2; 因而 第 二 剂 上 元 3 的 右 邻 
元 必 是 2, 元 1 的 右 邻 元 必 是 3, 元 2 的 右 邻 元 必 是 1， 这 样 一 来 ， 
有 序 元 素 偶 (1,3) 在 4 的 诸 行 中 出 更 了 两 次 ， 所 以 4 不 是 行 完备 
的 。 类似 的 推理 可 知 A4 不 是 列 完备 的 ， 这 就 是 说 ， 婚 不 存在 行 完 
备 也 不 存在 列 完 备 的 三 阶 拉丁 方 ， 

另 一 方面 ,下面 的 定理 指出 了 构造 偶数 阶 完备 拉丁 方 的 一 个 
一 般 性 方法 . 

定理 18.2.1 (Williams), 7 m = 27 CTER. VEG 
—dTmxm)ppk, SFT wy 
0,1,24 — 1, 2,21 — 2, 3, 21 — 3, --., 1| — 1, 1 +l, 4,(18.2.2) 
其 它 每 一 行 是 上 一 行 诸 元 分 别 加 1 工 后 取 最 小 非 负 剩余 (modm) rm 
得 ， 那 么 4 是 一 个 行 完 备 拉丁 方 . 如 果 经 行 痪 序 把 4 的 第 一 列 请 
元 变 成 (18.2.2) 的 顺序 ,那么 此 时 的 结果 拉丁 方 是 完备 的 . 
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5 


w o on 
LI 


TEAR, EU (18.2.2) 中 的 数 同 其 相 邻 的 后 一 数 的 其 (modm) 
所 组 成 的 序列 为 
—1, —2(1—1), 21 — 3, --., —20 — i), 
20; —i)—1, ---, 1 (mods). - (18.2.3) 
这 些 差分 为 三 种 类 弄 ， 
—1, —2(1— i), 2(1— —1 (modm)}, (18.2.4) 
因 2m, SEC — RR PRS HR EMAAR ESR. BAH 
. 种 类 型 的 差 的 最 小 非 负 剩余 是 偶数 ,从而 第 一 ,三 类 型 的 任 一 凑 与 
第 二 类 型 的 任 一 差 都 不 租 同 (modrm). 因 igisi l, RB 
类 型 的 差 同 第 三 类 型 的 任 一 差 也 不 相同 (mod), SFAH 
个 差 —2(01— i) 与 —2(1 — P) Bl (modm) 的 充 要 条 件 是 
i=j} (mod), 这 也 是 第 三 类 型 的 两 个 差 一 2(m 一 门 一 1 与 
—2(m-—i)—1 相同 (mods) 的 充 要 条 件 。 因 此 (18.2,3) 中 的 
m— 1 个 差 两 两 不 同 (mode). 
由 4 的 构造 方法 知 , 4 的 每 一 列 是 mdm H ERMER, 
4 的 每 一 行 也 是 modm B9— 5E SE A. HMR AE fü XJ 
余 , 所 以 4 是 一 个 拉 了 方 . VE OA 2m — |, REAR: 
行 和 第 了 行 GSI) 1,54 相 令 的 后 一 数 都 是 +。 于 么 ,这 两 对 
粕 邻 数 的 差 都 是 一 x (modm)， 它 们 与 其 相应 的 4 中 头 一 行 两 
对 相 邻 数 之 和 其 分 别 相 同 . 由 于 第 : 行 和 第 了 行 的 两 个 不 可 能 在 
同一 列 ， 不 失 一 般 ， 可 设 它们 分 副 在 第 一 行 元 素 为 上 和 +* 的 列 
G+). TH, 由 4 的 构造 法 知 , 在 4 的 第 一 行 中 , Ma 
后 一 元 之 差 及 8。 和 它 相 邻 的 后 一 元 之 其 都 为 一 x (modm), 但 前 
发 已 证 ,这 是 不 可 能 的 。 这 就 证 明了 < 是 行 完 各 拉 丁 方 ， 
由 引 理 18.2.2, 对 4 的 诸 行 进行 行 换 序 并 不 影响 其 行 完备 性 . 
假定 对 4 施行 定理 中 所 述 的 行 换 序 而 得 到 的 拉丁 方 为 了 B、 则 上 5 有 


a ati c: ay fm 
B = E 4) ho ctt dac dua ( modm) 


Um Fm T A ttt fm -+ imei 
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其 中 ay, tay tt, 4m ERIERESUCIB.2.17). Ho. h.l]. fma 是 
i, -++,0m— 1) 的 一 个 排列 ， 由 此 可 知 , B BS 300 —3 5 
想 邻 的 后 一 数 的 差 与 第 一 列 中 相应 的 二 数 之 差 相 同 (modm). Bi 
前 一 盘 鬼 延明 可 知 ， 吾 是 一 个 询 完 备 拉丁 方 . 因 瑟 也 是 一 个 行 完 
备 拉 村 方 , 兴 有 而 是 一 个 完备 拉丁 方 . 证 毕 . 

今 对 记 一 4 的 情形 用 定理 中 的 构造 方 靶 来 制作 相应 的 4 和 


B: 
0 i 3 2 
1 2 0 3 
A= 
2 3 1 Q 
3 0 2 ] 
和 
fa I 3 2 
1 2 9 3 
B = . 
3 0 2 1 
2 3 i 0 


dis S. 18.2.1 还 可 锥 得 完备 拉丁 方 的 下 述 性 质 . 

定理 18.2.2. RAR TES 上 上 的 一 个 关 阶 完备 拉丁 方 。 那 
么 ,对 5 中 的 任 一 元 *， 它 在 4 中 的 右 邻 元 所 组 成 的 集 就 是 SN(ST, 
这 也 是 * 的 左 邻 元 所 组 成 的 集 ,: HL BIHAR, s EF AD 
元 所 组 成 的 集 . 
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广 为 使 用 的 正 交 设计 是 由 正 交 表 来 体现 的 .和 集 [1, m] 上 的 一 
个 5 行 的 m 阶 正 交 表 , 也 称 为 5 £T mm’ 列 的 正 交 表 , 记 为 DA(m,s)， 
E, ww] 上 的 一 个 Xx m" EIGER) WER: 对 于 OACm, 


人 ) 中 的 任 二 周 定 行 所 组 成 的 子 降 ,每 一 个 二 维 向 景 (7) Gs ye 
LL, m]) 都 恰好 在 其 一 列 中 出 现 , 辐 正 交 拉丁 访 的 情形 奖 似 ,这 时 
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“ARATA Sb RE, um me gute. PUE. JE 
[1m] 可 换 为 任 一 mm 元 集 ， 

由 正 交 旋 的 上 述 定 义 ,可 立刻 推 得 ，(1) 对 集 [1, ml 上 的 一 
个 :x ne 阵列 施行 行 换 序 , 别 换 序 ,并 不 影响 其 是 区 为 一 个 正 交 
囊 这 一 性 质 . (2) 从 正 交 表 OAlm, s) 中 删 去 l<) BLA 
下 的 表 是 一 个 OA(m s— 1). (3) 对 OACm, 5) 的 尾 一 行 施行 
SEI, 2] 的 一 个 图 换 os BOR EF rh HO SG s HR ae L1; m])， 
这 样 得 到 的 结果 阵列 仍 是 一 个 OACm, s). 

下 面 的 定理 表明 ， 正 交 表 同 正 交 拉丁 方 组 有 本 质 上 相同 的 数 
学 结构 .在 今后 的 讨论 中 ,这 两 种 结构 和 说 往 都 会 用 到 ,因为 不 局 
的 场合 用 不 税 的 结构 和 说 法 更 方便 一 些 ， 

EH 18.3.1, i : > 2, BH OA(m,0 FEM 【1， m] 上 的 一 
Ss SO m PERE. 那么 由 此 可 以 梅 造 出 * 一 2 个 两 两 正 交 的 
拉丁 方 。 反 过 来 ,如 果 Ardn, A EH OETA, 
那么 由 它们 可 以 构造 出 一 个 : FER m Vp TE eR, 

证 明 . 不 失 一 般 狂 ,可 设 OAC ms) 的 头 两 行 分 别 为 


ee | 2-432 "m mm, (18.3.1) 
——— —— Se 
mt mt mt 
12--+ml2-++m-++ 12---m, (18.3.2) 
Tf pe — aa 
. mil 


设 0A{m, s) 的 其 祭 行 中 的 任 二 行 分 别 为 2 


duis! Rm dn tas aat > rm (18.3.3) 
bab tt bm bn 03° M "Šim" . + Biba" . ben. (18.3.4) 
SEZA mBriBEEI F: 
Bu da 0117 Aim ba óu tt bim 
i= ay dy Bim , B= ba Èa | b 
Gay Ga; cc Ü nmn bra ba ttt bum 


ERE 4B MET. 
XE Kl em), H (18.3.1) 和 和 (18.3.3) 是 OA( m, 5) 
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中 的 二 行 , 知 


(i Geo CD 


两 两 不 辐 , 故 ea， aus cs qiw 两 珊 不 同 、 又 由 (18.3.2) 和 ({18.3.3) 
是 OACm, s) 中 二 行 , 知 

i tg . POO 

GG OG) 

Ba PN AR, ik Hiis Gas "7 t. day ARAL, 于 号 ,4 是 一 个 玫 阶 拉 

TH. RUE B Ab — I mEHRET Jj. 四 于 (18.3.3) 和 《18.3.4) 是 


OA(m,s) 中 的 二 列 , 故 
LOD Ch 


81^, (5) 

C bj > lm 

n" ) ee (en ) C) Cr) 
bus > , bon ° by! ° , bm . 


两 两 不 同 ,从 而 4 和 B 正 交 ， 因 此 ，OA(Cm,s) IUE 3.4, eH 
能 产生 * 一 2 个 两 两 正 交 的 拉丁 方 . 

把 上 而 的 证 明 过 程 逆 过 来 就 得 到 了 定理 的 第 二 部 分 ， 证 毕 ， 

iO mT BA PET BES, MURR ATR 8 的 正 交 
(B. BUR RE 4 UEREB. 

对 一 个 给 定 的 加 阶 拉丁 方 RAE HE A BUE TE BID IL I 
以 用 另 一 种 方式 来 刻 划 。 为 此 需要 引信 

定义 18.3.1， 如 果 在 m 阶 拉丁 方 4 — Qu) Bom Pa, 
其 中 无 二 则 行 且 无 二 同 列 , 且 其 上 的 几 个 元 彼此 不 同 , 则 称 这 mm 个 
REBT 5 08 — e Mos. MAR ha, RE Ros 
公共 的 位 置 ， 则 称 4 TLR mS MO Ro, REL 
LR BT SS EN Hic 

例如 ,在 拉丁 方 
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中 mAH ERZA EE 4 B0— TRA BURBS P (Gr RE: 
地 的 只 一 个 截 态 ， 标 以 三 角形 的 三 个 位 置 也 是 4 的 一 个 截 态 ， 这 
二 个 截 态 互 无 公共 位 置 , 政 4 可 以 分 解 为 三 个 五 外 的 截 态 ， 
EE FEM AWE ARAMA. pa, Ove TH 
2 3 4 
B= 2 4 1 3 
3 1 4 2 
4 3 2 1 
就 没有 一 个 截 态 ， 这 是 因为 ,如 果 4 有 一 个 截 态 ,那么 这 个 截 态 中 
的 四 个 位 置 一 定 有 最 后 一 行 的 一 个 位 置 ， 如 果 这 个 位 置 是 (4,1)， 
则 其 它 三 个 位 置 当 组 成 
2 3 4 
| 1 3 
I 4 2 


的 一 个 截 态 ， 但 因 an 一 4， 故 4 在 的 位 置 不 能 取 。 显然 ;其余 的 
位 置 的 任 三 个 不 组 成 (18.3.5) 的 截 态 ， 类 位 地 ，(4, 2), (4, 3), 
(4, 4) 也 不 能 出 现在 8 的 任 一 截 态 之 中 . 

引 理 18.3.1。 对 一 个 拉丁 方 施行 行 换 序 和 列 换 序 并 不 影响 它 
ERARARA. 

证 明 ， 假 定 4 是 一 个 科 阶 拉丁 方 ， 因 为 4 中 的 严 个 两 两 不 同 
行 旦 丽 两 不 同 列 的 位 置 经 行 换 序 和 列 换 序 后 ， 仍 两 本 不 同行 且 两 
两 不 同 列 , 故 有 引 理 的 结论 。 证 毕 . 

关于 普 阶 拉丁 方 可 以 分 解 为 亚 个 戴 态 的 问题 ,有 下 面 的 定理 。 

定理 18.3.2, HAAR MTA AR, Baa 
PRE. HA, ATU DRAM TRA. 

WA. 由 定理 18.1.2，4 是 由 某 一 m 阶 群 G 的 乘法 表 导 出 的 ， 
设 G = gi, Es ts gd. 不 失 一 般 性 ,可 设 


É8 Ewa c^t FIER 
4-—|85,8 Rh cv Kim] 


(18.3,5) 


BOR a BOR OÀ 4 RÀ RON - OR OB on on 


Emi Emba tc* EnEm 


ete te 


A GA GB). Cm, 14) x& mA für BAR t AY — cos RD 
KFikh. Egi» cit» Emblem (18.3.6) 
RUN ATA] IRAE A. tao oes im 是 [1, m1 的 一 个 全 排列 . 
由 C18.3.6) 可 以 产生 序列 


Bit > Baki Ss ots FmSi gs (18.3.7) 
这 里 gE C, “AEG, boe g 时 ,序列 

Kw. Ku. 00, Egi (18.3.8) 
与 (18.3.7) 没 有 两 个 对 应 项 相同 : 

Bg E gugnh (log m). (18.3.9) 


否则 , 必 有 gh. BET aE BRES tro 81,8 FE Sie Eis 0o Em 
的 一 个 排列 , 故 
81,8 — Ea. 81,8 = Bos cita Bink = Ea 
EXHI, ay, 0s +++, Om 是 [1, m] 的 一 个 全 排列 ， 同 理 ， 
Eih = ER. ERA ER. t0. Bight Es 
这 里 Bi, Bay +++ Bm 是 Lom] 的 一 个 全 排列 。 因 此 ,18.3.7) 和 
(18.3.8 ?分 别 是 | 
Eas Eas ci» Emban (18.3.10) 
TH 
Bpo afes "t6 Kel Aye (18.3.11) 

iF (18.3.6) 中 诸 元 两 两 不 同 , 故 (18.3.10) 中 庄 元 两 两 不 同 , B. 
(18.3.11) 中 诸 元 两 两 不 同 。 AE, mr (Luo. sm), --+, 
(m,n) ERT A A 的 一 个 截 态 ，(1, Bade 25 82r m Bn) 
也 是 4 的 一 个 截 态 . 由 (18.3.9) 知 ,这 蚁 个 截 态 中 没有 二 个 位 置 是 
公共 的 因此 , 当 8 遍历 G 中 元 时 ，(18.3.7) 产 生 拉 本 方 4 的 mw 个 

当 定 理 18.3.2 的 证 有 明 中 的 群 G 的 阶 是 奇数 时 ， 可 以 得 出 更 多 
的 结果 .为 此 ,需要 一 个 引 理 . 

引 理 18.3.2,， 设 G 是 一 个 奇数 阶 的 群 ， 那么 ，G 中 任 一 元 在 
中 都 有 唯一 的 平方 根 。 

TER. 设 # 是 G 的 任 一 元 。 由 于 & 的 阶 是 个 奇数 ， 可 设 为 
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3 一 1 令 放 mg。 TR 


a, # 是 8 的 平方 根 . 92! a E 的 任 一 个 平方 根 ， 那 么 ， 
=e, 从 而 P077 e gi — e, iX, e 是 群 G 的 单位 元 ， 由 于 
I OOM ae PP -— €. Att 
[ee DU xm gm om P. 
这 就 证 上 明了, e 的 平方 很 是 唯一 的 ， 证 毕 ， 
定理 1&.3.3， 如 果 G 是 一 个 奇数 阶 群 ， 则 的 敢 法 表 导 出 的 
拉丁 方 可 以 分 解 为 两 两 互 外 的 稚 态 . 
证 明 ， 设 G 的 阶 为 2m 一 1。， 不 和 失 一 般 ， 可 设 G 的 乘法 表 的 
表 头 行 和 表 头 列 上 的 元 依次 为 gis Esso Bama. 这 样 一 来 ,G 的 
FER RAE Mt LRA 
go £s ttt Sin. 
由 于 这 2m 一 1 个 数 的 平方 根 两 丽 互 看 ， 故 由 5] 38 18. 3.2 知 这 
m — 1 ^E EIE EL SS. 因此, 该 秉 法 表 所 产生 的 拉杆 方 有 一 个 
wigs: (1,1), 《2，2) (2m — 1, 2m 一 p. 再 出 定 现 
18.3.2 立 得 本 定理 的 绪论， 证 毕 . 
现在 用 截 态 来 刻 划 拉丁 方 具有 正 交 怕 这 一 H. 
EM 18.3.4, —PeobRTHARALSANRBREE 4 
ay LL ore AD m SRP RRR, 
EBH, We ARBRE (1, m] ERR PIER ETA. Y 
iQ 是 [1, m] DECOM, Bi 在 8 中 出 现 的 加 个 位 置 是 
(1,4), (2,92), “ots )， 在 也 中 出 现 的 六 个 位 置 是 (1， 
fi), (2, 4a), 《7 ha). FR BERETA BC hs hs coi te 是 
Li, m] BU—4- A HEP, Ao n. ts An 也 是 【1, m] 的 一 个 全 
排列 , 且 


hE ho hÆ hay ts Im Fae, (18.3.12) 
FH 4 AB ERE 
83s Bajs a 内 
p EN PEE 


* 3254 


ips Ua 3735 dma, 

{UNA RREH, MEE GOL. Cah). rs m jm) 
FA iP RAS, O, A) Cy a), cos (m, hn) 是 4 的 一 个 
dis. 且 此 二 截 态 互 外 .由 ive? 的 任意 性 便 得 条 件 的 必要 性 . 

BEW, BATANES m EIRA. DAAR 
态 为 T, Too. TQ, Min FEDA BH B = (4,) 是 
— SATE: by 一 上 SERS G, 7) 是 4 的 第 工 个 
Bas 7 的 一 个 位 置 ， 这 就 证 明了 条 件 的 充分 性 .证 毕 . 

由 此 定理 和 定理 18.3.3 立 得 

定理 18.3.5。 任 一 奇 阶 非 单位 群 的 对 法 表 导 出 的 拉丁 方 至 少 
有 一 个 正 交 但 ;因而 ,对 任 一 正 青 数 m > l, 一 定 存 在 一 对 功 阶 正 
交 拉丁 方 . 

证 明 ， 定 理 的 前 一 结论 是 直接 的 。 因为 剩余 类 环 Z, IMR 
Eh Br RD KA BER aie. VER. 

LEER TSP —+R THREES EMRE, TEM 


Vox Ate hr] A EEE IES (A. 
引 理 18.3.3, i 
AUB=il, m], ANB = h, 
, 18.3.13 
|4] 2H. 08310 
X 
Ew X3 x3 Xa X5 T ES] E41 
4 a A A B B B B (18.3.14) 
4 4 B B A A B 
4 B A B A B A B 


RAR mf oe HP IEE OA(mQ3) 的 诸 列 的 类 型 : (18.3.14) Ry 
第 一 列表 示 , 该 OAC, 3) 中 二 个 元 都 在 4 中 的 列 的 数目 是 ma; 第 
二 列表 示 , 该 OACm, 3) 中 头 两 个 元 在 4 中 市 第 三 个 元 在 中 的 
殉 的 数目 是 x,， 如 此 等 等 。 再 设 

4x, + Imk -~ 6%) «om, (18.3.15) 


那么 ,该 OACm, 3) 不 能 增加 一 行 而 得 出 一 个 正 交 表 OAC, 4), 
证 明 ， 因 为 (18.3.14) 表 示 一 个 OA (m, 3), HRA RTH 
j @ 
头 两 行 知 ,全 部 形 如 四 (a, a € 4) 的 列 都 属于 (18.3.14) 的 头 
[3 
AAT RRA 
a, + x= RY, (18.3.16) 
trta=#, Xj + x5 = KE. (18.3.17) 


E 
比较 (18.3.14) 的 横 线 下 的 第 一 ,三 两 行 知 ,全 部 形 如 ( 5 Je € A, 


bE B) 的 列 都 属于 (18.3.14) 的 第 三 和 四 列 所 代表 的 类 型 , 故 有 
xy tay = &(m — À). (18.3.18) 
类 似 地 ,又 有 
ts te S= klm — A), x; +r = kim — k) (18.3.19) 


b 
Poa 18.3.14 HOA T 938 — TAL. SB m ( 3c b € 


B) 的 列 都 属于 (18.3.14) 最 后 二 列 所 代表 的 类 型 , 故 有 
xbox = (m — RY’, (18.3.20) 
由 (18.3.16) 一 (18.3.20), 可 以 得 到 ro 5, ws RM ERE: 
Ky 
21) 
xy = m^ — imk + 3 一 Mh. f 
AC18.3.14) 8958 — A A CARER- PRAT A 中 元 :为 
Hit OBER AA, 其余 列 称 为 个 列 。 由 (18.3.21) 知 ， 
奇 列 的 总 个 数 为 
x, bon tox, tory = 4x, t imR — 6E. 
今 假定 在 形 如 (18.3.14) 的 OA(n,3) 中 能 添加 一 行 而 产生 一 个 
OA(m, 4), BBA, H1(18.3.15) A], SE PLA BUD T m are nf 
添 的 元 的 总 数 少 于 m， 因 此 必 有 E[l, m]， 使 得 此 w 在 新 添 的 
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行 币 处 于 下 表 中 的 位 置 : 


A A 8 B 

A B A B (18.3.22) 
B A A B 

u H tis H 


BPE 只 能 水 加 在 某 一 偶 列 之 下 ， 如 前 , 表 (18.3.22) 的 表 头 行 中 
庄 数 表 属 于 以 其 为 表 头 的 类 型 的 列 的 数目 ， 由 于 应 出 现 m 次 ， 
it | 

Pr Yi Os t ymm, (18.3.23) 
BE OA(m, 4) 的 第 一 行 和 第 四 行 , 因 ( 7) (ae 4) 型 的 列 的 


a 
TRE RK 


ht taS . » | (18.3.24) 
Vat w= he wt Re - (18.3.25) 

(18.3.24) K1( 18.3.25) rh Gx = fm, (8 
29, + ys + 95) = 3%, (18.3.26) 


因 214, 改 (18.2.26) 是 不 可 能 的 .这 就 证 明了 ,不 可 能 把 该 正 交 瘀 
OA(m,3) 增 匡 一 行 而 扩 为 一 个 正 交 表 OACm, 4). 证 毕 . 

以 十 是 一 些 重要 特例 ， 

X61, 在 引 理 18.3.3 rh, AR. = 4942, k= 20e d nx 
s, 则 引 理 的 结论 成 立 ， 

系 2， 在 引 理 18.3.3 dp, WẸ m= +l, k= 2k +1 E 

nbl (18.3.27) 

则 引 理 的 结论 成 立 ， 

HI, dxc5|88 15.3.3 rh, WE m — 4-1, =z +i 且 

£ 


<i ^ (18.3.28) 
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cp ROSH ie Raz. 

证 明 ， 由 (18.3.21) 知 , (18.3.28) PR IPH FE A ERE (18.3.27) 
成 立 ， 因 此 由 系 2 BOA 3, UE. 

AINA 3 的 结果 用 拉丁 方 的 正 交 但 的 语言 转述 出 来 ,就 可 
得 到 基 些 拉丁 方 的 正 交 个 不 存在 性 的 定 娃 . 

定理 18.3.6, 

(1) 设计 是 一 个 u 十 2 阶 拉丁 方 , 它 有 一 个 21 十 1 阶 子 方 ， 
其 中 除了 最 多 :个 位 置 以 外 ， 其 余 位 置 上 的 相 异 元 素 的 个 数 为 
2: -- 1, BAM BA ESE 

(2) 设 交 是 一 个 4 十 上 阶 拉 丁 方 , 它 有 一 个 u 阶 子 方 ,其 中 


除了 最 多 S| 个 位 置 以 外 ， 其 余 位 置 上 的 相 异 元 素 的 个 数 为 


2:4, HA, NA ERIB. 

证 明 ，(1) 由 引 理 17.3.1 可 设 

M, * 
M= ( . a (18.3.29) 

HH, Mi 是 一 个 21 十 1 阶 子 阵 , 它 最 多 上 个 位 置 上 的 元 属于 [1， 
2:--1], $ 4-—[1,2:-2-1], B—[2:--2, 4+2] 4 
【18.3,29) 所 产生 的 3 行 4-2 阶 正 交 表 OAC + 2.3) YER 
(18.3.14) 的 形状 时 ,有 x m. Ae, ERAS E BVA). 

(2) 由 引 理 17.3.1 可 设 


N C *) (18.3.39) 
* ND UU 


其 中 , Ni 是 一 个 24 阶 于 阵 ， 它 最 多 |] 个 位 置 上 的 元 属于 


[1, 22 - 1], 4 4 一 [1, 2¢4 1], B= [2r 42, 441), tH 
【18.3.30) 所 产生 的 3 行 422-1 MEZE OA +1,3) SER 


《18.3.14) 的 形状 时 ,有 hd 因此 , HA 3 BRAS C2), ue. 


34 46772 — 10, Bl r— 2 tf, Ostrowski 和 van Duren $Ë 
井 于 计算 机 找到 了 一 对 10 阶 正 交 拉丁 方 


”了 28， 


6 £23 41 .156 7 8 9 
34012479 86 5 
4 3 1204|97625 8 
1240%7)8 539 6 
2037 5)6 8 9 41] (18.431) 
5 7 69 8|3 4 12 0 
8 97 56/1 203 4 
65984143207 
98 563/014 7 2 
756884912051 3 
Al 
(0 1923 8465 7 
67 89 5 2 3 10 4 
9 37246 5 8 21 0 
38254 79 06 1 
14507 3629 8 2 
(18.3.32) 
256 19 4087 3 
40138 6 279 5 
5 6 48 0 17 3 2 9 
8 2071 9 5 436 
‘7 9 36 2 0 15 4 8 


ETH (18.3.31) RE BOHR, SRE PLE ER 
数 ( 粗 体 老 ) 以 外 ， 其 他 位 置 上 的 数组 成 一 个 5 T. 注意 到 此 时 
r= 2, 改 这 对 10 阶 正 交 拉丁 方 说 明了 , 哪 伯 把 定理 18.3.6 (1). 的 
条 件 “除了 最 多 :个 位 置 以 外 ”中 的 : 增加 1, 那里 的 结论 就 不 青 
保证 成 立 ， 在 这 一 意义 下 , 定理 18.3.6 (1) 是 最 好 的 。 


$18.4. 正 交 拉丁 方 的 构造 


先 介 绍 构 造 正 交 拉 丁 方 的 一 个 递归 方法 ， 


. 33 了 0。 


定理 18.4.1. 如果 As Aa, +>, A dE 5 ERE RET 2j 
组 ,下 Ei, Bo +++, BL fas hm AE eh T 2728 Ma 
AX B, AX By, +++, Au B, (18.4.1) 
Es 个 im 阶 的 正 交 拉丁 方 组 ,这 里 
(aus by)+--Caus bus) "Cas bu): cras Pim) 


| Cap, b.) . “Cau, bos) (an ba): Cait, bam) 
A * B = doc 8 BÀ og o. 9 RÀ OR Roy 98 2 ee NOS F3 A5 3 8 T À 3o a RARO A > 
| Cans buyer (an, bs) Cait, bude Can, | 


Moo moa mw om m hon ah omm om m Ra ommo omg RA Ro. a m a rama tcr 


(2n; ba) * ‘Cans 而 oo 了 ` "(as b): , ‘Can, bam) 


ap ttt ay bytes Bin 
一 1 ...,.. p Bebe . 
ntt dg l Bayt “Emm 


证 明 . 设 {4:(1 Siae) 是 集 [1 EEST 5, 
[BRO S:S A5 [1, m] 上 的 正 交 拉丁 方 组 .因为 4, B; 
的 任 一 行 ( 列 J 上 的 诸 二 维 各 最, 要么 第 一 分 量 不 同 , 要 么 第 二 分 量 
不 同 , PRL, {4:"% BCL Sis} 是 集 {lx, l lsrs; 
I«ysm) 上 的 拉丁 方 组 ， 

设 A; = (a2), Bo (BP), Vei. 下面 来 证 朋 ， 当 
^ BL, AB; 和 Ap B, TER. BARRA P. gs t vs fs 
Eo ts ACL Sf, g. fh. mom; bs. v. wm), fy 

(Cog, 022), (a2, B2) 


pur 


= (fang, bet), Care, b45,)). (18.4.2) 
从 而 
af) 一 4/2, (18.4.3) 
b = bes (18.4.4) 
ai? ag, (18.4.5) 
b b (18.4.6) 
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FA OA, JA 4, TE ed Be (18.4.3) 18.4.5) (f g) = ee ds 出 
B: Al Bj 正 交 以 及 {18.4.4) 和 (18.4.6) 得 (u, v) = (0. 0). AR 
Aki. (4. B1) 45 Cah, BIO REB) D Ask B 中 同一 位 置 
Buc. BUD. A» B,  A;* Bi 正 交 ,证 毕 。 

FEASA TRY -+RARIMER HE se 
构造 方法 ， 在 517.3 中 已 经 指出 ,利用 Singer 定理 可 以 构造 出 阶 
为 一 个 素数 寡 的 有 限 壬 影 平 面 ， 从 而 可 以 构造 出 阶 为 一 个 素数 知 
的 正 交 拉丁 方 的 完备 组 ， 但 是 ,这 里 的 方法 更 为 直接 一 些 ， 

定理 18.4.2， 设 m= 56 3, 这 里 ?是 一 个 索 数 ,。 是 个 正 
整数 ， 那 么 ,存在 阶 正 充 拉杆 方 完备 组 ,其 构造 方法 在 下 面 的 证 


朋 中 给 出 . 
证 明 . i GF(P) 是 阶 为 r 的 一 个 有 限 域 ,其 元 素 为 
8p — O, a = 1, m, ttt, a4 
今 构造 m— 1 he Pe AD E m — Dm: 
4i (aU) (0i 7 Sm—1), (18.4.7) 
其 中 ， 
aj) — aja; + a, (18.4.8) 


Lp gË 一 aV, BD ap; + aj = ajay tay, Man a m= o4. dA 
b. BREW, 4i 的 同一 列 中 无 二 元 相同 。 类 位 地 ,4 的 同一 
行 中 出 无 三 元 相同 。 这 就 证 明了 ASLE l) 都 是 拉丁 
m. 

今 著 察 任 二 4 和 AQ SR 5) PIER. 如 果 存 在 i jtor 
fr 0i, 1, u eSm—1, (eR 


(ai, ay (a, aD E 


BH 
ajdi d a; = dig, ays 
jd; + a; = aya, Y fps 
则 
iu. jt 


这 就 证 明了 iie] 4; 正 交 , 从 而 (ill sd m — 1: em BE 
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变 拉 丁 方 完备 组 。 证 毕 . 

Hi(18.4.8) A, A 实际 上 是 有 限 域 GF(p") WEIMER, 
该 表 的 名 迪 行 为 de. m. di. ctii 8526 这 就 是 4: 的 第 一 行 ; 该 
FMS AL $ dos Gp m. anu. cic. Gamas 这 就 是 4 的 第 一 
50. 


下 面 看 一 个 具体 的 例子 ， 

例 18.4.1， 应 用 定理 18.4.2 中 的 方法 构造 5 阶 正 变 拉 丁 方 完 
备 组 . 

MR. 设 mr 一 5， 此 时 可 取 GF(5)—Z,, Mik 

a=0, a, — l1, ama, 947 4, a 2. 

于 是 AKA e ERA) 的 第 一 行为 0 1, 3, 4.25 ALS PE DOS 
0,1,3,4, 2; 4 8988 FEA 0, 3, 4, 2, 1; 4 的 第 一 询 为 0, 4, 
2,1, 33 A, R25 — 94029 0,2, 1, 3, 4， 利 用 GFG) Hania eI 
得 


0 1 3 4 2 Go dj dj d de 
12480 3 a1 a d d) d; | 
4,=13 4 1 2 0|-7]lsG4 sm m & dej 
40 2 3 | dy dà @ d) di 
2 30 1 4 @ dj dy dy d. 
iQ 1 3 4 2 \ gg GG) d; ds dw 
3 4 1 2 6 d; dy i d «| 
| D 2 3 jJ Hs dg dy dy i, 
2 3 0 1 4 ay H3 dg d as 
1 2 40 3) d, dy 3 dg Gp 
(18.4.9) 
i 1 3 4 2| jd. dj Gy di M 
4 0 2 3 1 | | Hs p dà da di | 
4.—|2 3 0 1 4 | As Ha Ho dy dil. 
1 2 4 A 3 | Hy d. i dà aaj 
ls 4 1 2 0 j 8j Gà di d. ug 
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‘oO L 3 4 2 Pup dy 
2 3 6 | 4 ay dj 
4.711 2 4 0 3|—|a 4 
3 4 1 2 Q0 83 di 
40 2 3 1 a; a 


‘THAR [0,4] 上 的 一 个 5 阶 正 交 拉丁 方 完备 组 ， 


ay 
fo 
ay 
ay 


ay 


LE 
a 
ay 
84 


8; 


ay 


解 毕 . 


9$/184.2, 应 用 定理 18.4.2 中 的 方法 构造 一 个 4 阶 正 交 拉 了 


方 完 备 组 ， 


解 . omer, DN e ta tl 是 GF(?2) 上 的 一 个 本 原 多 


项 式 , 故 可 取 


GF(2?) = (a = 0, a4. 1, 247 6, a4 7 1 -F a), 
其 中 a 是 GF(27) 的 原 根 , 且 e =a +1, muris GF(2) 的 


Jn SR RUE TA SR Y BUS 


+ do 4 @ d 


4d di Gp di ay (18.4.10) 
3 d; H3 do ay 
Bi Hs i d dg 
和 
ay ay ay PE 
a dg do da to 
alas Mm d; d (18.4.11) 
H2 Gg G3 @ d, 
aa do Ha ay 83 
这 样 一 来 ， 按 定理 18.4.2 中 的 方法 由 (18.4.11) 和 (18.4.10) 可 以 构 
造 出 . 
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2 (18.4.12) 


. a @ dea UU, 
do dn 4, HRE CEQ?) 上 的 一 个 4 阶 正 交 拉丁 方 完备 组 。 解 
毕 . 

值得 提出 的 是 ,对 于 定理 18.4.2 的 证 明 中 所 构造 的 庄 CL 
i<im—1), 车 4 中 的 一 行 和 4; 中 的 一 行 的 首 元 相同 , 则 这 二 
行 全 同 ， 因 此 ,对 每 一 1, 4 的 诸 行 仅 只 是 A 的 诸 行 的 一 个 换 序 。 
这 一 点 在 (18.4.9} 和 {18.4.12) 中 已 清楚 地 体现 出 来 。 了 和 解 它 会 在 
具体 构造 过 程 中 节省 重复 运算 , 带 来 方便 . 

例 18.4.3、 构 造 一 对 12 阶 正 交 拉丁 方 ， 

8. EU 


12 3 1 2 
En 2 3 1 + A, = 3 H 
\3 1 2 2 3 


是 一 对 3 阶 正 交 拉丁 方 . Mi (184.12) a 


w ha e © 
Hl wu S me 
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0 12 8 

239 1 
E, = 

3 2 1 9 

1932 


是 一 对 4 阶 正 交 拉 丁 方 ， 应 用 定理 18.4.1 PEDE, 01834 
12 阶 的 正 交 拉丁 方 Ak B, Al EP: By; 

dk B, = 

(1,0) 0,1) (1,2) (1,3) (2,0) (2,1) 02,2) (2,3) (39) (3,0) G,2) (3,3) 
(0,1) C10) (1,32 (1,2) (2,15 (2,0) (2,32 (2,23 (3,12 (3,0) (2,3) (3,2)} 
(1,2) 0,3) (1,9) 0,0 (242) 0,3) (250) (231) (3,2) 0,3) GM (3,1) 
(1.3) 0,22 051 0,9) (253) (52) C231) (40) (3,3) (52) (51) (350) 
(2,0) (2,1) (2,29 (2,3) (3.0) (3,1) (3,2) (343) (1,0) (1,1) (0,2) (1,3) 

2,1) (2,0) (2,3) 2,2) (3,1) (3,0) (3,3) (3,2) (1,1) (1,0) (1,3) (1,2) 

(2,2) 0,3) (2,09 0,0) (3,2) 3.3) 0.0) (3,1) 0,22 (53 0,0) GDP" 
(2,3) (2,2) 2,1) (2,0) 93,3) (3,2) (3,1) (3,9) C1,3) (1.2) (5,1) (1,0) 
(3,0) (3,1) (5,2) 0,3) (1,0) 0,0) (1,2) (153) (2,00 (251) 0,22 (2,3) 
(3,03 (3,02 (3,22 (3,2) (1,19 (1,0) (1.32 (1,2) (2,1) (2,00 (2,32 (2,2) 
Q,2) (3,3) 3,0) (3,19 (1,2) (0,3) 0,9) (1,0 0252) (2,3) (2,0) (2.4) 
(3,3) (3,2) (351) (50) (1,3) (5,2) Chat) (1,0) (2,3) (2,2) (2,1) (2,0) 
ER S MES 

1,0) 0,0) 0,2) 0,22 (250) (2,1) 052) (258) 0,0) (3:1) 3:2) 3,3), 
(242) 153) 0,00 (0,0 (242) (53) (250) (252) (3,2) (4,3) (3:0) (DI 
(1,3) C12) (1,1) 0,9) (258) (252) (251) (20) (3,3) (3,2) G1) G09} 
0,0) 0,9) (53) 0,2) 0,1) (2,0) 0,3) (3,2) (3,1) (3,0) (3,3) (3,2); 
(3,9) (3,1) (3,2) (3,3) (1,9) 0,0) (52) 1,3) (2,0) (2,0) 252) (2,3) 
(3,2) 3,3) (330) G,1) 01,2) 0,3) (1,0) (1,1) (2,2) (2,3) (2,0) (2,1) 
C343) 8,2) CL (5,9) 01,3) 0,2) CL) C150) (253) (242) Q.D) Q0 
(11) G,0) (313) (5,2) 0,0 (0,0) (5,3) 01,2) (2,1) (2,0) (2,3) (2,2) 
0,0) 2,0 0,2) 0,3) 8,0) 8,0 0,2) G,3) (1,0) (1,0 (0,22 C1,3) 
(2,2) €2,35 (2,0) (2,1) (5,2) 63,3) (3,00 (3,13 (1,2) (1,32 1,09 (1,15 
(253) 0,2) 0,1) 0,9) (3,3) (342) (,1) 0,0) (193) (0,2) (41) (0,0) 
(2,1) (2,0) (2,3) (2,2) (3,1) 3,0) (3,3) (3,2) (1,1) (1,0) (1,3) (1,2 


mu. 
结合 定理 18.4.1 和 定理 18.4.2, 有 
定理 18.4.3, i7 
m = PUP PE, PP cp 
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EIE expe RED AR. Nem) RORIS UHT Urt 
RARETAT. BBA, 
Mim) zz min. (n — 1) = Nim), (18.4.13) 


m B, E E ER 18.4.1 和 和 » 4.2 的 方法 可 得 构造 这 NC) 个 正 交 
拉丁 方 的 方法 ， 

证 明 . BOXER 18.4.2 的 方法 可 构造 出 (至少) Nom) 个 商 两 
Len es 阶 拉丁 方 。 按 定理 18.4.1 的 方法 可 梅 造 出 《至 少 ) 
Nim) 个 两 两 正 交 的 和 = 阶 拉丁 方 ， 证 毕 . 

因为 

mis — 01 


—1,€&no2BHe.e-1l, 
22. 其他， (18.4.14) 
AUR 
JA. Him 2 (mod4]， 则 至 少 存 在 一 对 天 前 正 交 拉丁 方 。 
这 里 自然 产生 一 个 问题 ， 当 m 9» 2 (mods) H, EREHE 
一 对 芭 阶 正 交 拉丁 方 ? 
$ 17.3 rni ESSE, 不 存在 一 对 2G ERT S. Euler”) d 
经 蒲 想 ， 上 述 问 题 的 答案 是 否定 的 ， 即 不 存在 一 对 w 阶 正 交 拉 丁 
di. dn m == 2 (mod4), 1922 年 MacNeish™ igi — 1-38 fü: 
(18.4.13) 中 等 式 恒 成 立 , 这 比 Euler 猜想 强 得 多 。1900 年 Tarry” 
证 明了 Euler 猜想 对 m= 6 为 真 。 但 是 ,直到 1960 BA RIF 
un 问题 , 得 到 了 一 个 大 大 出 平 Euler 意料 的 结果 : GE m> 
6, Rifete xm NIE SERT S. 有 关 这 一 结果 的 证 明 特 在 8 18.6 
中 进行 ， 
Fi ose 12: + 10 阶 的 一 对 正 交 拉丁 方 , 从 而 证 明 
NOZ 10) z 2, (18.4.15) 
先 证 朋 一 个 较 一 般 的 结果 ， 1 
E 18.4.4。 如 果 N(m) 2, WY 
N(3m + 1) 2 2, (18.4.16) 
mA, B—Mte Pe AM RRM 3m 十 1 阶 拉丁 方 
的 方 法 将 在 定理 的 证 明 中 给 出 ， 


二 3 


证 明 . O82, ERIM OTRAS RR EROR 
AMIE fa: (nod 2m +1) 计 值 的 ， 作 向 量 
d; = (i, Py ct > 1) (mod(2m + 1)), 


说 个 
bei tH l, £2, 6, d£ m) (mod(2m + 1)), (184.17) 
ce; m (i-d,:—2, +++, i — m) (mod(2m 4+ 1)), 
(0 « i € 2m), 
再 作 这 些 向 量 之 闻 的 差 ， 
di = a; — bj 
= (2m, 2m — l,:**, m+ 1) (mod 2m + 1), 
d= bi — a; 
= (1, 2, +, m) (mod 2m +1), 


i 


d; = a; — ¢; 
(0 (, 2, c, m) (mod 2m + 1), 
d, = c; — fi 
= (2m, 2m— l, ---*,m + 1) ( mod 2m + 1), 
d, — b; — vj 
ER (2, 4, «++, 2m) (mod 2m + 1), 
d; == c; — b, . 
= (2m — Il, 2m — 3, ---, 1) (mod 2m + 1), 
HE PULLI, 4 Rl AL MARE SAR Im 十 1 的 一 
SSCS IMR Fe. BICIS A47 )RTELBE HIS m(2m + 1) 维 向 最; 
A= {a as cy Gm); 
B= (bo, by ttt, 5), (18.4.18) 
C == (Cos Ers "tt, Cam), 
Xx HB EA SRS ERRE mw， bn o EA, B, C 中 的 作用 。 
又 作 一 个 mm + 1) 维 向 量 


EP = Cay, ty Kms Yis t9 Ims 1t, fis 775 Xm). 
2m + 1 组 
(18.4.19) 
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4H B (18.4.18) Al (18.419 可 以 构造 出 一 个 4X hm 2m +1) 
的 矩阵 


A mk 
(* à ou 
à xA 
t o X 


X c B A 
容易 看 出 ,了 的 人 尾 二 行 都 怡 合 下 列 三 个 子 阵 之 一 : 
A B A c B C 
| , a) (c 4) (e » 
WHEREIN BR u, (Ou, v 2m, u £v (mod2m + 
1)), 今 考虑 (”) 在 DD 的 任 二 列 中 出 现 的 次 数 。 记 


e " u — s(mod Im +1), Ost e 2m, 
则 e 2€ O(mod 2m 十 1)， 从 而 对 任 一 固定 的 CL « P 3), e tà 
是 向 量 4; 504; 之 一 的 一 个 分 景 . 47 io 3 的 销 形 ， mE 
4 的 一 个 分 量 , 则 
e= (itg) (i 4) — g A (mod 2m +1), | 
这 里 i 十 8 是 如 的 一 个 分 量 ，i A Be DANE GXH A 
Bl —g(mod 2m 十 1)， 没 有 直接 写成 -r 的 原因 是 为 了 一 般 柱 ， 
便于 理解 以 下 几 处 ”类似 ” 情 形 .) 而 且 ,# 84 re, Re Ae "E 
一 确定 。 由 
i 二 hv (mod 2m + 1) 


唯一 地 确定 imod 2m 十 D)， 这 就 是 说 , (“) a (7 ) 中 怡 好 出 
mie, (0) 中 不 出 现 ， 故 在 (P Ceterum -is. 类 
WU, IR e 是 省 的 一 个 分 量 , 则 {“ ) 在 (7) 中 恰好 出 现 一 次 ， 
& (^) 中 不 出 现 , 故 在 (““) 中 恰好 出 现 一 次 。 对 im 1 的 情 
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ae sgoeshesre ("me (1^) saecu. xri 2 的 


s ( )u (29) 中 出 现 一 次 。 mmm sus 


te (mod2m + 1) Ht, (^) ft D RSTE — fr EIAM. 


对 任意 (1 <i<m), IE ABIRE, Pitm, itm, 

t. Bit (2m)m 个 位 置 上 的 分 量 依 次 基 
0, 1, 2,:--, 2m, 
组 成 mod(2m +1) 的 一 个 完全 剩余 系 ; 人 向 量 电 的 第 7,58 f+ at, 
第 Pim, co, 第 i 十 (2m)m 个 位 置 上 的 分 量 焦 次 是 
1 十 1 十 2 十 2m，， 
也 组 成 mod(2m 十 1) 的 一 个 完全 剩余 系 ; 向 量 C 的 第 7, 第 了 十 
m, Z Pim, o, [WB i (2m)m 个 位 置 上 的 分 量 依次 是 
—ts—-G— 1), —G— 2), (i 2m), 

仍 组 成 mod(2m +1) 的 一 个 完全 剩余 系 ， 因此， 对 任意 给 定 的 


" 和 (0 <u < ams iS DELIO) 在 
(7 ni (> 2) " ^) (18.4.20) 


的 任 一 中 恰好 出 现 一 次 .因为 的 任 二 行 恰 合 (18.4.20) 列 出 的 三 
ATHE — i (7) m (7) 在 P 中 任 二 行 愉 出 现 一 次 . 

因为 存在 一 对 台阶 正 交 拉 也 方 , 故 在 集 Grossen) EA 
4 行 m 阶 正 交 表 OACm，4)。 记 该 家 的 盾 降 为 了， 那么 ， 对 任意 
iiti <m), (7) 在 E 的 任 二 行 中 恰好 出 现 一 次 


i 
i 


id 
0 1 2 + 2m 
0 1 2 - 2m 
Flo :12 - 2m 
0 1 2 * 2m 
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那么 ,对 任意 图 定 的 (0i «20. (7) 在 F 的 任 二 行 中 恰好 


出 现 一 次 ， 
结合 上 面 所 证 ,在 写成 分 块 形式 
Gi = (FDE) (mod(2m + 1)) 
WEG h, AT Gm + 1) 元 集 (0, 1, 2,7 2m, xum rm} 
AEST wo (7) 都 在 G 的 任 二 行 中 恰好 出 现 一 次 ， 这 就 
tilt, GE—-THMAAN Gm +1) HERR., 由 此 记 交 表 就 能 构 
造 出 一 对 3m 十 1 阶 正 交 拉丁 方 ， 证 毕 . 
无 论 由 定理 18.3.5 或 由 定理 18.4.2, 8D 4] N (4: 十 3) 22 2, 由 
此 和 定理 18.4.4 立 得 一 个 重要 的 推论 . 
系 ， 存 在 一 对 12 10 阶 的 正 交 拉丁 方 , 即 
mwfl2r 十 10) > 2, 


§ 18.5 N(m) 


对 任意 的 m, 求 NOH) 的 计 值 公式 的 问题 迄今 远 未 解决 。 本 
节 讨 论 有 关 Mm) 的 一 些 重 要 不 等 式 ,它们 的 用 途 在 下 市 即 可 窗 
风 一 伍 ， 建立 这 些 不 等 式 的 方法 是 构造 性 的 ,天 ,如 果 下 面 证 明了 
不 等 式 Vim) 之 c， 那 入， 按照 那里 的 方法 实际 上 就 能 构造 出 < 
个 两 两 正 交 的 拉丁 方 . 

这 里 需要 $ 11.6 中 引入 的 按 对 灶 衡 设计 的 概念 ， 设 us 是 一 
个 接 对 平衡 设计 

PEOCUA, kas e) Ai v). (18.5.1) 
EAR AS 总 个 元 素 的 区 组 的 个 数 为 占 , 则 有 


1 
>) 4: = 8, 
i=1 


Av(v — 1) = > b:4;(& — 1). 
t=] 


“Hte 


包含 总 个 元 素 的 这 A READ AN RR RS RU RS i i 个 等 势 联 组 . 
如 果 有 车 十 个 等 势 联 组 ， 它 们 所 包含 的 任 二 区 组 都 没有 公共 的 元 
Ko MEA BS RG Br UTR NR ko eid 
KHR — PP ANF C 18.5. D 30025 
PBD(l(QG, cci A. ttt e AS»). 
在 N(m) 的 下 界 的 研究 中 ，BIB{e3 (Ai e. kh o A DE 
着 重要 的 作用 . 
下 面 的 定理 对 后 面 的 研究 有 着 基本 的 重要 意义 ， 
EA 185.1. 如 果 存 在 一 个 按 对 平衡 设计 
PBD (As 77 keds os key L; v), (18.5.2) 
则 
N(») & mia( N(£) ,* -- , NCA), 
NGA) — 1, 7, NOS) — 1). (18.5.3) 
WEBB. i2(18.5.3)48 5 BUB RAM < 一 2， 那 么 ,对 每 一 
(lise), MEE c ti & MESH OAC, e). 3d 
4, = OAA, Q Cl Sige), 
对 每 一 j(ec doma). MEE etl WEEK OAK, 
e+ 1). id 
Dj = OAC, c 1) (Cet m PR E). 
对 每 一 Di， 把 Di 的 第 一 行 的 & HP 13RXEPUMA EE SE E 3E 6 7 hr 
E. 然后 对 第 4 行 (25 Acc 0D hI 1,2, «e, 5 PRE 
一 置换 (这 等 价 于 引 理 17.3.1 中 的 变换 (1) 或 (2))， 使 得 该 行 的 
5k Ai PCR UE 1, 2,…', 和 外 经 这 些 变换 后 所 得 的 正 交 表 形 成 
的 和 矩阵 可 以 写成 下 面 的 分 块 形状 : 


0 loce L; Hi 
Lo2- kl —— 
1 2 ay 

Ri Fl 
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其 中 Ap R—^ c x (k — ASB, IEAM DL GEB 
Be Ae c leni ena) WO -TERER: 对 任 给 二 数 as w (s 


“ow Sh), A ELAR (8). 这 样 一 米 。 对 任 一 


a sii), 都 确定 了 一 个 4i. 
io FCS 上 的 按 对 平衡 设计 (18,5.2) 的 上 个 区 组 是 及， B;， 
eo. B, WR B; 有 Ka 个 元 素 , 那 么 反 4 中 的 1,2,--*, ka IY 
换 为 B, 中 的 必 个 元 素 , 从 而 得 出 一 个 相应 的 正 交 表 或 矩阵 Fi;. 设 
s 是 基 集 5 的 元 ， 但 不 在 净 族 的 任 一 区 组 中 . Hp s 可 以 组 成 一 个 
c 维 列 向 量 , 它 的 每 一 个 分 量 都 是 *， 记 所 有 可 能 的 这 样 的 列 向 量 
所 组 成 的 e FB E. 于 是 ， 可 以 构 造 出 一 个 阵列 (或 第 阵 ); 
C = (FF, FE), (18.5.5) 


DERS 的 元 素 对 (”) 存 C 的 任 二 不 同行 (例如 第 ， A 


z 行 ) 中 出 现 的 情况 .首先 讨论 # 去 v 的 情形 .由 于 元 素 对 (#,?) 
恰 在 (18.5.2) 的 一 个 区 组 { 记 为 B,, H3 B] =k) RER, d 


人 ) 在 Fi 的 第 Y 行 和 第 * 行 中 恰 出 现 一 次 ,而 不 在 其 它 F 的 第 > 
行 和 第 < 行 中 出 吏 ， 自 然 也 不 在 的 第 Y 行 和 第 < 行 中 出 现 ， 所 
Dh, (^) 在 c 的 第 > 行 和 第 < 行 中 恰 出 现 一 次 ,其 次 计 论 一 。 
的 情形 ， 如 果 * 在 《18.5.2) ATE RAGE Bs. Hit 
LBi m Ae) 中 , 则 (77) 在 Fi 的 第 Y 行 和 第 z 行 恰 出 现 一 次 ,而 


林 在 净化 的 共 它 区 组 所 对 应 的 了 的 第 ? 行 和 第 = 行 中 出 现 ， 自 然 
也 不 在 互 的 第 》 行 和 第 z 行 中 出 现 . 如 果 * AE (18.5.2) RR 


的 任 一 区 组 中 , 则 (”) 不 出 现在 任 一 ;的 第 y 行 和 第 z 行 而 
入 在 的 第 y 行 和 第 < 行 中 出 现 一 次 ， 这 就 证 明了 ,至 少 存在 一 
2 个 两 两 正 交 的 。 阶 拉丁 方 , 即 

No 守 + 一 2，, 


这 就 是 (18.5.3), EE, 
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特别 地 ,在 (18.5.2) 中 令 : 一 1, 得 
3. WREST Su; PBD(O1:S), T 
N(u) ze NCR) — 1, (18.5.6) 
例如 ， 由 4 阶 射影 平面 的 存在 性 可 得 按 对 平衡 设计 PBD(5; 
1; 21) FRE, IE 
N(21) > N(5) —1— 3, 
这 是 证 明 MacNeish 猜想 不 成 立 的 第 一 个 例子 . 
由 按 对 平衡 设计 PBD (l;o) 的 存在 性 还 可 推出 其 它 一 些 
BER. 
为 方便 计 , 对 没有 实际 意义 的 NCO) 和 NOD, RPE 
N(0) = N(1) = o. 
定理 18.5.2. 旭 果 存在 按 对 平衡 设计 PBDG: 1; 9), Wi 
N(r — 1) > min(N(& — 1),NCA) — 1), — (18.5.7) 
4 2x Sk LA 
N(v — x) > min(N(& — x), N(& —1) — 1, 
N(&)—1). | (18.5.8) 
证 明 . 设 g 是 一 个 PBD(bil;e), MBB ZA 的 一 个 区 组 ， 
从 2 的 所 有 区 组 中 删 去 8B 的 一 个 元 素 : 就 得 到 一 个 PRD- 
1), kj; le) m BNG] 以 及 同 其 无 公共 元 素 的 其 它 新 区 组 组 成 
该 PBD(((£— 1), k}; 1; v 一 1) tE. 于是， 由 定理 
18.5.1, 3748 (18.5.7). 
从 2c DARA TRE B BS x SCH (2 x XA) a, A, 
… 5+ 就 得 到 一 个 设计 
PBD(((& — x), 4—1, 433 l; v — x), 

而 (BN, ru ah BEATS EM RARAR &—1 
个 元 ,要 么 有 于 个 元 。 于 是 ， 由 定理 18.5.1 (18.5.8), WE, 
定理 18.5.3. 如 果 存 在 按 对 平衡 设计 PBD(G 15 2): 则 
N(» — 3) z min(N(£ —2),N(& — 1) — 1,N(&) — 1),(18.5.9) 

证 明 . i 6 是 ”元 集 S 上 的 一 个 PBD(R;U; s). Bi 和 和 BUE 
28 的 两 个 区 和 组 ， 今 愉 5 和 se 的 所 有 区 组 中 删 去 B. HAT 
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s Ma, ARE B: 中 而 不 在 E, 中 的 另 一 元 素 s 那么 就 得 到 一 个 
设计 


PBD(((£ —2), 4 — 1, E); 15» — 3), — (18.5.10) 
MAA @ 中 分 别 包含 45; ah o sh t 5} 的 三 个 区 组 所 产 
E AX AE (18.5.10) 86 — T EHE, KEPPRA &— 2 
个 元 .因此 ,由 定理 18.5.1 便 得 (18.5.9)， 证 毕 . 

例如 ,由 定理 18.5.1 的 系 之 后 提 到 的 PBD(5; 1; 21) 的 存在 

性 和 定理 18.5.3, 得 
N(18) Ze mio(N(3), N(4) —1, N(5) — 1) 
= min(2, 2, 3) = 2, 
这 就 是 说 ,存在 一 对 18 ESET Am 18 = 2(mod4), 

如 果 PBD(4; l; v) 存在 且 具 有 可 分 解 性 或 可 分 组 性 (参见 
$11.1 和 $11.8》 等 其 他 性 质 ,那么 达 可 羽 由 定理 18.5.1 得 出 更 多 
的 有 关 N) 的 不 等 式 . 

定理 18.5.4.。 如 果 存 在 一 个 可 分 解 的 PBD(AS1; v), 其 联 组 
(ET; CAR BO PROS r, M 

N(» + x)z min(N(x), NOR) — 1, N(R F1)—]1) 


(ls. r~ 2}, (18.5.11) 

Nlo +r — 1) min(N(r — 1), NG), NG -- 1) — 15, 
(18.5.12) 
No t r) Ze mia(N(r), NCR + 12) — 1). (18.5.13) 


证 明 . 设 bmp, Hom BADD PBDI; l;e). 
*p BUS PR DNS — PRR PAR RP 
y)， 且 对 @ 添加 一 个 新 区 组 {34 22, cci md. 这 样 得 到 一 个 
ERIA g. 以 下 分 几 种 情形 考 碟 、 

mR y= r W z. 是 一 个 PBDK(), A+ 115 1; v)， Re 
SEPA im za. coo. mn) 组 成 。 于 是 ,由 定理 185.1 得 
(18.5.13), 

如 果 ?一 > 一 1 Wl æ Ei PBD(ICr —1,4),4 +I}; 
livtr—l), BRAK {zs ms cta Seat 和 第 ”个 联 
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给 中 的 诺 区 组 组 成 。 于 是 ,上 由 定理 18.5.1 得 (18.5.12). 

dnm oleysr—2,8] 6 Ei PBDE OD, k & + 1865 
liec oy). SRG fe, +s, zt 组 成 。 于 是 。 由 定 
fH 18.5.1 得 (18.5.11)， 证 毕 ， 

下 而 的 定理 揭示 了 N(m) 的 值 和 可 分 解 的 可 分 组 设计 
GD(o;i&,m; 0,1) 的 联系 ， ”元 集 3 上 的 一 个 可 分 组 设计 g 
训 微 是 一 个 GD(v:i&,ms; Wd WE) 5 的 > 个 元 可 以 分 成 若 
THe S30, (2) s) 中 的 每 一 区 组 都 含 & 个 元 ,，(3) 同一 
组 中 的 二 个 相 异 元 在 2 的 诸 区 组 中 一 道 共 出 现 ak, AIA 
二 个 元 在 S8 的 诺 区 组 中 一 道 共 出 现 为 次 . 

定理 18.5.5。 如 果 ASN) 十 1， 则 存在 一 个 可 分 解 的 可 
分 组 设计 GD(Em; k, m; 0, 1), 

WER. 因 SNe) +1, MRE RHI FH HERR 
OACm, k +1). HEAR (1, m] 上 的 这 样 一 个 正 交 表 。 不 失 一 
般 , 可 设 4 的 最 后 一 行为 


1:10 292 i i 


一 .一 一 一 二 — 
mA m^ m^ 
从 而 4 可 以 写成 如 下 的 分 块 形式 
"an UR L. NAM (18.5.14) 


在 (18.5.14) 中 , 删 去 最 后 一 行 , 且 把 第 i 行 (1 iSO 的 元 i 换 
为 (i, 四， 这 样 得 到 一 个 新 阵列 , 记 为 


A 4) c AL. (18.5.15) 
这 样 一 来 ,阵列 C18.5.15) 中 的 元 素 为 
(6,1) (1 imm Ib xm m), (18.5.16) 


gi am 7S, id (18.5.15) 的 第 直列 的 诸 元 所 组 成 的 集 为 B;， 且 由 
Ba, Ba tto Bm HARA es. (18.5.16) 巾 全 部 元 素 可 以 分 
成 & 组 :每 组 到 个 元 

S= {G HL «ism bpei«k o — 185.7) 
TE, BAPAC ARERR RRA B, 之 中 , 且 每 一 B， 


+ 346+ 


CLR SCRIP OO £. BER (18.5.14) 是 正 交 表 这 一 事实 得 知 , 对 于 
Rig TH —* S; NOP GL 和 人 门 ， 它 们 恰好 在 一 个 
B; 中 .因此 @ 是 一 个 GD(Em; k, m; 9,1), 

男 一 方面 ,由 于 《18.5.14) 是 一 个 正 交 表 及 其 最 后 一 行 的 特点 
AFE Ada 包含 了 《18.5.16》 中 全 部 km 个 元 ， 这 就 是 说 ， 
a8 是 一 个 可 分 解 的 设计 ， 因 而 是 一 个 可 分 解 的 可 分 组 设计 .证 
毕 . 

结合 定理 18.5.4 和 18.5.5 可 以 得 到 正 交 表 的 构造 和 可 分 解 的 
可 分 组 设计 的 构造 之 间 的 密切 关系 : 从 其 一 可 以 构造 出 男 一 ， 

当 存 在 可 分 解 的 可 分 组 设计 GD(o; 4, m; 09, 1) 时 ,可 以 给 
WAR NOS) 的 另 一 些 不 等 式 . 

定理 18.5.6. 如 果 存 在 一 个 可 分 解 的 可 分 组 设计 GD(z3 k, 
m; 0, 1) 有 ?个 联 组 , 则 

Nlv + x) > min(N(m), NO), NOR) — 1, N(R+ 1)—1) 
(ltr 一 1), (18.5.18) 
Niv + r) Z min(N(m), N(r), NORE 1)— 1), — (185.19) 
NG ++) Z min(N(R), NO), N(R+ 1)— 1, 


N(m 4-1) ——1), (18.5.20) 
Noe +r 43-1) Ze mnl Nir +19, N(£ 8-1) — 1. 
Nom 1) — D. (18.5.21) 


证 明 . ios 一 (5, Bie, Bz} 是 = dS 上 的 一 个 可 
分 解 的 可 分 组 设计 GDC; k, ms 0,1), RCA” ARA. 由 
可 分 组 设计 的 定义 知 , mlz， 且 5 的 元 素 分 成 二 个 互 无 公共 元 的 
组 ,每 组 mw 个 元 ， 把 这 了 个 组 的 每 一 个 视 为 一 个 新 区 组 D; (1 < 
<<) BA 绍 , 且 把 这 样 得 到 的 集 系 记 为 2. TEZ 是 一 
个 PBD({m, k}; 1; v). 
因为 RPA MOOT A TR, 这 些 联 组 又 都 出 
现在 aet 中 ， 故 可 对 B 作 如 下 的 改变 把 属于 am 的 第 i 个 联 
组 中 的 每 一 个 区 组 添加 一 个 新 元 素 zi(1 <i <2), HAM BR 


TTE 


基 一 个 新 区 组 {a1, 有， …，。zo。 记 这 样 得 到 的 集 系 为 mU. T 
是 , 当 lagrar l Hg" 是 一 个 PBD((. m). kk +1}; 
tie 十 x)。 国 此 ,由 定理 18.5.1 4185.18), 34 x — r Ej. g" E 
一 个 PRODUC, mht il;i;e tr). 所 以 ,由 定理 18.5.1 得 
(18.5.19), 

现在 设 + 一 一 1 SHB HAT 38 的 第 i 个 联 组 的 每 
一 个 区 组 添加 一 个 新 元 索 OL Siar 一 1}，、 对 每 一 个 新 区 组 


D, (1& i < Z) 添加 一 个 新 元 素 oo, RANE a chin 


新 区 组 (ze 0m. cca real. 记 这 样 得 到 的 集 系 为 GA. FE ZL 
是 一 个 
PBD({CA, r) k+l, m+ les lpe eer), (18.5.22) 
Bow 的 第 7 个 联 组 中 的 诸 区 组 和 新 区 组 {z0 23.0 5 0d 组 成 
SB. 的 一 个 涪 入 ， 因 此 ,定理 18.5.1 和 (18.5.22) AH (18.5.20), 
WEIR x52, AH D'i; 把 属于 SE BS 
i 个 联 组 的 每 一 个 区 组 都 洪 加 一 个 新 元 素 s RE RE n) 对 


Bi 和 个 新 区 组 D;(1 <<i <2) 都 添加 一 个 新 元 素 m; 最 后 


再 添加 一 个 新 区 组 (9. sa ， sr， 记 这 样 得 到 的 集 系 为 A, 
于 是 By gh 

PBD {r T D, aA +i, mt 1}; ls ae +r +1), (18.5.23) 
新 区 组 {zo ms cc P 形成 (18.5.23) O-PS. AE, ae 
理 18.5.1 和 (18.5.23) 即 得 (18.5.21}， 证 毕 . | 

定理 18.5.5 断言 , 当 «c N(m) 十 1 Rj, 一定 存在 一 个 可 分 
和 解 的 可 分 组 设计 GD(km; k, m; 0, 1); 而 定理 18.5.6 断言 ,一 当 
存在 可 分 解 的 可 分 组 设计 GD(v; &, m; 0，1)， 则 能 导出 有 关 
N(v) 的 一 些 重要 不 等 式 . 把 二 省 结合 起 来 , 代 ”一 km. RSI 
Mp Rs N(m) 十 1 时 ,关于 NG) 的 一 个 重要 的 递归 不 等 式 , RD 
有 


定理 18.5.7。 如 果 不 所 No +1 B irem, Wi 
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N(km + x) min(N( m) Næ), NC) — 1, 

N(A+1) — 1), (18.5.24) 

WEBB. 设 比 是 基 集 5 上 的 一 个 可 分 和解 的 可 分 组 设计 

GD(£m;k,m; 0,1)， 由 定理 之 前 的 说 月 可知 , 只 需 证 明 48 的 联 

组 的 个 数 r— m BIST. 26 B 的 区 组 的 个 数 5 一 e 一 rm, 
全 部 区 组 包 盆 的 二 元 子 党 的 个 数 为 

/ 
mt). (18.5.25) 


另 一 方面 , 因 sS 分 和 解 为 两 两 无 公共 元 的 个 子 集 之 并 , 且 同 一 子 集 
的 二 相 蜡 克 不 出 地 在 任 一 区 组 中 ， 不 同 子 集 ;|! 二 元 在 诸 区 组 中 出 
[mR 2 
( 2 ) i t)- 

(18.5.25) 和 上 式 应 该 相等 : 
R mk m 
rms) =( 2 ) 一 多 2)， 
化 管 即 + = m. WERE. 
在 上 面 这 些 定理 的 基础 上 ,可 以 证 明 
Nim) 守 2 (m > 6), 
从 而 否定 Euler 猜想 对 m > 6 HERE. 下 而 将 用 整个 一 节 的 
篇 蚁 来 做 这 一 工作 . ARTA SO, NO) 大 于 2。 内 为 
对 一 般 情形 的 NOn) 的 确 值 是 很 难 求 得 的 ,因此 人 们 常常 退 而 求 
N(m) 的 更 好 的 下 界 , 或 者 当 加 充分 大 时 NOm) 的 下 界 ， 即 所 请 
BDE FA. 
首先 介绍 一 些 有 关 Nm) HER. dd 
m, 一 minim[N(m) zs r) — 1, 
关于 om, 的 值 , 有 
My, = 6 (Bose, Parker 和 和 Shrikhande!!), 
mı = 14 (Wang ff Wilson), 
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m, x 52 (GuerinU!), 
m, <= 42 (Hanani'?!), 
ms = 76 ( Wojtas! ), 
nC. 780, mg 4738, — m, 5842, 
mo 7222, mu «7478, mu 9286, 
my <= 9476, my, S my, x 10632 
(Brouwer 和 van Rees}, 
my X 65278 (Brouwer), 
此 外 ,还 有 
N(12) 25 (Dulmage, Jobson 和 Mendelson"), 
N(36) 24, N(46)224 (SRF, Wilson), 
Dulmage, Johson 和 Mendelson 关于 N(12)29 5 的 证 明 是 构造 
性 的 ,篇 介 如 下 . 
iR A 是 一 个 6 阶 循环 群 ,其 生成 元 为 *; A: 是 一 个 2 阶 循环 
PRERA b, MiA Abd BAER A 和 4; 的 直 积 。 记 
a = (al, 7), 6 =Ca', 6) (0 S1 <5), 
作 以 下 五 行 
do @ d 8. a, a, ba by b, b, b, By, 
dy Dy b; ay Db, a, È, È, ay D4 ay day 
p di bo dq D. È, ay by as ay & Bay 
do bj d, P. a; D. da By a) By By das 


do d, b, b, a, Da bz by by a ai ay, 


由 上 表 的 第 i{1 S15) 行 可 以 构造 一 个 12 BR Ci, 此 如 以 
dos dis Bay fis Bay Bss hs, 4, bi, bi, by, b, ay FRE 3 的 第 i 行 所 
得 的 12 行 依次 组 成 的 12 阶 和 矩 阵 。 不 难 验 证 ， Cis CC, C. RIC, 
都 是 12 阶 拉 丁 方 , 且 它 们 组 成 一 个 正 交 组 . 

现在 介绍 一 些 有 关 NOS) 的 浙 近 下 界 的 结果 ， 

S. Chowla, P. Erdàs 和 E. G. Strauss"! FRAT ,*4 v 充分 大 
Ay A 
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i 
Niv) > 二 (18.5.26) 


EE, K. Rogers" Hi(18.5.26) Bc i26 


Nv) > A. (18.5.27) 
这 里 是 任 一 正 数 . 斑 元 0 把 (18.5,27) 改 进 为 
NG) > v^, (18.5.28) 


R. M. Wilson’ 3,35 (18.5.28) ROEM 


Nie) > ki — 3, 
FERRARA R, Wilson? 方 突 起 着 重要 的 作 用. 
Brig Wilson HUE, RA ONS FRIAR MRA BA dE 
强 的 结果 ,而 作为 这 个 结果 的 推论 ， 可 以 得 到 关于 Nó») 的 三 个 
很 有 用 的 不 等 式 ， 即 有 
定理 18.5.8。 着 0«r«m, Tl 
N(km + x) Z mnf N(R}, N(R + 1), N(m) — 1, NGD. 
(18.5.29) 
E 18.5.9， 若 ocr, y« m, Jil 
Nim ox + y) z min{N(A), NCA + 13, NCR + 2), 
Nim) —2, NGO, NODI. (18.5.30) 
x118510 # 全 J ) «m, Bil 


N(Rm + x) = min{N(k), NCA +1), NCR + 2), 

N(m) — x}. (18.5.31) 

RS MERA EH 18.5.7 比 较 很 容易 看 出 , 不等式 

(18.5.24) 之 成 立 需 以 条 件 &« N(m) 十 1 为 前 提 ， 而 不 等 式 
(18.5.29) 一 (18,5,31) 则 不 需 类 似 于 此 的 条 件 ， 

此 外 ，Wilson 方法 在 研究 具有 某 些 特殊 性 质 的 正 交 拉 了 ] 方 级 

的 课题 中 也 起 着 重要 的 作用 .关于 这 一 课题 ,已 有 丰富 的 成 果 ,对 

此 有 兴 却 的 读者 ,可 以 参看 ,例如 ， 朱 烈 [7-13], Wallis AURA 

[1—4], Heinrich ARA [1, 2], Crampin 和 Hilteoun[ 2]. Brayton, 
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D. Coppersmith 和 A. J. Hoffman [1,2], K. J. Phelps [I], 
Heinrich 和 Hilton[ 1}, Hilton[1], Dinitz Fi D. R. Stiasoafl], 
以 及 Mullin XI Stinson[2] 等 ， 


§ 18.0 Euler R) MAT 6 的 情形 


$18.4 中 已 经 介绍 过 ，Euler HAI 

N(Ar d 2) 75 1, (Z0 0, (18.5.13 
vir ORT, (18.6.1) EAR LIE ae = 1 PE CREE Evier 30 3€ 
富 问题 ) Tarry™ ug f (18.6.1) t BR YE BARA, Stinson! 对 此 
给 出 了 一 个 简化 的 证 明 . 这 一 证 明 要 用 到 横 蕉 设计 和 PBD, eK 
到 下 章 ， 下 面 证 朋 本 章 的 主要 结果 之 一 : 

N(4t 9-2) Z2 2, 1 28 2, (18.6.2) 
iXBbREUL. 29 2H, Euler POR BRIA, 1X BER 
EEF Bose, Parker 和 Shrikhande™, 

为 了 证 明 (18.6.2), 需 要 一 些 引 理 。 
3138 18.6.1. 


N(14) 2 2. (18.6.3) 
WEB). e+ 4 ABERAT: 


Q x, X3 Xi 
1 0 0 

Py = od 11 

, 4 4 6 (m D)” 
6 I 2 E 


其 中 Ts tia Ty 是 不 定 元 . 设 B, P, F P, 经 由 P, Hit f ER RH TIE 
得 , 即 l l 


1 Ü a ù 
4 4 

P, = s 1 2 (mod 11), 
it} EA X3 Xa 
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4 4 6 
6 i 2 
P, = {mod Ih, 
0 T fi 3 
1 ü 0 0 
6 1 2 A) 
9 x x. x 
已 一 "(mod 11), 
1 0 0 oj 
4 4 6 9 


以 P; (0s iim 3) MPRA E 1 5 EE 
Ay = (Po P, P, Bi). 
JE do 中 的 数 a 都 换 为 a + i(mod 11) 的 最 小 非 负 剩余 而 保持 不 
定 元 不 变 。 记 这 样 得 到 的 短 阵 为 4,01 Si <= 10)， 且 记分 块 降 
(Andi dii Aw) A, ， 设 4 是 集 (xox, as} 上 的 一 个 4 行 的 3 
MESA OAQ,4), EjE—/ 4 x 11 的 矩阵 ,其 第 i 列 的 四 个 
数 全 为 1 一 1(1 志 1 二 11)， 于 是 ,分 块 矩阵 
D = (EAA*) 
是 一 个 4 x 196 的 矩阵 ,而 且 可 以 验证 , BER 10, 1, ---. 10, 
X14 23, ts} 上 的 一 个 4 行 H BERE. A (18.6.3) BE vr MESE, 
引 理 18.6.2. 


N(26) 2 2, (18.6.4) 
证 明 ， 定 义 一 个 4 x 7 ROT: 
0 0 O O0 x x x; 
3 6 2 1 OU 0 f 
8 20 12 16 20 17 8 | 
412 16 7 2 19 6 21 
辣 引 理 18.6.1 类 似 地 ， 由 P» Ra A A + (TR 26 B E 
交 表 OA(26,4), Bd, (18.6.4) pkaz, 
证 毕 . 
引 理 18.6.3. 


N(38) = 2, (18.6.5) 
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证 明 ， 在 定理 12.3.9 中 取 6 — 2, f$ v — 413, 这 是 一 个 素数 ， 

6 是 41 的 一 个 启 根 , 故 在 定理 12.3.9 中 可 取 x 一 6。 由 于 

(mod 41), 
改定 理 12.3.9 CHEER AG A a 可 取 为 3 这样 一 来 ,定理 12.3.989 
条 件 全 满足 , 改 存在 一 个 (82,411045,1)- 平 衡 不 完全 区 组 设计 ， 这 
是 一 个 PBD((5); 15 41). BES 18.5.3, 有 

N(38) = N(41 — 3) 
= min(N(3), N(4) —1, NOS} —1) — 2, 

uH. 

sus 18.6.4. 可 果 (18.6.2) 对 

2 re 181 (18.6.6) 
成 立 ; 则 {8.6.2) 对 一 切 £22 2 成 立 . 
WA. id s 40+ 2, Aik t= 182, BH e > 730. H 
v — 10 —4(:—2), ¢—2 > 180, 
He 1:—2-36ydz (0s 2 «; 35, 22 5), Mf 
p= 4. 36y + (42+ 100, 0 a  35,y 2 5. 
4 m = 36y, M N(Gm) z NOD =3, Et & — 4,8 
&x N(m)-t 1, 
另 一 方面 , Hg + 一 4z 十 10， AX üszzx35, Mx lsrs 
150, 但 因 m = 36y = 180， 所 以 
: ]z xm, 
这 样 一 来 ,&, m, 满足 定理 18.5.7 的 全 部 条 件 , 故 由 (18.5.24) 得 
N(v) z min(NGm), NŒ), N(4) — 1, N(5) — 1) 
= min( N(x) , 2), 
所 以 : 当 No Z2 时 ，N(z) RO. WERE. 

引 理 18.6.1 一 引 理 18.6.3 解决 了 儿 个 重要 的 特例 ， 而 引 理 
18.6.4 却 把 对 无 限 多 个 信 的 检验 化 为 有 限 个 值 的 检验 . 把 这 些 结 
EA § 18.5 中 的 一 些 定理 结合 起 来 便 可 得 到 下 而 的 重要 定理 ， 

€ 18.61. i «> 5， 由 

Nle) z 2. (18.0.7) 
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WEAR. 由 定理 18.4.3, O70 (18.6.7), 只 要 证 明 对 一 切 :1 > 2, 
(18.6.2) pt sr BD BS ; ifii BE 18.6.4 又 只 要 证 明 对 于 【18.6.6) 中 的 
1, 【18.6.23 成 立 妇 可 。 下 面 就 来 证 明 这 一 点 ， 


oe = 4: T2. 


首先 对 +€ [2, 24] 的 情形 的 证 项 依据 列表 


AT: 
r vr iÉ RH p {E 
2 0 定理 18.4.3 WH 
3 14 gig. 18.6.1 
4 18 定理 18.5.3 和 PBD ((5);1521) WEE 
5 22 定理 18.4.3 WB 
6 26 引 理 18.6.2 
7 30 3023.10, Æ 18.4.1 和 N12, N(3)=2 
8 34 定理 18.4.3 的 系 
9 38 引 理 18.6.3 
in 42 42=3- 14,57 18.4.1 和 NCA, N(3) —2 
11 46 定理 18.4.3 的 系 
12 50 5025.10, 定理 18.4.1 和 NCIUYS2, N(5)21 
13 54 S43. 1855238 18.4.1 和 和 N(18)zm2, N(3) —2 
14 58 定理 18.4.3 WR 
15 62 6224.13-10,5E 8. 18.5.7 8I NCI3)22,N(C10)2:2 
16 66 56 一 3 - 22, 定理 18.4.1 和 N(22)2:2,N(3) =2 
17 7 定理 18.4.3 HA 
18 74 74:4 - 16410, 18.5.7 和 N(16)>2 
i? 78 78—3 .26 p 888.4. 1 8d. NC26)222,N( 3) =? 
20 82 定理 18.4.3 的 系 
2t 86 $6—4 . 191055 BR 18.5.7 和 NCI9 2 
22 on 904 . 19414, 18.5.7 和 N(19)2 
23 94 94254 - 19--18,5E RB. 18.5.7 和 N(C19) 2 
24 98 98-7 14,5828 18.4.1 和 NC?) 1,NC14) 22 


AUR EA PRR, TESETE 18.5.7 rh k= 4, 并 依 下 表 所 示 
Hg m Ke RA x fe (1m xm; 实际 上 取 G0 mx cm, 
因为 需 NGO Z2), AGHA Nem) > 2 的 依稀 。 从 而 对 于 相应 
的 > 值得 到 N(v)z2 的 结论 ， 
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ore TAL x Wd Brig ems Nm) 2 的 依据 

23 10 --22 102—114 13 是 素数 

27 10—26 118.134 17—3! gott 3 Jg RE 

3i 10 -3^ 138-154 31 是 素数 

37 10—3; 158 182 37 ERU 

44 10 —42 185.218 44—4 11,4 BHR REGE 

53 10. «5n 222- 262 553 et 

DE: 10 —62 266 —318 642-25 RO Rea S E 

72 14 --74 322 —382 777 -11, ?3n 11 都 是 案 数 

92 1$ - 9n 386.- 453 92-34 .23,4 EERDE. D EEH 

i13 16.. i10 462 562 113 BRK 

pis 10.-138 566-—594 139 BER 

172 10 -38 698—725 17254. 43,4 PRYDE, Be 
证 毕 . 


RA R 
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第 十 刻章 ” 横 截 设计 、 按 对 平衡 设计 及 其 应 用 


本 其 的 内 容 围 绕 预 个 著名 问题 来 展开 .第 一 个 问题 是 , 辽 求 存 
TE (6, 7, 53.4) - AE VELIS RE ORE REAP, 3 
求 存在 可 分 解 的 〈e 4, 70. 下 ，1)- 没 计 的 简单 易 核 的 渐 近 充 要 条 
性， 这 两 个 问题 分 别 由 定理 19.2.1 和 定理 19,5,2 解决 ,为 了 征明 
RANE, 需要 横 截 设计 和 核对 平衡 设计 的 一 些 结果 , 这 分 别 在 
$19.4 和 19.2 中 作 了 介绍 ， 为 了 证 明定 理 19.5.2， 还 需要 完备 
可 分 解 的 CA, 全 -设计 、Wilson 关于 有 限 城 的 一 个 定理 、Wilron X 
于 纤维 的 一 个 定理 等 方面 的 一 些 知 识 , 这 在 $19.4 中 作 了 介绍 . 在 
$19.3 3H 8$ 18.5 中 还 分 别 介绍 了 这 两 个 问题 的 简单 历史 . 此 外 ,在 
$19.5 末 还 介 组 了 陆 家 欧 对 第 二 个 向 题 推进 的 铺 况 和 他 得 到 的 结 
ROEM 19.5.3). Bilas Æ $ 19.6 中 利用 横 巷 设计 和 按 对 平衡 设 
it WERT § 18.6 遗留 下 的 问题 , 即 证 明了 ruer 猜想 阶 为 6 的 情 
形 的 正确 性 ,从 而 使 这 一 著名 猜想 得 到 完整 的 处 理 。 


§19.1 横 截 设计 


本 章 将 较 多 好 用 到 正 交 表 , 特 别 是 正 交 表 的 下 述 变 形 . 

设 OAC, m) FER [1,4] 上 的 一 下 各行 的 上 阶 正 交 表 。 把 
CRIS i THICK « PRYOR Cs a) Lim, 这样 得 到 
一 个 新 表格 ， 记 为 OAL. m). 把 OA, m) OR i 列 诸 元 所 组 
成 的 集合 记 为 YO <i<#), Hid 

W;-1G,g)ge[l :) (Qsism). (19.1.1) 

于 是 ， 有 
AW: = 1 (Sim; Djs). (19.1.2) 
Ynys <1 Oj (19.1.3) 
(19.1.2) 之 成 立 是 显然 的 ， 丙 用 反 证 法 证 明 (19.1.3) 成 立 。 BA 
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ffi, ligeeliar, & 
[Yi Yu] m 2, 
Wy £.f.g.h. lSictfjam, Lg, sar, & 
Gi g)€ YIN, (,4)€ YINY,, 


duh e fra Hs pl T 在 原来 的 正 交 表 OAC, m) 的 第 i 和 


区 了 二 行 组 成 的 子 阵列 中 出 现 两 次 ， 这 与 OAU, m) 的 正 交 性 
ŽA. KMET (9.1.3), 
RHR BORED A mSSE Ils i om); Me PR 
Y; (1i m), 


& 19.1.2), (19.1.3) 0 


WW; =: (1xiscm, (19.1.4) 
WAP d$ (lsismfsm) (19.1.5) 
[Yi 一 (1j). (19.1.6) 


今后 把 这 样 的 集 系 {Yiheae d Tm. 由 (19.1.4) 和 
(19.1.5), 不 失 一 般 性 , TI w, 由 (19.1.1) 给 出 ， 于 是 得 到 一 
个 mx 的 表格 ,其 G.D 位 置 的 元 为 “邑人 站 环 ， 中 的 那个 元 
(ism 1<j<?), 今后 把 这 个 表格 记 为 Tn, 0. 把 
Tim, 2) HERBE G. e) 都 换 为 其 第 二 分 量 &， 这 样 得 到 一 个 
新 表格 , 记 为 Tom. O. HOGI, Ten, 1) 的 任 二 固定 行 


所 含 任 一 个 二 给 列 向 量 { 。) Ce, Ae LL, #1) 不 超过 一 次 ,因而 从 


好 一 次 。 因 此 ，T 了 lm, 0) 是 一 个 正 交 表 OA, m). 今后 常用 到 
Tm, 门 ， 现 给 它 一 个 名 字 . 

定义 19.1.1. 上 面 所 确定 的 集 系 Tom. 1)】 称 为 在 基 系 Wi, 
Wono Wa LAURER RRL. HO BRAT RR 

BYE AA LE BA ay RE 

定理 19.1.1, HRA TOn, 0) MEZE OAC. m) 可 以 相 
互 转 化 . 

这 就 是 涪 , 横 截 系 和 正 交 表 二 者 在 本 质 上 有 辕 一 组 合 结构 ,内 
是 表达 形式 不 同 而 已 。 
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PRS ARO UR CERERI. 
定义 19.1.2. RRR PoC, 0 Nt PRY) Yio’ 
Ys, ARED, Yn. Yi. oso. Ys) 是 读 Talm, 2) 的- 
组 平行 集 或 一 个 乎 行 符 ， 如 时 Tol m, 1) 中 至 少 有 。 组 平行 业 , 则 
又 招 这 样 的 Tal ms 1) 记 为 Teon, 2), HYNEIE 
Tolm) = G| Tlm 1) 存在 }， 
TAm) = GET Cm, 1) 存在 }. 
SPAT SEA RSET 88 SP SA ee PEE 
下 而 讨论 横 截 系 的 性 质 、 存 在 性 和 构造 等 问题 . 
定理 19.1.2, Ge se Tate), rE Tem), Wore Tam), 
WEBB. ik . 
WV. 40,1), 0,2), 7. 0,2], 【19.1.7) 
Vi = {<i 15, 0,29, ey Cio ed}, Visum, (19.1.8) 
Di 
(19.1.9) 
WoiYihaget BIRR Ww. 上 的 一 个 Telmy 0. 其 中 有 2 组 平行 
集 ; Zhe 是 诸 集 V, 上 的 一 个 Tm, D, Eh e 组 平行 
A. SEM 
Xn = (Gg UG € Yn Gs ADE Zi 1 SIS ah 
laja ld, (19.1.10) 
TH, 共有 (HY 个 Xn Bd IAW: IS ZOVI =l, d 
(XOG 951 Qais alar dei m) 
POLEN SETHBE VEA 
如 果 (fh.h)9?e Goh) A noe hs fis 8n oh B 
(o. £e; Ap) € Xi Xi, {p= 1, 2), (19.1.11) 


Gp, gP) € Y NY, (p 1752), (19.1.12) 
而 这 是 不 可 能 的 ;而 当 ho— ho BDSGEGSR Ac b. gm 
Gp, Be YE Z OZ, (p=1, 2), (19.1.13) 


ARE RAT BEI. Ca (is A) = (5, 25) IN. 
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(Xn AX S1 Ih, hs lh, hes). 

A EATE RRE EPH, {Xi ciel «e! 确 是 一 个 Palms st), 

(EOS 11)5 b -— 1 m, | 19.1.12) 2€ (19.1.13) 58] 
p 一 1 也 成 立 。 由 此 可 知 , E {Yn Laas} & Zell 
FS} 分别 是 Tuum, 1) Tm ORE RETR, 

IXipulito ms bg’ ss} 

就 是 上 面 得 到 的 Tam. s) 的 一 组 平行 集 。 因 Tams) 和 
Tm, 1) SABA d A e BPM BK Tm, s) 至少 有 de 
组 平行 集 ， 证 毕 ， 

上 面 的 定理 还 给 出 递归 地 构造 模 截 系 的 方 社 . 

定理 19.1.3. 66 T,(m — 1) 的 充 划 条件 是 r6 Tom). 

VER. AVI ssr) 是 一 个 在 集 系 Wi, Wott 
W mis Wom 上 的 横 截 系 Tolm, 1), H Wy = tats Gast as}, id 

Yim YAW, (1&3 s), 


Jul 
IY; =m l, YNY <1 (mimi n, 
YORA Sl (Pmizxm—lilsjsxr). 
因此 , 尝 系 {Yil1 Spee} 是 一 个 在 党 Wi Was ts Waa ERI 
横 截 系 , 对 任 一 se Wn 由 定理 19.1.1 和 正 交 表 的 性 质 知 ,包含 = 
的 集 Y; 的 个 数 为 (。 TERS Y; 相应 的 Yi 成 为 一 组 平行 集 . 当 
a 遍历 到 ,中 的 元 时 ,就 得 到 + 组 平行 集 . 因此 , Y <i} 
是 一 个 Tm 一 1, !)， 把 上 面 的 推导 反 过 来 , 即 对 集 系 Wi Wis 
上 的 一 个 Tie — 1,2) 中 同 在 一 组 平行 集 里 的 :个 
子 集 的 每 一 个 添加 We 中 网 一 个 元 ,不同 的 平行 集 深 加 不 同 的 
元 ,这 样 就 得 到 一 个 Tolm, +), TE. 
定理 19.1.4, 设 大 于 1 的 正 整 数 : 的 标准 分 解 式 为 
t= ppp ++ pr, 
H m= min(gs, Pj, ests PS). EA t€ Tm +1), Arf +€ 
T, m), 
WEH. HIER) Jj 3E ER 8 ARER 
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Té rm +1, 0) 
的 关系 即 知 Tel + 1, 1) 的 存在 性 、 下 此 和 定理 19.1.3 知 
T,(m, 1) 的 存在 性 ， 证 毕 . 
定理 19.1.5， 如 果 ce T,(m) Ase Tom), Ui 
-nE Tp( m), 
WEB. i& 
W; 10,1), 0.2), 5, G, 1), 
V; = iG. 1), {is 2); HE (s sp} 
U= {liy 8 AALS ESLA UK m). 
设 诸 集 


[和 和 


Yas Yam o Yag 
Y ais Verses coc» Ye 
x Wis Was ey Wu EAP Ts. D. 其 :组 平行 集 是 Ys 
Yas t's Ya (ma Ss), 设 诸 集 | 
Zis Zan ++, Ze 
是 Vis Vay +>? V. 上 的 一 个 Ty( m, s). 今 在 Us Uy, ^ Un 
上 定义 P0 个 集 
Rao S&a s l&k, Lle (19.114) 
和 2? — eu 个 集 
Xa. ld bees (19.1.15) 
如 下 ; 
Xone = dU. Bo AJI Cis g} E Yass 
Ci, (KA — a) EZ, lis m), 
Xa = {Cts gs AG, BYE Va, 
Ki AJE Zo l1 i mh 
其 中 《54 — aj) X & — eM BAER (mod 1), 
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BF IW,nYA4l = PAY = Vin Z,| = 1, E^ 
: IX, Ud = XNU li Claim), 
Main 

aed m Xai m om, 
FE (as ġo c0 = Cas bay G) G AE, 且 存 在 Gn go 5). 
Gs Qe ha) & 
(p. Eos he) € Xana O Aane Pm 1, 2, (19.1.16) 
ABA 
(os BoE Vaya, ¥aas P12, 

由 此 得 Cao 00 = (a. 02)» MAI e œ e. FH as = as CI9.1.16) 
X5 bi 


City C a VE Za N Za (19.1.17) 
irs (Cha — m) € Z4 Z4. (19.1.18) 
由 于 a% cas 4h. 故 (19.1.17} 和 C19.1.18}) 说 明了 
[Za N Zal m2, 
这 是 不 可 能 的 ,因而 (19.1.16) 不 成 立 , 故 有 
| Masse, LX, Sl, Cay by a) 5 Gi bis e). 
类 似 但 更 简单 一 些 的 推理 指出 . 

EX ae X ael < 1， IX are Xa «d, (d. e) * (di e). 
SCRIE EAH, (19.1.14) AQ (19.1.15) 中 的 PP 个 集 确 是 一 个 
Tol ras #)， 现 在 来 证 明 , 这 个 Tom, s) 至 少 有 HETE, 这 
RÆ, HEER eE [1, 2], {Xal aln 
形成 该 Tm. s) 的 一 组 平行 集 。 

设 (a, 5) 09 (nu, 6). HIRE (i, 8,4) € 
Ci, g3 5) € Kane Faby (19.1.19) 
干 是 
Gis E)E Yah, Q Yar (19.1.20) 
Cis (CA — 22€ Zes G (CA — 22€ Zes (09.1.21) 
(19.1.21) 80H ama, IRE (Yol d mb mb RTH Tim, 1) 
的 … 组 平行 集 ， 故 当 a, a, E], (19.1.20). 不 可 能 成 立 . 因此 
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(19.1.19) KAR, ROMER o (Kell Sass 1K 
5 < 人 都 是 一 组 平行 集 ， 证 毕 ， " 


$192. 按 对 平衡 设 计 (一 ) 


在 $18.69i1 已 经 看 到 按 对 平衡 区 组 设计 在 否定 Euler 猜想 的 
证 昕 中 起 状 十 分 重要 的 作用 。 从 下 面 儿 节 还 将 看 到 ， 这 种 设计 在 
平衡 不 完全 区 组 设计 的 研究 中 也 有 着 十 分 重要 的 填 义 ， 

设计 二 {hi 4 这 里 谱 & 是 整数 且 Eze 3. Mid 

PB(K, 4) = {r| EE PBD(K; å; v)]. 

BüEkLiitg RADE MRR. frfkBEORIEESE 
方面 的 一 些 问 题 . 

定理 19.2.1 me ve PRK’, 4’), Bete VER 都 有 
KEPREK, 2"), Bl veE PBCK, 22”). 

WES]. 设 :要 ,是 基 棠 5 上 的 一 个 PBDOR' 23 +), 这 里 
15| — v. WEBJE s. 的 任 一 区 组 , Hos, 是 以 下 为 基 集 的 一 个 
PBD(K3 4"; 181), 以 58 ids Bum S8. 中 爹 体 区 组 时 ,一 切 
#2, 中 的 全 体 区 组 的 总 体 。， 须 注意 ,如 果 区 组 8 在 Z8. Pus 
次 , 则 B, E B 中 作为 一 个 梨 体 也 要 出 现 次， 因为 S6, 中 
每 一 区 组 的 大 小 都 是 天 中 的 数 , 故 中 每 一 区 组 的 大 小 都 古 天 
中 的 数 ， 对 5 中 任 一 对 相 异 元 osb ENRE B 的 个 
低 组 中 间 时 出 现 ; 一 当 它 们 在 绍 ， 的 区 组 8 中 出 现时 ， 它 们 就 在 
2, 的 ”个 区 组 中 同时 出 现 ; 因 此 ,它们 怡 在 sm 的 XAU 个 区 
组 中 间 时 出 更 ， 这 就 是 说 ， 绍 BRS 上 的 一 个 PBD(K; va; 
v). WE, 

$4 3819.22. in ve PB(K, à) E we PRIK, Aj. W 
s € PBCK , A, + 32), 

证 明 . Wb E. 是 基 党 上 的 一 个 PBD(K Gu e). RE 

(S|) =p, 2m], 2, 

BEA, @ WM 声 ， 中 全 体 区 组 的 总 体 就 是 了 上 的 一 个 PBD(K; 


-= $63 


à hie). WE. 
重复 = 次 应 用 该 定理 BR 
3&1. 如果 ec PBK, Aap s rm n, Bl] ve PRIR, a, + 
Aye ees + Ah). 
在 系 1 中 若 为 一 一 ，… 一 2。 一 4， 则 得 
么 2. 如 果 ve PROK, 2), M ve PB(K, ni), XH n BEE 


一 不 整数， 
MAAS ERS REM, 却 很 有 用 。， 下 和 一 个 存在 定理 稍 
TUS de. 
定理 19.2.3, in. 
| q€ (0, 1}UPB(K, 3), (19.2.1): 
sss + 1€ PB(K, à), (19.2.2) 
£€ PBCK , AM Tals), (19.2.3) 
RJ 


st + 4€ PB(K, à), 
WEBB. (19.2.3), T£ dk 5 个 集 
W;-d(xibzmrih lir (19.2.4) 
上 的 一 个 Ta. 0. BL PAR EX: 
: 了 了 
了 了 
Eu Ya. Yu Tc. 让 的 第 zs 组 平行 集 larsa 
记 i 
O={(z,5+ 1) |laz< 4}, 
对 Yass, Yo 的 每 一 个 都 添上 吕 中 一 元 (rx, :十 1) 所 得 的 
集 分 别 记 为 Yatt Yis 那么 ， 
IY, 一 7: 一 和 十 1 (ixmzzumag i arse), 
令 


r 


s-(U w;)uQ. (19.2.5) 
EEH, Wi Weiss), YL S289; IS 
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rete), dE Yo (ae tl<psve) RIO FEXGDUBRS SHAME 
S 为 其 集 的 一 个 PBD(its. sc l, gys 1552 4). RE Wi 
Li ms 和 名 都 无 公共 元 : 故 181 — tg PETERS 中 的 任 一 
对 元 素 
{Cris 4)» Go) £x) b Gn #1) Ae Crash). (19.2.6) 
HC 19.2.5) 4I, (x, i) € 3 的 充 要 条 件 是 i 
当 ]xissHj, Sr 
u ims H, lara, 
mE i = i= s+ l, 则 (1 和 2.6) 答 在 台中 出 现 一 次 ,在 Wis Yars 
Y, 中 都 不 出 现 ， 如 果 和 和 和 中 只 有 一 个 是 * 十 1 例如 站 一 
stl, dense B4IS2.60M4&4E Yh (01 xx 之 一 中 出 
现 ， 在 其 他 Yi. 和 Wis Y, 中 都 不 出 现 . puE Ix = Sy 
则 (19.2.6) 恰 在 Wi, 中 出 现 一 次 ， 在 其 他 WW: 和 Yn. Y, 中 都 
RHE. Iai Shd H lEs met Hd. 形 如 (19.2.6) 
的 二 元 子 党 的 个 数 是 
Roe, (19.2.7) 


在 全 部 Y. W Y，。 中 所 包含 的 二 元 子 集 都 是 这 样 的 ， 且 其 个 数 
也 是 (19.2.7). 但 是 ,没有 一 个 二 元 子 集 包 含 在 多 于 一 个 的 了 ,, 和 
Yo, 所 以 ， 此 时 形 如 (19.2.6) 的 任意 一 个 二 元 于 集 恰 在 一 个 
Yi, 或 Yo 中 出 现 一 次 ,在 其 他 Yir Yoo Wi MORREM., 3X 
就 开明 了 关于 PBDC{e, ss t d.a lise + 9) 的 结论 . 

“a> ill, Ay sd ge PBC, sss +l, gh 1), ‘Aes 
(19,2.1) 一 (19.2.3) 知 #3 5, 5-1, gE PBCK, 4), 所 以 由 定理 19.2.1 
At + Ge PB(K,2). "44 —08 10b, BR s + 9€ PB(K， 
A). TER. 

在 按 对 平衡 区 组 设计 中 ， 一 种 叫 中 心 可 分 解 的 特殊 类 型 的 设 
计 在 下 面 的 理论 发 展 中 是 不 可 缺少 的 . 

定义 19.21.， PETHS 上 存在 一 个 PBD(K;4;v), 这 里 
15| =v, Mik me K, c€S, H 


165° 


m-—l[s—1, u= Zot 
m— 1 


SMol-—S5SUSU*-*US,, SAS m BS CF tes), 
|$S]—m-—1 (sree), 
如 果 SUl (Es e) 作为 区 组 在 该 设计 中 答 出 现 KR, Rll 
称 它 是 一 个 中 心 可 分 解 设计 ， 记 这 样 的 中 心 可 分 解 设计 为 
sone PBD,,(K3 43 v), 
o methi S Ule) (Si u) 加 做 它 的 特 出 区 组 ， 
记 . 
PB,(K, 3) = (vIPBD,CKR; à; v) 在 在 }. 
由 此 定义 立即 推 得 . 
引 理 19.23, i 18K. 一 个 中 心 可 分 解 设 计 的 中 心 不 能 在 
非特 出 区 组 中 出 现 . ， ， 
定理 19.2.4， 如 果 


m—tly—-l, we Zie PB(K’, a’), (19.2.8) 
mi — 


(m — LR + 1€ PB,(K, a") (—H) &'€ K'), (19.2.9) 

ill] ve PB,CK, 1A"), 

证 明 Ris), Wig us BEE (1, 4] 上 的 一 个 

- PBD(K'; à u). 

对 BE Bw’, FIBER’, id. 

Sp ={o}Ul(e, »)lae Fi layam—i}, eB, 
则 [Sef = (m — 1)/B +1, 19.2.9), n] UE By 是 集 Ser 上 
的 一 个 PBD,(K34°3 (m — DBL +1), Rr oe, RHE 
Hog oo . 
dp, lo] Uila y) 1 m y xm — 1}, «€ B'. 
把 从 Be PREAH Ke PRUDCEB USE GR Boe, 
34 B' WH 2 的 区 组 而 得 到 的 所 有 r 中 的 全 部 区 组 以 及 
Amla Uilen y)» 1 y « m— 1) xe[t. «]) 的 此 一 个 重复 
WX” 次 所 形成 的 整体 记 为 a9. 下面 证 明 b 是 以 
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S= fo} Ufl, Dl Sarsa lyme 1} 
Het PBDQOE; AAU; v). 

A a A PBD, CK ; AU; (m — 1)HB']| 4-01). Zt me K, 
再 由 Zr 的 定义 知 ， 它 的 每 一 区 组 的 大 小 痢 是 及 的 一 个 数 .， 今 
考察 3 的 任 一 元 素 对 

ios (x,y) lS xa; lye — 1, (19.210) 
lo. YO. Gs HE, 15m tee Sai ley. Ya mo], 
(19.2.11) 
f, t), Gro X), E yu yox m — 1. (192.12) 
由 引 理 19.2.1 知 , 元 素 对 (19.2.10) 只 在 ag T ACA PRA 4; 中 
出 现 , 不 在 a 的 其 他 区 组 中 出 现 ， 对 于 元 素 对 (19.2,12), 设 x*E 
B, WERE Æ. 的 特 出 区 组 Ae, 中 出 现 , 不 在 其 他 区 组 中 出 
HALERE g W X24” 个 区 组 A, HA, AE 8 的 其 
季 区 组 中 出 现 ， 对 于 元 素 对 (19.2.11), 元 案 对 fx ep HE æ 中 
的 个 区 组 中 出 现 , 不 失 一 般 性 , 记 这 些 区 组 为 Bi, Bittra Br. 
Fie, (19.2.11) 在 Be rpngié A” FRR iom AT), 
在 名 的 特 出 区 组 中 不 出 现 (1 <i), Bibb sc RAC19.2.12) 
怪 好 出 现在 @ 的 rvi ARAT., ERENCE, 39 是 
集 5 上 的 一 个 PBD,CK; VA; (m—lje +1), mame rh 
心 ; 诸 区 组 4. li<rce) 是 特 出 区 组 .证 毕 . 

下 面 用 一 个 具体 的 例子 来 说 明定 理 19.2.4 的 证 明 过 程 、 以 及 
应 用 该 定 理 的 证 阴 方法 来 构造 一 个 PBD,(K3 Ae). K = {3， 
ti FI CUBE, FFE RE , ' 

Bi = {0, 1,2, 3}, Bi {10, 4, 5, 6}, 


B, = {0, 7, 8,9}, BS = {1, 4, 7}. 
B; = 41,5, 8}, By = (1, 6, 9}, 
BL = {2, 4, 8). BR = (2,5, 9}, 
B, = 12,6; 7}, Bo = {3, 4, 9}; 
Big = 13, 5, 7}, Bu = {3,6, 8} (19.2.13) 


组 成 [0, 9J 上 的 一 个 PBD(R'; 1; 10), 26 T PME, 这 里 用 
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[0, 9] RAST, 101, 


C, = for, 1,2 +: 


C = ic, 5. 6H 
C, (11, 4, 6}, 
C; = 12, 4. 5] 


= er, 3, 4}, 
C, (1, 3, 5}, 
Ce = {2, 3, h 


im = 3, SLUR, FAH 


(19.2.14) 


组 成 集 to} ULI, 6] 上 的 一 个 PBD,(43}; 1577), Ho abo, 
Co C, C 是 其 特 出 区 组 .也 可 以 验证 ,于 列 区 组 


D, = 1o, l, 2] 
D, = (10,5, 6), 
D, = {1, 3, 5}, 
D, = {1, 6, 8}; 

Dy = {2, 4, 6}, 


un = 135 65 7}, 


= le; 3, 4}, 


D, == {os 了， 8h, 


D, 711, 4, 7) 
M» 3, 8}, 
1» = {2, 5, 7}, 
az = {45-55 8} 


(19.2.15) 


组 成 集 out 8] 卡 的 一 个 "on 9). Ax 
14(3—1)*3-— 7, icr (3—1):4—9, 
(3-— 1)* 10+ 1 — 21, 
故 由 上 述 事 实 ,定理 19.2.4 断定 存在 一 个 PBD,({3}; 15 n). FB 
$ 11.6 41$ 12.1 知 , 它 是 一 个 《70，21，10，3，1) 设计， 这 个 设计 
的 基 集 是 


Joh} Utes y)]O s e+ S951 4 < 2}, (19.2.16) 


为 方便 计 , 用 下 面 的 方法 以 数字 代 向 量 《x,y): : 
+: = Crs 1); ir: = (x, 2), Ü xxx, - 
这 里 de 表示 一 个 十 位 数 ,其 个 位 数码 为 *, 十 位 数码 是 1. TUE. 


(19.2.16) 成 为 {ojUL9, 19]， 且 这 个 PBD.C{3}3 1; 21) 的 诸 特 
出 区 组 大 
lo, 0, 10}, 
de, 3, 13}, 
da, 6, 16}, 
{os 9, 19}, 
再 者 , By 中 的 诸 区 组 ,由 (19.2.15), ， 
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1e. 1, Il}, 
ie, 4, 14}, 
fo, 7, 17}, 


jo, 2, 12}, 
fe, 5, 15}, 
{os 8, 183, 
(19.2,17) 


{0, 4, 5}, 10, 14, 6}, 10, 15, 16}, 
f10,4, 16}, {10, 14,15}, 440,5, 6}, 
{4, 15, 6}, 114,5, 16}; (19.2.18) 
Ba 中 的 诺 区 组 ,由 (19.3.14), 是 
{3,6, 8}, 13, 16, 18}, 
(13,6, 18}, 113, 16, 8], (19.2.19) 
类 似 于 得 到 (19.2.18), >, By, HER S 个 区 组 ， 而 类 似 于 得 到 
(19.2.19), 每 一 By Gail) 都 有 4 个 区 组 . 这 些 区 组 连 
IHREN DCEEC19.2.17) 8.3 X8 9 X 40810 5 70 7, "E 
这 个 (70, 21, 10, 3, 1)- 设 计 的 全 部 区 组 . 
灵活 而 巧妙 地 利用 这 些 定理 就 可 以 得 到 (85, vors 3, A)- EVE 
存在 的 一 个 篇 单 明朗 的 充 要 条 件 , 这 就 是 下 节 要 讨论 的 内 容 . 


§19.3 三 连 系 存在 的 充 要 条 件 


在 $ 12.4 中 已 经 证 明了 ,存在 (2 r，3，1)- 设 计 的 必要 条 


件 是 
ere 3, ale — 1) = 0(mod 2), 


pfe — 1) = (mod $); (12.4.2) 
JFH BIB, (12.4.2) 实际 上 也 是 在 在 (5, vsr, 3, 4) 设计 的 充分 
条 件 ， 那 里 还 还 诺 将 在 本 章 纵 出 这 一 充 要 条 件 的 详细 证 明 。. 现在 
就 来 履行 这 一 诺言 。 为 了 证 天 条 件 的 充分 柏 , 还 需要 几 个 引 理 . 
引 理 19.3.1， 设 K, = (3, 4，6}。 如 果 
u z3,u22(0 Ñ 1l(mod 3), (19.3.1) 
MY s € PBCK,, 1). 
证 明 ， 由 定理 19.1.4 知 ， 


(€ 7,03), X 628 3, : 2 2(mod4), (19.3.2) 
因而 
8€ Tí((3), Æ Hn, n2 3, (19.3.3) 
叉 因 在 让 2 阶 拉丁 方 , 故 
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2€ T,(3); (19.3.4) 
Hi 19.3.3), (19.3.4), M PE 19.1.5, 有 


7n € TOL E Hrn, n 25 3, (19.3.5) 
(19.3.2) 81 19.3.5) 0H 
t€ T3), Bee, (19.3.6) 
15619.3.2) 
3€ TG), (19.3.7) 
AL Ky = 13,4,6}, & 
3,4, 6E PB(K,, 1). (19.3.8) 
Fay BH 12.4.2 和 例 12.4.3 知 
7,9€PB(Ki, 1). (19.3.9) 


1(19.3.8):81(19.3.9), REH (19.3.1) rH E. s > 10. 的 < 来 证 明 这 
个 引 理 。 下面 假 设 s 29 10, HS «(3 xw ww 0 RK 
l(mod 3)) Bear, Xf (mod 9) 的 各 种 可 能 性 选择 适当 的 4 和 上 + 
如 下 : 


u == O(mod9}, g= 0, € -5 (19.3.10) 
u= i(mod9), q— 1, (Mi (19.3.11) 
u = 3(mod 9), g= 0, £ -5 (19.3.12) 
u sm 4( mod 9), q—1,! =A l, (19.3.13) 
uc 6(mod9), 9 = 3,1 = 7 3, (19.3.14) 
u=7(mod9), = 4, t Tt, (19.3.15) 


则 2 <cow Fe =O RR l1(mod3). 今 取 了 一 3 来 应 用 定理 19.2.3: 
535(19.3.30) 81(19.3.12) , FE (19.3.8) 和 £6 TO) G2), i 
u=3e€ PBCK, 1); X4 (19.3.10), (19.3.13) , (19.3.14) 08(19.3.15), 
分 别 有 
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anlag, ADi aa, * Abs, tot 2s, 
3 : 3 3 
从 而 由 (19.3.3) 和 (19.3.6) 分 别 得 
Len) (3)， 
STA ETG) eT) 
IN dtr RU 
u=3. 7 3 “二 +1 
€ PB(K,,1) 
w— 3 wx —4 
u=} 3 +3, #=3 —3 74 


由 归纳 法 原理 , 引 理 证 毕 . 

3| 19.3.2, i$ K,.=—13,4,5,6,8, 11,14}, #23, Wl 
#€ PBCK,, 1), 

WEBB, A KCK o He S| 19.3.1 Set s = 0 BE (mod 3), 
AS THRU. dg K 知 , 本 引 理 对 合 

3a < 16 (19.3.16) 

AJ e (aki, 对 # 217 可 以 不 再 用 引 理 19.3.1 而 得 另 一 处 理 ， 
今 对 不 同 的 # 值 如 下 地 选择 g, s, 2 诸 数 的 信 : 

NM u = 17 We g IE, se 4,743 

M4 18 xac 20 Bh, g = u —15,5—3, 1 一 3; 

Mow = 21,22 Bg =u — 21, s= 3, t= 71i 

NI a = 23 Wie g = 3, s= 4, 2= 55 

MP 24 5 4 — 28 Wi g =u — 21, := 二 3, tH 7; 

M4 4 = 29 Ri g= 1,54, 1:275; 

XQ 30 xDg 36 BLE g = 4-27, 5 = 3, 2 = 9; 

4 32 «444 时, 选 g = 4 —33, — 3, :— 11; 
suse 50 We gma 39, «= 3, = l}; 
> 51 t,d g d q = (mod 12), 


"n 
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Zag E lA, : Seps 4 m 3, (19.3.17) 
i EX ie 
uc std 4, 
$,5 + 1€ PB(CK,, 1). (19.3.18) 


当 r= 4,5,7,9, 11, 13 时 ，# É— EBORE (€ TD, JA 
fi re T.(3), 2€ T3). 24 w = 51, 52, 53, 54, 55, 56 f, pH 
(19.3.17) , 分 别 有 q—3,4,5,6,7,8, 故 

u-—dq 


i= 


> g; (19.3.19) 
Mp a 2957 时 , 因 og 04, RECIS.3.19) 仍 成 立 ， 由 于 # 一 9 二 
O(mod 12), #2 = te O(mod 4)， 从 而 定理 19.1.4 给 出 4 
T,(3). ARIER T f EER- t, 
1€ T4G), (19.3.20) 

著 乍 对 = 用 归纳 法 来 完成 本 引 理 的 证 明 . (19.3.16) 是 归纳 法 的 基 
HARI: E PBCKz, DG es 16), Bulb Ru(19.3.17) , (19.8.18), 
(19.3.20) 知 3««« 50 时 ， 本 引 理 成 立 ， 因而 te PB(K,, 1) 
(3«::«:50), AUER (19.3.17), (19.3.18), (19.3.20). 4, 4 
3« u3-504- 3-153 ib SRY, Ai 2€ PB(K,，1) 
(3<.155 153), HUH, 逐次 推 由 使 tE PBK, 1) 的 1 ELE 
相应 的 * 值 的 区 间 为 
303-153 +3 — 462, 3512 3 «1389 +3 — 4170,---, 
3« ux 3-4622-3—1389, 3 tux 3 « 417043 = 102513, *, 
后 一 行 区 间 覆 六 了 3 su < oo. Wu". 

引 理 19.3.3, ves H»c 18 3(mod6), Mle € PB((3), 
1). 

TERR. v = 3 的 情形 是 平 岂 的 ,以 下 设 v3, S 

i E p= tl, 
Seti, Fem H3, 

于 是 v= le +1, [H a= 0, 1(mod 3), Heh 51 19.3.1 知 
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EE . u€ PB(K,, (19.3.21) 
0244), (12.4.8) 81 (12.4.16) 411 a l 
7,9,13€ PB.((3), D, (19.3.22) 
这 是 因为 在 这 些 三 连 系 中 ,可 选 定 任 一 Igi 628 db, REEL ARA 
定 元 的 诸 区 组 就 是 一 组 平行 集 。 关 为 
.3 二-=7,2.4 二 1 一 9,2.6 十 1 二 ,13， 
BOTETE 19.24 Ha e 3, K =K, i ea" = 1, K={3}, 
Aye c 
ec i em 2u + ie mida 1). 
ux. 
8150 19.34 Ev3HezoWp 1904 3), Wy: 
v € PB({3}, 2). ES 
证 明 ， 容 易 构造 出 一 个 (4 ;3, 2)- 对 称 设计 ， 
- {1, 2,3}, 41; 2,4}, 11, 3, 4], {2, 3,4}. 
这 就 是 说 ， i 
:A€PB((31, 2)... —- (19.3.23) 
RICE REMIS ON, 6,5,3; 2)- 没 计 : o  .- 
o £1, 2, 3}, £4,.2, 445 {1, 3,.5},... = 
{1,4, 6}, {1,5, 6}, 12, 3, 6}, 
{2, 4,5}, (12, 5, 6}, (3,4, 5}; 
3,4, 6}. 
这 就 是 说 ， 
6€ PR({3}, 2). Do (19.324) 
由 引 理 19.3.1, vE PB(K,,:1), 在 定理 19.2.1 中 取 K = K,=—{3}, 
Ae 1, K= {3}, 4 一 2 ， 则 由 (19.3.23) 和 (19,2.24) 推 得 
vE PB({3}, 2). 
引 理 19.3.5, 25 v 23 H. s= 1 (nod 2), W 
. v€ PR((3), 3). 
EW. id os 
#973 « 


v= u +l, acl, (19.3.25) 
“4 wee 1, Ale = 3 时 ,在 在 平 几 的 (3， 3, 3)- 对 称 设 计 ， M “= 
2 ie = 5 Bt, 
{0, 1, 4), (0, 2, 3} (mod 5) 
是 一 个 (10, 5, 6, 3，3)- 设 计 的 基底 ，Z， 的 加 群 是 该 设计 的 一 个 
自 同 构 群 。 因 此 ，3, 5E€ PB({3}, 3), Fi iE « m3, 
出 引 理 19.3.2, 
u€ PB(K,, D), u 223, (19.3.26) 
在 定理 19.2.4 RR m — 3, K = Km 13,4, 5,6, 8, El, 14}, 
Vat, Km {3}, 1 —3, B 如果 
7,9, 11, 13, 17, 23, 29€ PB,({3}, 3), (19.3.27) 
Wl] » = Zu + 1€ PB((3], 3). ' 
因为 7,9,136 PB((31, 1), 7, 9,13€ PB,({3}, 1), 把 
(7,3。1)- 对 称 设计 ,(12, 9, 4, 3,1)- 设 计 和 (20, 13, 5, 3，1)- 设 
计 中 的 区 组 各 重复 三 次 可 知 
7,9, 13€ PB({3}, 3), (19.3.28) 
在 定理 19.2.4 中 取 m= 3, K — 131, à — 3, ESOS 
5€ PB({3},3), 2-3 +1 — 7€ PBCO], 1), 
M . 
11€ PB({3}, 3), (19.3.29) 
X% TiEHH 17€ PBA{3}, 3), BEM 
1G, J) (mod 4), #(mod 2)} 
上 构造 一 个 (14,8, 7、4，3)- 设 计 ， 可 以 直接 验证 , 诸 区 组 
{C0, 53, CL, 50, (2, 00, (3, ds} }, 
b, t b+ h + h = Omod 2), 
{G,0),G,1),07,0,0', Dor m, 
组 成 一 个 所 需要 的 设计 , 故 8€ PB({4}, 3)， 在 定理 19.2.4 RR 
m=3, 4—8, K' = {4}, V3, K- (3), 2 — 1, Wg 
8€ PB((4), 3), (3 一 1)4 十 1 一 9 和 (19.3.28), 推 得 
17 = (3 — 1)8 + 1€ PE), 3), 


27m 


在 定理 19.2.4 PRR m — 3, u= 11, Ki = {3}, i = 3,K = 
{3}, av = 1, Whip (19.3.28)30(19.3.29) eS 
23 = (3 —1)11 + t€ PBCGG), 3). 
为 了 证 明 29€ PBC(3], 3), 首先 在 集 (o0) U[0, 12} 上 构造 
一 个 PBD({3, 4}; 35 14)， 可 以 验证 ,以 下 诸 区 级 
{1, 2,6, 12}, {2, 4,11, 12}, 
foo, 1, 3, 9}, {2, 5, 6} 
在 Zu 的 加 群 作用 下 所 产生 的 全 部 区 组 组 成 一 个 所 需 术 的 设计 ， 
这 就 是 说 ，14E PB((3, 4}，3)， 在 定理 19,2.4 中 取 m = 3, u = 
14, K' = (3,4), 3 K — {3}, 1, WA 19.3.28) 
和 14€ PB((3, 4), 3) 推 得 
29 — (3 — 1)14 + 1€ PB,((3), 3). 
至 此 证 明了 (19.3.27) 成 立 , 从 而 引 理 证 毕 . 
引 理 19.3.6, Æ o> 3, MJ ve PB({3}, 6). 
证 明 。 首 先 证 明 几 个 特殊 v 值 的 情形 ， 若 * 是 GF) 的 原 
WR Ma! tO Sf l FR—(56,8,21,3,6)-E HIE, 
其 一 自 同 构 群 是 GF(8) MH, 8 € PBC{3},6), 
Mb y= 14 LR Se 1o0}U[10, 12]， 由 定理 12.3.1, 以 下 
诸 区 组 


(mod 13) 


{1,3,9} HERR, 

{2,5,6} BEAR, 

fco, 1, 12}, foo, 3,10}, foo, 4, 9} 
是 一 个 (5,14, r, 3, 6)- METEO RE , 因而 是 一 个 PBD({3}; 6; 
14) WAR, Zo 的 加 群 是 该 设计 的 一 个 浴 同 构 群 。 因此 ，14 
PB((3), 6). 

男 一 方面 ,由 引 理 19.3.4 50, 3, 4, 6€ PBC{3}, 2), WAHRE 
| 38 19.2.2 4], 3, 4, 6€ PB({3}, 6), 由 引 理 19.3.5 4]. 5, lle 
PB({3}, 3), 3& 5, 11€ PB((3), 6), 

EIE, . 

3,4, 5, 6,8, 11, 14€ PB(13), 6), (19.3.30) 
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在 定理 19.2.1 A. K' = K, = (3,4, 5, 6,8, 11, I4], A 
1, K= {3}, = 6. 那么 ,由 引 理 19.3.2 4p, 24 9 3 kf, 
v€ PB(E,, 1), Big 19.2.1 380 (19.3.30) 知 » € PBU}, 6), 
现在 已 作 好 了 证 了 明 下 述 量 要 结果 的 ~ 一切 准备 工作 . 
定理 19.3.1, 存在 (B85 ?3,4)- 设 计 的 充 要 条 件 是 (12.4.2) 
RM. 
证 明 . 由 本 市 之 首 的 解释 可 铝 ， MERAH (12.4.2) Rus 
分 性 .下 面 就 来 证 明 这 一 点 . 
.假设 条 件 (12.4. 2 满足 ,那么 有 以 下 四 种 情形 .， 
A Ase ti(mod6), Me = 1 Be 3¢mod6), (19.3.31) 
E Agmck2(mod 6), Whe 0 BR l(mod3), (19.3.32) 
Æ im 3(mod6), Jl] o = lfm 2), . © (19.3.33) 
Zi 2 = O(mod 6), Alo ee, - E (19.3.34) 
对 情形 (19.3.31), H15138 19.3.3 4d, ve PB((3), 1), 再 由 定理 
19.2.2 的 系 2 XJ, ^v€ PBCO3], 4). 对 情形 《19.3.32)， 由 引 理 
19.5.4 41, »€ PBC{3}, 2); 因此 时 214、 故 簿 由 定理 19.2.2 的 系 
24] vecPB(3), A1), b AE 3E (19.3.33), H E 38 19.3.5 Ap 
vE PB((3], 3); 再 因此 时 312, 故 四 定理 19.2.2 WR 2 4D v € 
PB(13], 4). X(19.3.34), HEIE 19.3.6 知 we PB({3}, 6); 再 
因此 时 514、， 歼 由 定理 19.2.2 的 系 25] ve PECS}, A) E 
XR.BIfgoESB. TEE. l 
.这 个 定理 是 Hatani™ 在 1961 年 证 明 的 ， 此 前 仅 有 些 局 部 的 
‘eR. Un. Kirkman 在 1847 年 以 及 Reiss 在 1859 年 独立 
地 对 4 一 1 即 Steiner 三 连 系 的 情形 得 到 了 证 明 .。 Bhattacharyat 
对 4 二 2. 即 他 称 之 为 “二 重 三 元 组 ”的 情形 得 到 了 证 明 。Hanani 的 
证 明 并 不 依 束 笠 上 述 诸 位 作者 的 工作 ， 也 不 依赖 于 Bose 的 直接 
‘ABR AEN. 例如 , 在 证 级 定理 09.3:1 所 用 到 的 一 些 引 
理由 的 结 时 , 本 可 由 定理 12.3.2, 定理 12.3.3 导出 ,但 末 用 它们 而 
Hi Hatani 的 统一 的 递归 方法 很 自然 地 使 问题 整体 地 得 到 了 解决 。 


ES 


1 


对 不 一 4 的 情形 ，Hananial 证 明了 一 个 与 定理 19.3.1 BM 
结果 : 
定理 19.3.2， 设 v 24, FE (b, vsr, 4, ARWR ER 
件 是 EE 
te — 1) = 0 (mod 3), 
dele — 1) = G (mod 12), 
&—5 的 情形 同 &— 3. 4 RETE, AMER CERT 
W.S.Connor Jr, [1], H. Hall 和 W. S. Connor (LI AGE (b, 
15, r, 5, 2)- VR YF. .但 是 ，Hanani 证 明了 这 只 是 唯一 的 例外 , BT 
有 
. 定理 19.3.3, Be 5H (Ce, &, à). = (5; 5, 2» 存在 
(b, v, r. 5,4) -KU MEARE G 1 
A(v — 1) s= 6 (mod 4), 
Av(v — 1) = 0 (mod 20), 


$194 [n] A WRAY (2, v, n, R, A) GR VUHE OR BER 


WB ERR (2, v. ro 3, 4)- 设 计 的 存在 性 问题 ,对 可 分 解 
的 CB, vs ra k, 4)- 设 计 的 存在 性 问题 并 未 触及 .由 例 11.1.3 可 
知 , 存在 可 分 解 的 《35, 153, 7, 3, 1)- 役 计 ， 对 一 般 的 参数 v, 
rsk, 2, 可 分 解 的 (b. v. raks 办 -设计 的 存在 性 问题 是 一 个 很 
困难 的 问题 。 下 节 将 要 介绍 一 些 很 强 的 结果 . 本 节 的 任务 就 是 为 
其 作 准 备 , 有 四 方面 的 内 容 , 现 分 述 于 后 ， 

第 一 , AR, CTV AYERS (8, vir A 2 -设计 窗 
切 相关 为 此 ,首先 证 明 有 关 这 些 参 数 的 一 些 简单 结果 .> . 

BIH 19.4.1, MRE (b, rors k, DRM 


r—l= 0(mod(k — 1))5 (19.4.1) 
| «(o — 1) = mod — 1). — 9.4.2) 
证明， 假定 存在 G ork 1)- 设 计 。 由 《12:1.2) 即 得 
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(19.4.1), pp C12.1.2) 80(12.1.3) 40 
= vir - — ZD, 
&&—1) 
VOCE (19.4.2), WERE, 
引 理 19.4.2, 如果 存在 可 分 解 的 (uo, n, k, 2)- 设 计 , 则 
v = 0 (mod Å), (19.4.3) 
TER. DOS —PRDLAHEEBU CA, v, 7,4, 2) VETERI EET 
^v HL ARJBZE SJDCAR S JE BA (19.4.3).. 证 毕 . 
3m 19.4.3, WREATH] (5, vs r+， 万 ,1)- 设 计 , 则 
y = k(mod &(& — 1)). (19.4.4) 
TR. SEE WOM (bs rsrs ks D-i. A (19.4.1) 
和 (19.4.3) 可 分 别 写 为 l 1 
v = k(mod(k — 1)), 
y = kK( mod Å), 
Ma ged(&, k — 1) — 1, SCR CI9.4.4), VERE. 
SELA PER. 
PB(K):= PB(K, 1), 
R: = {e| 有 Br 使 可 分 解 的 (5 (A — De + 1, 
rk, 1)- Wi FE}, 
B*(k):— iv| Ab, r PATON (4, 0,7, ks 1)- 
设计 存在 }， 
KHL K JÉEHUE ER SOCCER TIE CREAR MMR, PBK, 1) 已 在 $19.2 
之 首 说 明 ， 
第 二 ,关于 PBK) 的 一 些 结 果 . 
引 理 19.4.4, 
(1) K & PB(K), 
(2) E K G Ka li] PB(K,) € PB(R;), 
(3) PB(PB(K)) = PB(K), 
证 明 . 首先 证 明 (1)， 设 ROK, AR SP2AESHP RCH, 
则 29 = 45] 就 是 基 集 5 上 的 一 个 PBD(K; 13 4), £€ PB(K), 
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ER—iIBESdA—SOUÓHE, Wo — {3} 可 以 理解 为 基 集 3 上 的 
一 个 PBD(K; 131), BOS 中 一 对 元 也 没有 . 

结论 (2) 是 PB(K) 的 定义 的 直 按 推论 . 

现在 米 证 明 (3).， 申 (1)，PB(K) C PBCPB(K)). FHER 
PB(K) D PR(PB(K)), 设 we PB(PB(K))， 在 定理 19.2.1 HR 
一 4 二 1，K' 一 PB(K)， 且 那 时 的 臣 就 是 此 处 的 K, M kE 
的 条 件 满 足 ， 内 此 ，*E PBCK). TERE. 

WEEER K PBK) 一 天 >、 则 称 天 是 一 个 PED HRR 
简称 为 团 集 .全 部 正 整 数组 成 的 集 N， 只 由 1 组 成 的 集 (LT 都 是 
闵 集 的 例子 .由 引 埋 19.4.4 的 (3) 知 ,对 任意 的 正 整 数 集 T,PBCT) 
MEHE. 

第 三 ,关于 R 的 一 些 结果 ， 

BI 19.4.5, AAT (B, v,r, k, 1)- 设 计 , 则 = 可 
RA v= (h—- le +l, Hes 

c= l(mod Å}, * (19.4.5) 
因此 ,着 cE Ry, Me C19.4.5). 

证 明 。 由 引 理 19.4.3, 

vk n1) 1 1, 
FP e= tl, WA r= (k lje +1, He&«19.4.5).. Wt 
毕 . 


由 此 立 得 

X. RR) = (CK — De + Mee RF}. 

RI 和 一 类 特殊 的 PBD 有 着 很 密切 的 联系 

定义 19.4.1， 设 2 EERS 上 的 一 个 PBDC(R H- 1, 5 L; 
ko), 4ewk +i, MRS 中 了 答 有 一 全 区 组 的 容量 是 
!， 其 它 区 组 的 容量 都 是 A+ 1, MHRA PBDC{A + 1, 23515 
ket 1) 是 一 个 完备 可 分 解 的 《二 ORI BERA : 的 那个 区 
组 称 为 无 穷 远 区 组 ; 当 # 二 外 十 1 时 ， 此 时 的 PBD({& + 15 l; 


kt 1) 也 称 为 完备 可 分 解 的 (,)- 设 计 , 而 把 任 一 固定 的 区 组 
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可 和 分解 设计 同 完备 可 分 解 的 (Ay) ZA AA A 
限 仿 射 平面 和 有 限 射 影 平 面 之 间 的 关系 ,. 这 在 下 面 的 引 理 及 其 证 
ARR ase (RA. 

5138 19.4.6, «c RF 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 完备 可 分 六 的 
Ck, 1+)- 设 计 . . ^3 

证 明 ， 首 经 证 条 件 的 必要 福 . 设 +e RR, HOS 是 以 

(GG — 01: 1) 

元 集 S 为 基 集 的 一 个 可 分 解 的 (4, (和 一 IJ + 1, n, ke Dp 设计 。 
令 


Be: = {0 , 6), «+: DE 
*: = $I) Bo 
d$. S 9 n d. AA 的 平行 区 组 入 的 个 为 ， f; 此 时 
ri, Hi B 的 :个 平行 区 组 化 为 B, Bn ++, Bi W 
B*; = BUI6], —E) Besse, (Qouixi), 
A*t: = {B*| Be BU {Bat 
THARE £87 sR S* 十 的 一 个 完备 可 分 靛 的 (R, £)- 
设计 IDE z 
下 面 证 明 条 件 的 充分 性. 设 3575 是 以 etl) 元 集 S 
为 基 集 的 一 个 完备 可 分 解 〈K， 仆 -设计 ,其 无 穷 远 区 组 为 
Bo = 15,83, +++, 8}, 
Hd [1, +] 中 任 一 正 整数 。 WE seS Ba dE 6 中 
都 恰 有 一 个 容量 为 A+1 的 区 组 同 时 包含 * 和 as ; 记 此 区 组 为 
Bh. "isti, B;* 与 B; 已 有 公共 元 s， BONER ASCE 
公共 元 ,因而 
(NNN = By I«ióisr 
这 样 一 来 ， 


JU si =| 0 @anunutd| 
o n = ke Des), c5 (19.4.6) 
Hes EBM, Bit, o. RES 中 同 S* 中 的 其 他 元 恰好 各 相遇 一 
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Kk. AU BARKER AAS « 由 此 得 知 ， 对 BN B.) 中 的 
任 一 区 组 B'* 都 有 et 
.|B^nB.-—1. - ca (19.4.7) 
> 
Si = SAB., 
B: = B(B*) = ENG BL ), 
o B EBB, 0 > 
Bis ABBY c BN BL +, a € p'*),. 
1 . . 
B: (BURAB E BNL n. > 
于 是 ,由 (19.4.63。13 |, Gr 1; 由 (19.4.7]。， HE ET 
还 可 直接 验证 , 4 是 以 S 为 基 集 的 一 个 可 分 解 的 . (5 (有 一 
Ie lie, ks DRY, Bi Asics) BH: PTR, 


sm 6 SADE Dy os ue, 


现在 已 能 证 明 将 在 下 一 节 起 重要 作用 的 一 个 结果 。， 

SE 19.41. RT AE RD PB(RT)- RE . 

EW. B15158 1944.4 2. (D. REG PBCRE). . 个 面 来 证 基 
RF2PRCRE), Wt s€ePB(ORD, E 绍 ee sce 5 . 工 的 一 个 
PBD(RE; 1; v), 对 任 一 Be 9, AUB ERR ni 
19.4.6 Xi, EP eR CALL B Dio dd 7 

Sp = (B X[k, 4])U 18], 
则 TN = kB’ | T3. X B= = fai, H3, *7 7, PER CE ae 是 在 基 
S Sw .上 的 一 个 完备 可 谷 解 (k, |B’ ME AM 可 设 
By 的 无 穷 远 区 组 为 
ECT 1), (aa; Lye, Cas Dh 
包含 元 6 的 区 组 ,由 引 理 1954.6 的 证 明知 其 个 数 为 FELD. e E 
(0, Ceis 1), Ca, 2), sla, h DE rx 

4 By 是 由 By 中 删 去 含有 9 的 庄 区 组 和 无 穷 远 区 组 局 

余下 的 区 组 所 组 成 的 得 ,县 m 


* 


0$: 9 (S x D, AID U LO}, 
Bo: = d(a. jae sS}, 


Gy: 448, (a, 1), (2, 2), 00+, (a, ila € S), 
eB: COGENTE c A IU (Bo PU. 
Bite RI, A E Gv 0) ARS 上 的 一 个 完备 可 分 解 (X， 


0)- 设 计 , ELL B. —— 这 只 要 验证 $ 中 的 尾 一 对 相 异 
元 恰 在 @B* 的 一 个 区 组 中 出 现 即 可 ， 设 {sa, 让 , (a', 仆 是 5 的 
一 对 相 异 元 。 当 acea Hi FRE. (2,7), (^, D) 内 包含 
E S6" By Bw 的 一 个 区 组 中 ,这 里 B ”是 包含 {a, a} 的 那个 
唯一 区 组 ， 当 a。 一 a Hiit, (Ce, D, (2, D) REE 
B* 的 BWP KB. 当 tee Hi ms = tit, f(a, 1), 
(4,1))]. RABE 567 的 B. H, P awe Aim pei, 
(Ce, i) (7, D). ROSE BH Se 的 一 个 区 组 中 ， 这 里 
B 是 包含 (a.a 的 那个 唯一 区 组 。 另 一 方面 、{6, (ea, D) 只 
出 现在 B* 的 区 组 B。 中 。 综 上 所 证 ， EHE 19.4.6 即 得 定理 . 
iu. 
第 四 ,关于 RA) 的 一 些 结果 。 UAT RSA 
一 个 蛋 要 结果 ,需要 Wilson” 基于 食 充 分 多 的 元 的 有 限 域 的 一 个 
特殊 性 质 . 1 
甘于 有 限 域 的 Wilson 定理 . 设 gmi 十 1 ih RR 
BOAR. GRC?) RR MARIE, e 是 个 正 整数 ,县 
4 . (19.4.8) 
Mik ete GF(4) 的 一 个 原 根 , 且 记 
7 Ch 
那么 SEHR F; 
t6, DI ss mier) — (Clo m — 1}, 
都 存在 有 限 域 GF(9) 上 的 元 有 序 组 Cass riu), 使 
a; — aj € F(a, 1) (19.4.9) 
对 一 要 60,0 Q xi Lir) RY. l | 
这 里 不 拟 给 出 这 个 定理 的 证 明 。 对 此 有 兴趣 的 读者 请 参阅 上 
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面 所 引 的 文献 . FR hs SEC uE BH 
2|3819.47, 4 ke2, 上 都 是 正 束 数 , 数 
4— KK — let (19.4.10) 
Fe SOR MA, H 
j kG ti) 
> (+ LC — 1)) ; (19.4.11) 
那么 kee B*(b), BD Be + 1e Rf. 


有 限 域 的 Wilson 定理 中 , 取 

m= Ekk 1, rkt, 
jC19.4.8) (E25 (19.4.11), id 
4 ;—liC, 0s hs 1}, 
How Ey 的 任意 一 个 名 元 子 集 。 这 总 是 办 得 到 的 ， 因为 ,由 
RIS], Kum, SRR 


{G, Diosc iiA) — v, 


满足 条 人 性 
Q) FH (G, Dii «is k)(1—1) HRS 上 ， 
(2) FÆ ((0, Nis i « K(1—1) 地 映 到 v E. 
根据 关于 有 限 城 的 Wilson =e. 存在 GRU) 上 的 一 个 (A+ 1) 
元 有 序 组 Cae, m, ttt 0). 
a; — a; € FG, f), — jQjUicisk. 
4 b:—a—aabsis d) U Diis, 
bj— b = ap at FG, f), 
i 
{6-4 )laqicjak} 
是 Co, Cy, e Cua 的 一 个 相公 代表 组 。 因 5€ F(0, )) (1« 
PA) WO ee, 
{gb 0m mE — dMOg"bhlosis:—lpedg 
$c 
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$: = Ü lanto cis 7 


则 ISI = ke, IGES] = 2 — ke 
A 
X: = {Cajla € GEC), 1x £x Aj. 
设 AGX, M u, ceGF(4), ld 
uA tet em (ud + cs lihe A}, 
A REEL SOR IIT STER WES C, ay r, ky D-RE, A 
E. 
B*: = (bdl i), 
Bs = {hyli Ssi l1«j«t. 
RE s 
EE = {ub* n€ GP(4)), (19.4.12) 
By: = Fy", B, ogis i; Disk (19443) 
By = BB. toc 
对 于 任意 hh CELLS ET, he hs Goh) BBE AGH A 中 
的 区 组 产生 ,而 A PRR AER SBR (Ah. n) ARAJ 
"(b b), «€GF(g). .. ^ (19414) 
FAT O5, — 5j, 9€ 0, 7 (19.4.14 SAREE GF(4) 的 每 个 元 恰 
好 一 次 、 第 7 类 非 零 纯 送 只 能 出 dE. pwn ghab, (ORI 
m — 1) 的 区 组 产生 ， 向 这样 的 区 组 所 产生 的 全 部 第 j SESE 
g"b(b. — bh), 0s Rel, bi A. (19.415) 


因为 m= SL, HC 


r 


pU ze LI. 
pM =p. L 


Fe, mt wae 
eb b, — b.) = — gib, Ur 一 Bb) 一 pons (ay 一 页》 
故 (19.4.15) 中 的 全 体 差 可 玫 为 ” * 


ebb — b), SIS dM, Di nm ick (19.4.16) 


UELLE 


因为 (5) — hil eim Rp CUI A xm 1) BUR 
异 代表 组 , 故 GrG 中 的 任 一 元 都 可 表 为 形 如 《9 16) 的 
恰好 一 个 盖 。 

GH GF) 的 加 法 各。 BA C 中 国定 aB* 不 变 的 子 群 
是 单位 子 群 ,固定 22,8, 不 变 的 也 是 单位 子 群 ， 由 定理 12.3.1, 
B = A, UA 是 一 个 (5， a, rs k, 1)- 设计 的 一 个 基底 ,而 | 


#: = U enhn, Feo oi 


UfuB* + cla, c€ GE(4)]) 
REX LA tA, gkir, &, 1)- 设 计 , 这 里 
-hD ,Rl 
k—1 k—1^ 
现在 来 证 明 B 的 可 分 解 狂 . 对 每 一 c€GF(D; > 
8 = U (g"!5;B; todos n) 


isi 
U {uB* + clue GFU@)\S}, | 
KB, SME MAA. M res, 令 
Bi; = (sB* + @|c € GF(q)}. 
ee 不 同 的 两 个 B. 无 公共 区 组 ， 不 同 的 两 个 
， 死 公共 区 组 ， 一 个 B 和 一 个 B, 世 无 公共 区 组 ,而且 庙 
S. RR S, 都 是 平行 区 组 入 这 就 是 说 ， B 是 可 分 解 的 ， 证 
S. 


为 了 证 明 有 关 B*(À) 的 另 一 个 结果 ， 需 要 重担 $ 08.6 的 末 
尾 叙 述 过 的 一 事实 : SE-B AS 2， 都 存在 常数 ,使 得 当 
a> 机 时 ,就 一 定 存在 含 下 个 拉丁 方 的 正 交 拉丁 方 组 . ”用 正 交 表 
的 语言 来 说 ,就 是 看 在 常数 Le 使 得 当 no Li 时 , MEPE 
RE of 列 的 正 交 表 OAC, 2). PRRRWI SK, 就 是 存在 
常数 La, EBA o> La, 时 ,就 一 定 存 在 机 截 系 TA, n). 
引 理 19.48, 3 天 2 BG ve BR), H v> Lan, W 
ke € B*(4). a 
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TEA. i» 满足 引 理 的 条 件 ， 则 存在 一 个 模 截 系 TA d, 
r). dx Go, Gites, Gy ERRERA ANER, a i=, 4c, 
Ao) HARRAN v^ DARRAR. © 5: = GiU GiU U Gi 
于 是 151 一 Kv， 对 于 每 一 个 ell, 41, Bi v € BR), MA 
BO RER G 上 的 一 个 可 分 解 的 (4, 0,7, 4, D-k, KB 


v(v 一 1) eo : 
ó = = [t 
kKR—D'/ Roy BU BO RRO RAR 


解 式 为 


BO = BOY BP UB, 
id 
Bp [= {B PSs kh dej«r. 
KH 2€ Goa id 
ea {ANSIs EA, AEI 
4 


B: = (U.%,)u(U A), 


由 于 GAG = BG 31), BY d& G, 上 的 一 个 可 分 解 设 i. 的 ~- 
个 中行 区 组 全 KALE i{1 <i<r), 8, 中 的 诸 区 组 构成 集 
3S 的 一 个 分 解 。 HARRAREN, a. 中 的 请 区 组 也 构成 5 
的 一 个 分 解 。 设 As, np 是 8 的 任意 一 个 二 元 子 集 。 如果 a, ef 
Ge EBA, in, n) 在 绑 的 恰好 一 个 区 组 中 出 现 , 这 个 区 组 就 是 
BO Pa s 和 s 的 那个 区 组 ， 如果 4€ Gi at Gli i), 


那么 由 模 夫 系 的 性 硕 可 知 ，{%,s} BEE D) or 的 一 个 区 组 
中 出 现 . BAA 8 MEARS 上 的 一 个 可 分 多 O, v 
rk, 1)-Bit ep o= fO — D, LL Ee — 1 因此 ,定理 的 


(k—1)' 天 一 于 
结论 成立 . E, 
Mb p= (k = Dec i Bh, Ke (4—1)(ke 1) +1, dX 


有 
X. E c€ RI, HDA, M &c + 1€ Rr, 
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$195. 可 分 解 的 (Po v, r, ky -设计 


有 了 上 节 的 准备 , 更 在 已 有 条件 来 讨论 关于 可 分 解 的 (8, w， 
* Aa 1)- 设 计 的 存在 性 的 Ray-Chaudhuri 和 Wilson 理论; 只 是 
还 须 给 出 纤维 的 报 念 和 引述 一 个 关于 纤维 的 Wilson 定理 。 

设 玉 是 由 一 些 正 整 数 所 组 成 的 集 ， 有 限 或 无 限 不 论 , … 令 
K:c-dÓk(k— DIRE Kj. ACK) id. K' th REIECTA 
BL, BI PCK) = ged{ A(X — 1) RE Kj, 

定义 19.5.1. 12 f Be mod (K) 的 一 个 剩余 类 ， 若 了 满足 条 
件 : 至 少 存在 一 个 《< 大， 使 

R= f(modBCK)), © s 
URR ROS f ERK WRB. F f 是 K 的 一 Tm HFE 
常数 et = elf), & 
{ely Be, vm f (mod B(K))} € SK, 

则 称 纤维 f 是 终结 完备 的 . 

Wilson: 2 曾经 证 明了 一 条 很 有 用 的 定理 ， 

关于 纤维 的 Wibon EH. BRET, Mm —H 
维 都 是 终结 完备 的 . 

这 里 不 氢 给 出 这 个 定理 的 证 朋 ， RRL 
5| Wilson Jit ox. — 

现在 来 证 明 本 节 的 IY IMS HEN. 

定理 195.. BAS? 

Q) zi 218, W siR? =k, He (mod) 2S RË 

的 一 条 纤维 ， 
(2) 车 24k, Wü a(R) = 25, 且 剩 余 类 1, &+ I(mod 2£) 
WER RE 的 纤维， 
. 8A. Hal 19.4.5, HERA CORT, HH lete — D, dix 

AIGCRE). —— Soo (19.5.1) 


m 2|c(e 一 1), 故 
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ZIRIA (19.5.2) 
下 (19.5.1) 和 (19.5.2) 知 , 当 244 Bt, e mE 

2A |&CRT), (19.5.3) 
记 am ARD, gu 8(R#) mak, RE RE Hkc 


m"———— De 
SEERA RES OI Bi. BEBE ARR 
Em oc 

C (ETAT Danie, we 2 des 

aat oy 0855) 


于 是 由 引 悍 19.4.7 RISUS 19-4. 8 的 系 ， AEE O90, 
(19,5.5) #1 mE 
kam + 1) + Le em + E LE RI. . (155.6) 
对 于 这 样 的 mm， 
PCR) en T » + DO + we 19.5.7) 
另 一 方面 ， ; 

(em t E Dis mt De (E DE nod AERD): (9.5.8) 
合 (19.5.7) 和 (19.5.8) 得 Rt RCA E D, E noue 
U z|k d (19.5.3) 
“KAU AIEEE IGEN = TARAR. Bëra- ASENA 

P. HK m0 (medp) A 

ss — D, p-1, 


placa — "I" mo 0 (19.5.10) 
EISE pt = 1(mod &C&K — 1)),- BB E 
= 一 li o 0c (195411) 


AH594. 720, SPE (19.5. 100 8] 282 KI n, 有 kle 
REL. 于 是 SORT) GP: 1), ATT 
Pla + 1), ll : (19,5.12) 
s 398 » 


m ow A 


但 是 ;019.5.11) 给 出 Re +L = ph n ke, fü PEG, B. pda t, 
5195.12) FR. Aik, = 无 奇 索 因数 ， 
当 2| 克 时 ,由 (19.5.9) 知 , = 是 奇数 .但 * MERA, IL 
一 A. 这 就 是 说 , 当 2] M. BORD — k. BH, 因 存 在 可 分 解 
AI (I, k, 1; 5, 1)- 设 计 , 这 就 是 平凡 设计 B = (5), eS 是 
aE le RI. BREH, MRA 1(mod 8(RE)) 是 RE 的 一 
条 纤维 . 因此 ,定理 的 结论 (人 1) 成 立 ， 
下 面 设 Lk. D ged(4R(R — 1), 2k(& — 1) +1) — 1, & 
由 等 差 级 数 中 素数 的 Dirichlet HB, EA 2R(& — 1) +1 为 首 
TA 4R(& — 1) 为 公 羡 的 算术 级 数 中 ,有 无 穷 多 个 素数 . 因此 ， 
有 无 穷 多 个 素数 4 形 如 
qg == A&(R — 1) + 28(R — 1) 4-1, (19.5.13) 
且 合 (19.5.5), HH51 8 19.4.7, 对 于 合 (19.5.13) A (19.5.3) 的 t, 
KE 2) + 1€ RE, S IBCRP) EGG + 2) G0(9 7 2) t 1), 
从 而 z2. 结合 (19.5.3), 得 8(RT) = 24, 
PRR l(mod P(RED)) 是 天 的 纤维 这 一 结果 前 面 已 证 。 余 
下 要 证 明 , 当 Ak WR kt {mod SCRZ)) 也 是 RI 的 纤 
Hi. A ged(2&( — 1), RR — 1) 十 1 一 1,， 故 由 等 差 级 数 中 素 
数 的 Dirichlet 定理 ,在 以 ACR — 1) 十 1 AR, A — 1) 为 
公差 的 算术 级 数 中 ,有 无 穷 多 个 素数 因此 ,有 无 穷 多 个 素数 9 É 
m 


q = 2&(& — 1 rc k(£— 1) +1, (19.5.14) 
BA (19.5.5), WFA (19.5.14) Al (19.5.5) 的 + 由 引 理 19.4.7, 
R(2e+1)+1¢€ RE, S-H, 


(Qe + 1)-- 19 RL = & + 1(mod 24), 
因此 Pe k+ l(modg(RI)) 是 RE 的 纤维 . GER. 
本 节 的 主要 定理 儿 乎 是 这 个 定理 、 定 理 19.4.1 和 关于 纤维 的 
Wilson 定理 的 直接 推论 . 
定理 19.5.2。 对 于 任 给 的 整数 k 2, ARETE c(h), fil 
得 当 vm) HIRE (19.14) 时, 则 有 可 分 解 的 〔2 2,7, 
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ot fe e(» — 1) : 
Bom M2 r = 
,1)- 设 计 存 在 , 这 里 KY KZ 
EB. HE 19.4.1, RE 是 闭 集 , 故 由 关于 纤维 的 Wilson 3E 
A, RI 的 每 一 条 纤维 都 是 终结 完备 的 。 SHH, AEB 
19.5.1， 当 2|& Rf, l(mod (RI) 是 R? 的 纤维 , 故 存 在 D, 使 
得 


lele = Di, c (mod &)} & RF; 
Sp 24k 时 ，1 和 & + d(nodg(RI)) 都 是 RE 的 纤维 ， 故 存在 
D, D, 使 得 

{ele = Di, c = Hmod24)} & RF, 

fele Ze Dı, c = & + (mod 24)! S RF, 
Alt, D = max(D,, D,, Ds), WAR RHA. RA 

{ele Z D, c£ l{mod 4)} & RP, 

于 是 由 引 理 19.4.5 的 系 知 本 定理 的 结论 成 立 、 证 毕 . 

下 面 介绍 有 关 可 分 解 的 《5，v， c. b. 1) 设计 的 一 些 历 史 和 
近年 来 的 发 展 情况 . 

在 问题 11.1.3 中 介绍 的 Kirkman 女生 问题 就 是 构造 可 分 解 
的 【35，15，7。3，1)- 设 计 的 问题 ， Cayley BRR HH RRR 
计 . Kirkman” 不 公 构 造 出 了 可 分 解 的 【12，9，4，3，1)- 设 计 , 可 
ARS (35, 15, 7, 3, D- Wit, rm Bim h T H M AY 
(7 0 — D o, TOL, q, JOH OTR se 
Jg 19.5.2 是 Ray- PME. 和 Wison!! 在 1973 年 发 表 的 ， 这 里 
的 证 明 以 及 上 节 的 准备 材料 均 采 自 他 们 的 论文 . 

当 R= 3, 4 一 1 时 ,存在 可 分 解 的 (0. v, ra 3, 1)- 设 计 的 
必要 条 件 , 由 《19.4.4) ,是 
| ? &: 3 (mad 6), : (19.5.1353 
这 一 人 条件 是 否 是 存 在 可 分 解 的 (2, v, r, 3, IRRD AGE 
的 问题 ,在 组 合 数学 的 历史 上 长 期 悬 而 未 凌 .直到 1971 年 ，Ray- 
Chaudhari 和 Wilson? 发 表 了 一 篇 论文 , 证 明了 条 性 (18.5.157 的 [ 
充分 性 ， 才 宣告 了 这 一 问题 的 解雇 ， 4 (4, 1 一 1 时, 条件 
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(19.4.4 4836 
v = 4 (mod 12). (19.5.18) 


Hanani, Ray-Chaudhuri 和 Wilson" 联合 证 明了 ， 条 性 (19.5.16) 
也 是 存在 可 分 解 的 (5.v,7,4, 1)- 设 计 的 充 要 条 件 . 

然而 ,并 非 对 所 有 的 《， 条 件 (19.4.4) MATE (CO, rar, K, 
SEAT Mp y ke 时 ,有 

= A = k (mod RC — 1), 

"T—: WEFTS AS CA RRR, R, 
)- XE, BLED & BEES SHSEE TEE, 则 一 定 存 在 和 阶 射影 平面 ， 然 而 定 
E 17.2.3 指出 :有 无 限 多 个 不 伟 :对 它们 不 存在 太 阶 射影 平面 

定理 19.5.2 所 断 襄 的 事实 有 是， 对 任 给 的 整数 R22, 4 v 36 
分 大 了 时 > 都 存在 可 分 解 的 (0, o, r, k, 1)- 设 计 , 即 条 件 (19.4.4) 对 
FEDRE e,r, k, 1)- 设 计 是 渐 近 充分 的 。 陆 家 义 呈 把 
这 一 结果 大 大 推进 一 步 ， 不 限定 1 为 1, 得 到 了 类 似 的 结果 , 即 

定理 19.5.3 (Rog SE"), HAERA AS 2, 4 之 1, 除了 


有 限 个 正 整数 + 外 ,存在 可 分 解 的 Gi v, Me =D, 4, 
1 六 设计 的 充 要 条 件 是 
”ed De (19.5.17) 


Re — 1) == 0(mod( — 1)). 

条 件 (19.5.17) chROBE— 1 HIT BEET AD RT 3 MERE 3 4 Rd 
十 分 显然 ， 然 而 , 它 的 渐 近 充分 性 的 证 明 却 非 易 事 ， 对 此 有 兴趣 
的 读者 请 参看 上 面 所 引 的 论文 。 有 了 上 面 介绍 的 定理 19.5.1 和 
19.5.2 的 证 明 过 程 , 对 理解 陆 家 载 的 论文 当 有 禅 蕾 ， 


5 196 Euler 猜想 (=): 阶 等 于 6 的 情形 


$ 18.6 中 已 经 指出 ，Euler 狂想 Nin + 2) — 1 (Oe SH 1 
Hir. HERBA T se 2 at PP(4 + 2) 2 的 证 有 明 ， 匡 指出 
Tarry 对 NC6) = 1 的 证 明 很 繁 元 , 而 把 Stpson 简单 得 多 的 
证 明 放 在 本 章 介 绍 ， 现 在 就 来 进行 这 一 工作 , 以 使 Euler Fi 


13$1 ^ 


到 一 个 | Be 整 的 处 理 ， 
Stinson 使 用 的 是 反 证 法 。 以 下 假定 
N(6) 22, | (19.6.1) 


并 由 此 导出 了 矛盾， 
由 定理 18.3.1 和 (19.6.1) 可 知 , 存在 集 [1, 6] 上 的 一 个 4 行 的 
6 阶 正 交 表 OA(6, 4), 由 此 和 定理 19.1.1 知 ， 存 在 一 个 模 截 系 
T«(4, 6). 

p 

Wi {si Sa, 7t he w= EPE TEREPE TIP 


W, = {sa 5. “fy fa], W, = (55, $m,» ttt’ 52], 


S = (5,5, 71. Sap. i 
Mik 多 :一 {Y S 6) 是 LAE «4b Em—TE 
MA. dd Bao = Wi Sis4), Buc —Y(0xie36), B 


Bi — [B| ix 40}, | 
那么 , 由 宰 截 系 的 定义 知 ， 红 BAR WW 上 的 一 个 PBD({4, 6}; 
1; 24)， 简 记 此 PBD 为 P， 设 FP 的 关联 第 阵 为 4 一 (6), BEI 
n b mE EB, 
0, 其 他 ， 
把 4 的 第 i FU BIN c;(1-9 s 9 24), RASS Vol F2) 
RARR. HE c 张 成 的 测量 子 空间 记 为 C. 于 是 ,有 
引 理 19.6.1, 


(1e&i« 40, Laja 


dim € < 20, (19.6.2) 

证 明 . 当 ow, te Vol F:) 时 ,以 《er w) 记 向 量 # 和 和 w (在 
GF(2) E) WAR. Mid Ct 为 C 的 正 交 补 空间 , 即 
C^ o (ul(u, c) = 0, —U) i€[1, 241). 

电 横 截 系 的 定义 和 正 交 表 的 性 质 知 ， 对 性 一 FE (1, 24], 5 E 

{Bs, Bo, --*, Bot 的 六 个 中 各 由 现 一 次 ;再 者 , 5 QFE (Bi, Bs, 

Bs, Bj) WPM IR, KA Co, e) 一 1(1 m i 24), 

4 i37 jj Bos Ms AER Bob sp 4) 中 出 现时 ， 它 们 

不 在 其 他 在 一 Bb: 40; 7!) rp Isl et H3 30, A Cer, 
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ql, 4 i Bej, BH s Ms ESRB) Bi 和 B, OS 
4) 时 ,它们 不 在 其 他 任 一 BAI S14; h, Rh) 中 
[SEA MÆ (Bs, Bs, --+, Bal 的 一 个 中 恰好 同时 出 A 
次 , 政 有 (ga, cj) = 1. fx EBD 

(oy es) = 1 (li, $24), 


于 是 ， | 
(cj, cj HF ci) 0 (1i, i, tx 24), 

这 就 是 说 ， . 

ctete C+ (1j, ia 
因此 
dim C+ = dim C — i, (19.6.3) 
另 一 方面 ， 

dim C + dim C+ = 46, (19.6.4) 


£4 (19.6.3) 0(19.6.4) (848 (19.6.2), HERE. 

WEA OARE 24， 而 由 这 些 列 张 成 的 ( 域 GF(2) 上 的 ) 向 
量子 空间 的 维 数 不 超 过 20, 故 这 些 列 之 间 至 少 存在 四 个 彼此 独立 
的 线性 相关 关系 .这 样 的 一 个 线性 相关 关系 可 以 写 为 

DD = 0, (19.6.5) 


ref 
这 里 , I 是 [1, 24K — TR. 记 2 — (lie 1), T A CI9.65) 
的 意思 是 


{By Z| = 0(mod2) (1s j & 40), (19.6.6) 
内 此 ， 对 这 样 的 Z, FRR {ZNB LSS 40} 是 基 集 z 上 的 
一 个 PBD({0,2,4, 6}; 15 IZ. 这 个 PBD Mft P 065—168 
HET PBD, HZ 叫做 5 的 一 个 侦 性 子 集 . 

很 明显 ， Will Wa, WUW: WUW ES 的 三 个 偶 性 子 集 ， 
省 且 它 们 产生 三 个 彼此 独立 的 线性 相关 关系 。 下 面 将 证 明 , 再 也 
没有 其 他 的 线 桩 相关 关系 与 这 三 者 彼此 独立 ， 从 而 否定 (19.6.1)， 
这 一 证 明 分 成 几 个 引 理 来 完成 ， a 

512 19.6.2, it z jEÉ— TRETE, 则 i 

|z| 2€ 8 H |Z} = 0(mod 4), (19.6.7) 
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WEBB. 把 PBI {0, 2,4, 65: 15 ZD 中 容量 为 i 的 区 组 个 

数 记 为 50 = 0,2,4,6), H 
by + b, +b, + bs, 40, (19.6.8) 
25, 4- AB, + 66-712), (19.6.9) 


Lr i71) 


b; + 64, + 155, = (19.6.10) 


由 订 算 区 组 的 总 数 得 (19,6.8)， 由 计算 庄 区 组 所 全 元素 的 所 次 状 得 
(19.6.9), 由 计算 诸 区 组 所 包含 的 二 元 子 集 的 总 个 数 得 (19.6.10)。 
由 (19.6.9) 和 {19.6.10) 消 去 5, 18 
1z1i(|21C— 8) 
8 


b, + 34, = 


因此 ,(19.6.7) 成 立 ， 证 毕 . 
注 塌 到 ZZ 是 一 个 偶 和 性子 集 的 充 要 条 忻 是 ，5\Z 是 一 个 个 性 子 
集 ， 内 此 ,不 失 一 般 性 , 可 设 AD 由 此 和 (19.6.7)， 
izl 28 X 12, 
下 面 首先 处 理 |Z] 二 8 的 情形 。 IZ) 一 8 代入 (19.6.8) 
—119.6.10), 18 
ġ& {= 12, 5b5—28, h =h =Ù, 
后 二 式 即 (Z084, 61 <i 40), Mitt |2NB;| 一 2 
(l<i<4), 因此 ,在 (B59 <i < 40) 中 ,有 12 个 区 组 与 Z 无 
公共 元 ,余下 24 个 区 组 与 Z 各 有 二 个 公共 元 。 由 此 可 知 , TRA 
{BAZ 1 40) 的 诸 区 组 的 容 最 为 4, 2, UT HEC 925 16 和 
24; fü dd S\Z 上 的 一 个 PBDĖ{2, 4}; 1; 16), idst PBD 
X o. 
这 样 一 来 ,可 设 . 
Z = ļa, b, c,d, £, f, g, h), S\Z = [1,16], 
" =æ {1,2,3,4,@, 6}, Wa= {5,6,7,8 c, dj, 
Ws = 19,10, 11, 12, e, fT, 
W, = (13, 14, 15, 16, £, 4}, 
xn 9 的 一 个 重 守 性 质 用 图 论 的 术语 ， em C. Berge 
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[1j BE F. Harary [1]) 来 叙述 更 方便 些 ， 

今 申 设计 8 作 一 个 无 向 图 G = GAZ, E), Kp AZ AM 
AE. EDAR, Eh OMS 24 "P RBH 2 的 区 组 组 成 . 

引 理 19.6.3. 

(1) G 是 和 -正则 的 . 若是 6 的 企 一 顶点 , HETES iA 
EWE Wo Wi, Wi, Sach ti<4), PA, SBI 
Wis Wi, Wi, 的 怡 好 一 个 顶点 相 邻 接 ; 


(2) GR & — fü. 
VERA. (1) e[l, 16], Bi 恰 在 台 的 * 个 容量 为 2 的 区 
组 ,3 个 容 盘 为 4 的 区 组 中 出 掀 , 则 
xby 7, x 二 3y = 15, (19.6.11) 


Ei 在 P 的 :个 区 组 中 出 现 ， 故 也 在 名 的 * 个 区 组 中 出 现 ， 故 有 
(19.6.11) 的 第 一 式 。 因 [1, 161 HA i 的 二 元 子 集 共 15 个 ; AS 
i€ B, MBAS i MoE RH 1B] 一 1 个 , 故 有 (19.6.11) 的 
第 二 式 . 由 (19.6.11) 得 x 一 3，y 一 4 由宇 的 任意 性 知 G 是 3- 
正则 的 . 

因 IB\Z)=41<j<4), ROMA i mA BO 
2 的 区 组 可 设 为 BANZ，BiNZ，BiNZ OSA hx dox 40), 
注意 ,口中 容量 为 4 的 区 组 除了 由 庄 食 产生 的 以 外 ,其 余 均 是 已 中 
凌 量 为 4 的 区 组 .为 了 作 述 确定 起 见 , RWA 16, Mf h = 
m h-T2,143,. 于 是 在 三 中 含 6HSMRAE Wa, B,, 
Bio Bis B; B, B; m B NZ = B,nZ == B,nz = ø, X 
HE 了 彼此 不 同 ， 因 此 B UB,UB, Dia, b, c,d, e, ft, Mit 
Bis Bi, Bj, & la, b, c,d, e, fH ZTRIEIEI—W ARTE. & 
1 和 这 样 的 二 元 外 , 设 BS. BL. B, PRS HS SCAB m, t, 
ws Aw 与 By PRE SCZEE— SERI EE RW << 
3), HE €, 9,06. ETÀ ECT Wi Wa, W 之 一 ， 这 就 证 明了 结论 
(的 后 一 半 . 

Q) BRGRA-S=EBB. HOPE 2 的 区 组 不 由 PP 
中 的 B,() «P 4) 产生 ， 故 该 三 角形 的 三 个 顶点 分 别 属 于 
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ues ig 中 之 三 .不 炎 一 般 性 ,可 设 这 三 个 顶 感 为 1， 
,9. 在 设计 Pu, aA + AR LMS 的 区 组 可 设 为 {1, 5, e, 
容量 为 生 且 含 1 和 9 的 区 组 所 全 的 Wa WERA e. 因而 该 
区 组 必 为 tl1, 9, ec; 六。 于是， 容量 为 4+ 了 且 包 含 5 和 9 的 区 组 必 
是 {5, 9, a, g} HE 15,9, a, AT. 不管 是 何者 ,都 与 前 面 的 区 组 出 
现 相 重 的 二 元 子 集 ,而 这 是 不 可 能 的 .证 毕 . 
51 19.6.4， 对 设计 P, 不 在 在 包 合作 个 元 系 的 侦 性 于 集 。 
TH. 假设 存在 含有 八 个 元 素 的 偶 性 子 僻 那么 可 以 如 上 
地 作出 设计 8 和 图 c. 
首先 假定 ， 图 G 中 存在 顶点 i [1, 16] 使 得 与 # 和 相 邻 接 的 
三 个 顶点 在 P 的 同一 区 组 中 .不 类 一 般 性 ,可 没 ;一 1, 用 同 其 相 
邻 贸 的 顶点 为 5, 9, 13, 而 (2,5,9, 13} 是 上 的 一 个 区 组 ， ENT 
(19.6.11) 中 的 y 一 4， 于 是 又 可 设 
{i, 6, 10, 14}, {1, 7, 11, 15}, 
11,8, 12, 16}, 12, 3,9, 13}, | 
12, 6, 11, 16}, (2,7, 12, 14} (19.6.12) 


fe P WIA, EL 

13,13, x, x}, (4,13, X, X}, 

13,9, x, x], (4,9, X, X}, 

13,5, X, X}, (4,5, X, X] (19.6.13) 
BÆ PARAL, RRA x "表示 Z PAC. 由 (19.6.12) 知 ， 
E c 中 与 顶点 2 3RABEEBUTAUR AE 8, 10,15, 因为 G 中 无 三 角形 ， 
故 P 中 无 区 组 [98,10,2,2,), 18, 15, 9, z}, (10, 15, 2), es}, 
这 里 y 是 Z 中 适当 的 元 (13-6). Abo 8, 10,5 这 三 
个 数 记 产生 的 三 个 二 元 子 集 必须 分 别 出 现 在 (19.6.13)? 的 某 三 个 区 
组 中 ,8,1 们 可 能 出 现 的 区 组 只 是 (19.6.13) 的 第 一 行 的 两 个 . 18， 
15} 可 能 出 现 的 区 组 只 是 (19.6.13) BCT ERAT, (10, 15} 
可 能 出 更 的 区 组 只 是 (19.6.13) 的 第 三 行 的 两 个 。 但是, 光 论 何 种 
WE iS PEDAL: 73 38 ERU TTR, MEERE. AE, 
Ee 中 与 任 一 项 点 相 邻 接 的 二 个 元 不 属 朵 一 区 组 .它们 的 任 二 元 
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MAR XE Q 9 THEY 4 WR, BRST AER A 
二 苑 子 集 分 列 属 了 的 三 个 不 加 的 区 组 .图 G 的 这 一 性 质 册 做 (47)， 

今 考 察 局 中 的 性 一 顶点 不 失 一 般 性 ”可 设 i 一 工 且 与 之 
相 邻 接 的 顶点 为 5, 9, 13, 出 引 理 19.6.3 ZO) AR 2, 3, 4 与 
1 同属 0 的 -个 区 组 , 故 它们 不 可 能 与 5, 9, 13 相 邻 接 , 因 而 可 设 
与 2 相 邻 接 的 顶点 为 56, 10, 14; 与 3 相 邻 搂 的 顶点 为 7 了 ,11，15; 
与 4 相 邻 接 的 项 点 为 8, 12, 16, 
在 引 理 19.6.3 的 证 明 中 已 得 y》 一 4， 这 就 是 说 ， 包 售 BA 
RO 4 的 区 组 除 {1, 2, 3, 4} 外 尚 有 三 个 ， 由 上 段 移 证 明 ， 其 一 
恰 含 {6, 10, 14} 中 的 一 个 二 元 子 集 ， 另 一 怡 舍 {7, 11, 15] 的 一 
个 二 元 子 集 ,第 三 个 怡 合 (8, 12, 16} 的 一 个 二 元 子 集 ， 因此, 不 
失 一 般 性 , 可 设 这 三 个 区 组 之 一 是 {1, 6, 10, 15}, 则 男 二 只 能 是 
{1,7, L1, 16}, (1, 8,12, 14}， 由 于 它们 的 二 元 子 集 {6, 10}, 
(7, 11), (8, 12} 都 是 由 Wi 中 一 个 元 和 Ws 中 一 个 元 组 成 ， 放 
P 中 {5, 9} 所 在 的 区 组 的 容量 为 +4, 且 含 2, 3, 咎 之 一 ， 不 失 一 般 ， 
设 (2,5,9, s) 是 的 一 个 区 组 ， 则 {2,7, 11, s}, (2, 8, 12, 
as} HE PROTA. FE, {7,11}, (8, 12) 在 P 的 区 组 中 都 
不 只 出 现 一 次 ， 这 是 不 可 能 的 ， 证 毕 . 

引 理 19.6.5, HHP W;UW,; Sissi <4) 外 ,不 
存在 包含 12 ASCH HOHE TH. . 

EM. 4 (Z| 一 12 IH, Z 的 12 个 元 在 诸 Was Wrs Was 
Wa (dis fay ta, 4p— EL, 4D 中 的 分 布 情况 如 下 : 


6, 6, 0, 0; (19.6.14) 
6,4, 2,0; (19.6.13) 
6,2,2,2; (19.6.16) 
4,4,4,0; (19.6.17) 
4, 4,2, 2, (19.6.18) 


情形 (19.6.14) 即 Z = WU Wa BAMA 121 = 32 的 价 性 了 
党 ， 把 119.6.16.)- 一 (人 19.6.19) 对 应 的 每 一 2 与 (19.6.14) 取 对 称 差 ， 
所 得 的 集 为 侦 性 于 集 ， 且 其 元 素 个 数 为 8; 把 《19.6.15) MIZ 
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£ WUR, 取 对 称 差 ， 仍 得 元 素 个 数 为 8 BE TR. Ble 
19.6.4, 这 样 的 偶 性 子 宗 不 可 能 存在 , 故 有 引 理 的 结论 . 证 毕 . 
结合 以 上 拖 个 引 理 立 得 本 市 的 主要 结果 : 
EM 19.6.1, KAA-HAB ERR Jj. 
RRR =rALZS ERS”. 


$ 19.7” 按 对 平衡 设计 (二 ) 


由 前 风 节 的 内 容 可 知 ，PBD 是 一 类 很 重要 的 设计 GSI 
了 许多 组 合 学 家 的 注意 , 且 已 取得 了 丰硕 的 成 果 ， 下 面 简单 介绍 
一 下 有 有关 PBD 存在 性 方面 的 一 些 结果 ,它们 与 $19.5 RIT S 19.4 的 
结果 频 有 类 似 之 处 ， 
设 扩 是 由 一 些 正 整 数组 成 的 集 ， 用 altK) 记 诸 整数 入 一 1 和 RE 
K) 的 最 大 公 因 数 , 即 a(K) 一 gedik — IRE 下}。， 于 是 , 关于 存 
在 PBD 的 必要 条 件 可 以 述 为 《Wilson) 
定理 19.7.1, W oC PB(K, 4), Kj 
aCe — 1) = 0 (mod a( K)), (19.7.1) 
aeCe — 1) = 0 (mod g(K)), (19.7.2) 
关于 存在 PBD 的 渐 近 的 充分 条 件 可 以 述 为 
定理 19.7.2 (Wilson), H EKA 2， 存在 一 个 常数 
cf 天 。1)， 使 得 对 一 切合 (19.7-.1) (19.7.2) 和 v > eCK, 2) Ke, 
BA 


v € PRIK, A), 
和 如果 天 一 人， 由 定理 19.7.2 TAE BIB iit Bde 
近 的 充分 条件 : 
EW 19.7.3. MAEM AR A, 存在 一 个 常数 clk, 1)， 使 得 
对 一 切合 Z 
Aly — 1) = O(mod& — 1), 
Arie — 1) = 0 (mod &(£ — 1)), 


e = elk, 2) 
We, MEE (6,0, 7,4, 4)- 设 计 , 这 里 b, r 58 v, k, 1 补足 
(12.1.2) #9(12.1.3), 
关于 PBD fy K Ab eaS B Wilson [1,.2, 7, 8]. 
Lawless [13, WAHL]. 


第 二 十 章 ， 部 分 平衡 不 完全 区 组 设计 


部 分 平 黎 不 完全 区 组 设计 是 . -类 重要 的 和 设计、 有 着 丰富 的 成 
果 。 本章 准 重 介 绍 三 个 方面 的 内 容 ， 第 一 ， 作为 PBIB 设计 的 基 
Wü. § 20.1 介绍 结合 窍 阵 、 关 联 矩 阵 以 及 与 之 有 关 的 P-E, 2- 
矩阵 等 ,还 介绍 了 有 关 PBIB 设计 的 大 数 的 重 可 性质。 Bo, RA 
两 个 结合 类 的 三 种 重要 的 PBIB 设计 ， BT suit (§ 20.2), = 
角形 设计 4 20.3)， 拉 了 丁 方 型 设计 4 20.4), 第 三 ;利用 有 限 向 量 
空间 构造 PBIB 设计 的 一 些 方法 和 结果 (C$ 20.60. 为 此 ,必须 先期 
给 出 利用 有 限 向 量 空间 构造 结合 方案 的 方法 ,并 计算 这 些 结合 方案 
的 参数 5$ 20.5), 


§ 20.1 BAG ABBE AI RR 


普 先 给 出 结合 方案 的 结合 矩阵 的 定义 ， l 
定义 20.1.1. 8: (11.5.1) PAA R; HIE Hi m v BBE 
C;: (eh), liga, 

um n 车 《ny s) E R; 

“lo, 其 他 ， 
如 果 集 了 上 的 诸 关系 R 是 一 个 结合 方案 ， 则 把 护 阵 C. "prix 
结合 方案 的 一 个 结合 矩阵 , AR (Clim iem) 叫做 该 结 
aR AERE. 


Dej,iserleism, 


为 了 统一 性 , 令 
Ci= J,, := l, 
Phi- niis Pio: = 84 = iP, Ar. (20.1.1) 


Fit — 8i mi HN 
引 理 20.1.1. ik C, iy 


DE 


j= 5, | (20.1.2) 
rao 


JC; — C uj, leXi«m, (20.1.3) 
cC = C; 

证 明 ， 这 些 都 是 定义 20.1.1 NBR. EHE. 

g|38 鸡 .1.2、 对 结 台 方案 的 诺 参 数 (11.5.3) ,有 


> apm hy (20.1.4) 
img . 

P= ph, Oxi.jbem, (29.1.5) 
Span, 0Si, jam, (20.1.6) 
1-0 t 

mPa nip, ÜOxd.ij.blugm, (20.1.7) 


WEBA. tkk (20.1.2) WANA — fr V com f 
(20.1.4), 由 (11.5.2). 直接 得 (020.15). 设 Ga. se Ra B 
(11.5.2) 51, ERAS (5, 59) € R;, Pu ABE Ci Be HA 
PE OC, 的 第 中行 的 内 积 , 故 (20.14.6) 的 左 节 的 和 式 为 矩阵 Cr 的 第 


s HABE 9C, 的 第 8 行 的 内 积 . 由 (20.1.2), 这 内 积 即 C; 的 


T 
f o» HOBGON1.6). BirOLS2), nbi EE 
fin, sati Cis so) E Res (n, 59) € Ris (Gs, se) € Bi} 
中 元 索 的 个 数 ,其 中 s 是 5 d E AERE INA orl, 由 
此 得 (20.1.7)。 证 毕 . 
5118 20.1.3, Ca, Cis ctt; C, RE BOR ERU m + 1 个 线性 
FAA e AB, H. 


"m 


CiC, = S PirCi, | (20.1.8) 
Pn 
CiC = Cii, (20.1.9) 
此 外 ,还 有 
pip > PhuP hie (20.1.10) 


* 40 = 


WH. BOR, D (Dim), Gel, & 
C; 0 (0 «i x om). 
H1(20.1.2)49, *4XE— C; Hy (a, 8) 位 置 上 的 元 为 1 时 ,其 他 诸 
Ci (1 2« 1) Bg Ca, 8) 位 置 上 的 元 都 为 0， 设 cos Cis Car tts € 
是 任 一 组 不 全 为 零 的 数 . 不 失 一 般 性 :可 设 0, AC, 9 0, 
Wik C; 的 (¢,8) 位 置 上 的 元 非 零 ， 于 是 矩阵 
5 c; C; 


的 (a,8) fH EAE c3. 0， 故 非 零 阵 ， 这 就 是 说 ，Co， 
€, oo. Cm 是 线性 无 关 的 . 

ROAR CiC, 的 (a. BD 位 置 上 的 元 记 为 fe, 8). X Gs. 
sp) € Ri, ME 

fle, B) = Ph. . (20.1.11) 

B C, 的 (a, 8) 位 置 上 的 元 为 1, 其 余 庶 C 的 (0, 8) 位 置 上 的 
FOROS. 让 上 遍历 [0,.m], 5U(20.1.11 48 83( 20.1.8), 

£85 (20.1.5)389(20.1.8) 48823. ( 20.1.9), 


fe FRR ERA (20.1.10), B29 
CA CC) = DS) PCC) — Dy Ph PC 


Hea 


一 之 | (> etait) €, (20.1.12) 
emo ws 


(CC 一 S PCC.) 


m 


一 > ( Pipi) C; (20.113) 


mo Au. 


"rH Cas Cis "thy C. 的 线性 无 关 性 ， 比较 (20.1.12) 和 (20.1.13】) 
an C, 的 系数 ,得 


Di Piel D) pueh 


wag uma 
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XBRC20.1.5) 4G (20.12.10), SERE. 

由 此 定理 立 得 

R. dE CS Ci, +++, Cn 在 任 一 数 环 上 的 全 体 钱 性 组 台 
组 成 的 集合 对 和 矩阵 的 税法 运算 是 一 个 可 换 半 群 ; 对 矩阵 的 加 法 和 
飞 法 运算 是 一 个 有 单位 元 的 可 换 环 ， 

引 理 20.1.4， 如 果 存 在 参数 为 (11.5.4) 的 PBIB 设计 , 则 这 些 
S 

vr 一 bk, (20.1.14) 


> nj; = rÀ, (20.1.15) 


WEBB. GEA (12.1.2) 的 方 污 可 以 用 来 证 朋 (20.1.14)， 下 面 证 
阴 (20.1.15)。 设 引 理 中 的 PBIB 设计 的 基 集 是 


$:— (5, faa t3 $5]. ; 


Co —1) 个 元 束 对 

{ss ss {ss hatetn {sis so} (20.1.16) 
在 该 PBIB 设计 的 诺 区 组 中 出 现 的 总 次 数 可 有 两 种 计算 法 。 第 
—. WE s 共 出 现在 + 个 区 组 中 ， 在 每 一 个 这 样 的 区 组 中 与 其 它 
(& — 1) 个 元 组 成 (E — 1) 个 元 素 对 , 故 (20.1.16) 中 的 {v 一 1) 
个 元 素 对 出 现 的 总 次 数 为 r(£ — D. 第 二 ， 由 (20.1.3) Aq, [Hj 
(20.1.16) 相 对 应 的 有 序 对 属于 R 的 共 坟 个 ,每 一 个 这 样 的 对 都 
E 4; 个 区 组 中 出 现 ， 因 此 ，{20.1.16) 中 的 (e 一 1) 个 对 在 该 


PBIB 设计 的 诸 区 组 中 共 出 现 Dirnt 次 .由 此 得 
im] 


D niy = rk 0. 
fet] (20.1.1)40, (20. 1.15} sear, EE. 
在 证 明 (20.1.15) 的 上 述 过 程 中 ， 可 以 不 事先 假定 S 的 诸 元 在 
AARC CROW See Biel, ime s 中 每 一 元 在 全 部 区 组 中 的 


出 现 次 数 都 是 元 L Dr HRA 
un i71 


EE 


FH, 在 定义 11.5.2 C2 a LL SE 
结合 引 理 20.1.2 和 引 理 20.1.4, 得 
定理 20.1.1, E f(E 329 C11.5.3) 8958 e S BERLE 
这 些 参数 满足 (20.]1.4)》 A 
的 PBIB 设 计 的 必要 条 件 是 ,这 些 参 数 除了 满足 (20.1.4) 一 (20.1.7) 
和 (20.1.10) 外 , XE 8E id E(20.1.14)30( 20.1.15). 
由 mr 个 数 PCL mj. dam) Won pee HE 
Ph PR occ Pim 


P; = (Ph) = Us (20.1.17) 


pin Phittt Pha 
(ls zm). 
Home DP 个 数 PO Ki ja x m) 可 以 构造 加 十 个 
mm 十 1 阶 方 阵 
Pn Plot pe 
PF, = (Pi) = Pu Ph PRL (20.1.18) 


Or Pm tt? Pou 
(0 x Lx m). 
(20.1.17) gg n Ba A SD P-ABEE (20.1. L8) P aS App RH 
üt 合 方案 的 P-k. HF 2 . 
5138 20.1.5, 


DP iP, 一 SPP ne (20.1.19) 


uan 


证 明 . EE PM, 在 (a, 8) 位 置 上 的 元 是 


D ruhas (20.1.20) 


LE i 


ie >) 外。 在 (a. 8) 位 置 上 的 元 是 


PE 


+ 4043+ 


x Pabba 7 (20.1.21) 


amp 


由 (20.1.10) 知 (20.1.20} 和 (20.1.21) 相 等 , 故 有 (20.1.19)， 证 毕 ， 
注意 ,(20.1.19) 同 (20.1.8) 有 同 榜 的 结构 ,因此 , Pi 和 更 |, 之 
RAH s, 线性 表 出 ,而 且 表 出 的 系数 与 C; 和 Cr 之 积 经 
Hu C, 线性 表 出 的 系数 完全 一 样 。 此 外， 同 诺 Ci 是 线性 无 关 
BI — PR A; 也 是 线性 无 关 的 .… 

5I 20.1.6, (Bj0 e im 是 线性 无 关 的 。 

证 明 . 设 Poo Pie tts Pm MAILS 
254, — 0. 


Pg 


于 是 


SM pp 0, OPS m. 


[ 
由 此 和 (20.1.1), 得 
O= pipi + >> Phm Pi, OSH Sm, 


ix] 


Dia nr 
这 就 证 明了 {Pihaan 的 线 福 无 关 人 性 .证 毕 ， 
设 a 
C= > cC (20.1.22) 
Bra 5 eis, (20.1.23) 


m WYSE C 的 特征 根 和 m + 1 SHEE P 的 特征 根 之 间 有 很 密切 
的 联系 . | 

引 理 20.1.7, SMCHASHERTARNR SEM P 的 
ASTER ROR. 

IEA, iQ) 和 g(2) 分 别 是 矩阵 C 和 P 的 最 小 多 项 式 ， 
它们 的 首 项 系数 为 1， 由 《20.1.8) HA, E KC) 可 以 表 为 
E CLO <i <m) 的 线性 组 合 ， 设 此 表达 式 为 


« $05 « 


IC} = 346. 
BA, SFE 20.1.5 > RABAT A 
HP) = $42. 


ivü 


出 于 fO) ECHIEESGUEIC)-0. Ab S| 20.1.6, 
得 JG) — 0, wR P 的 最 小 多 项 式 g(1) 整除 IC): 


ata fC). . (20.1.24) 
交换 CC 和 P 的 地 位 ,有 . 
talga). (20.1.25) 
因为 G) 和 g(4) 的 首 项 系数 都 是 1. 故 (20.1.24) 和 (20.1.25) 给 出 
(A) = g(a). 


Ki, CH P ARR- SERME. WERE. 
下 面 讨论 PBIB gi hike — 
ko x "上扬 隆 4 是 具有 参数 (11.5.4) 的 一 个 PBIB 设计 的 关 
EERE , 即 
A {= (ai), lairaé,. LAIA 
其 中 007 
m p = SFE Bj, 
"40, b. 
这 里 S={a, 5,c-.,5] 是 已 给 的 结合 方案 的 基 集 ， Bo B, 
oo, By 是 该 结合 方案 上 的 一 个 已 给 的 PBIB 设计 的 区 组 ， 于 是 
有 


2|3 20.1.8。 对 于 上 面 给 出 的 PBIB 设计 的 关联 托 阵 4， 有 


ATA = SAC, (20.1.26) 


这 里 C, 由 (20.1.1) 给 出 , 诸 C; (0 iom m) BAH. 

. TEM, MH ATA 的 (n. 8) 位 置 上 的 元 和 or 是 sa Ass TB] 
时 出 现在 内 的 区 组 的 个 数 . 当 sate so 时 ,因为 (sa, te) 仅 属于 
IR, liam} 的 某 一 个 ,因而 有 4 A lim, (as sg) 
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Ro, Cer Q&RG i) BB, WN sasse 同属 于 如 
DER. DU. 
bag = ai, E] 


这 正好 是 ue AY (o. 8) 位 置 上 的 元 ， 当 sam sa Bf, Gs 


f) & Ri{( 1 » im), 但 Cos IH, (20.1.26) TAKE Co. 
B) 位置 上 的 元 都 是 rk. UqU5,(20.L26) ER vr. WERE, 
由 上 面 二 引 理 立 得 

定理 20.1.2， 设 已 给 参数 为 (11.5.4) 的 一 个 PBIB 设计 。 ik 
该 设计 的 结合 方案 的 F BMA (Suus. KIRA A A, 
于 是 ,矩阵 ATA BE TERP IE R he 


X va, 


He SARE TERE — BE, 

由 于 诸 s. OR mw +1, he 

X1, 设 4 是 具 mw 个 结合 类 的 一 个 PBIB 设计 的 关联 和 矩阵， 
W] 474 的 相 异 特征 根 的 个 数 不 超过 mri. 

系 2, 设 4 是 具 两 个 结合 类 的 一 个 PBIB ISDA, 
则 474 的 相 蜡 特征 根 的 个 数 不 起 过 3， 

m 一 2 It, ATA 的 诸 特 征 根 由 下 而 的 定理 具体 给 出 . 

定理 20.1.3、 设 4 是 一 个 PBIB 设计 的 关联 矩阵 , 该 设计 的 
参数 为 (11.5.4), 上 且 m —2. PA. 474 的 特征 根基 

6, = rk, (20.1.27) 


8; 一 了 一 > (C. — 4(78 4- (1) A) He th, 
(20.1.28) 


i=1,2, 


其 中 


8 = Pu — Pu. A8 E 28 + 1, 
E= Ph + fin 
如 果 80, EARM 久 的 重 数 是 
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# E ty pH 8a P 8(n, + n) 
= SE Gm 1) MA (20.1.29) 
im 1,2, 

TERA, (20.1.3) 4I, m EERE C. 的 一 个 特征 根 , B. Jos E 
FT ECBRUERERU—— ATE. AEA s， 的 重 数 之 2, MÆ 
另 一 特征 疝 量 , 记 为 站 :二 Xx， 它 与 特征 向 量 7,4 IESE,BH 

A.X — 0, (20.1.30) 
ae Ee C. 的 异 于 m 的 特征 根 ， 且 属于 它 的 特征 向 量 为 
Yi= (yis Y ttt YT, HIE (20.1.32, # 
fey = fC, Yon JY, 
Mm SON Xx) oo t x m mA bet d Yu). BK 
Hotes ty, =i, 
ER dixeY 一 0. 
由 此 和 (20.1.307 知 ;除了 特征 问 旦 Ja Sh, HREM Z 3 
TERA | 


hx. Z 0, (20.1.31) 
设 8 是 给 阵 C ARER, E G s E CO 的 单 根 时 , 5 œm, 
又 设 Z 是 属于 的 特征 向 量 , 合 (20.1.31), 那 么 
CZ = Coxe — lexe — C1)Z = — (1 + €)Z, 
再 由 (20,1.26) 
(A4TA)Z = MZ PAC LZ + uC: 
= (r + he — lll + e))z, 
这 就 是 说 ，9: 二 + 十 6 一 (1 十 8) BHM AUA 的 特征 根 、 
Z 是 属于 它 的 特征 向 量 ， 对 属于 特征 根 mm 的 特征 向 景 Jos, W 
有 Cat uxt = (v —]— £a A 
(ATADS ox = (7 + Aya, 十 Av —1-— A) VT sa. 
TAREE, At + amy t ale — 1 — n) SERRE 474 的 特 
TER, Joo 是 属于 它 的 特征 人 向量. 这 样 一 来 , 求 ATA 的 特征 根 
就 化 为 求 G 的 特征 根 . 
了 现在 来 求 C， 的 特征 根本 (20.1.8) 和 (20.1.1)， 
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Ci = mt + pC, PhCs 
CG 一 Puc, + tuC 
H, 
Ci = mC, + PCi t PAC Ga 
= mC, Puch + PiCPRG, + PCa) 
= nC, + PhCI + PPC. + pol PLCs) 
= mC, + PCT + PPA, + PC Ci — ml — PCa), 
RU i . . 
Ci — (Pa t PR)CI + (php — Phbi; — m 20i apih = 0, 
(20.1.32) 
xt(20.1.32) EH Z, 并 利用 CZ — eZ, d 
(e — (Pi + Pie + (PhPh 一 Poth 一 mje 十 atha) = 0, 


Al zo, gus 
€? — (pl + phe? + (PP — PhP — me 
+ mph = 0, (20.1.33) 
记 (20.1.33) 左 节 为 fle). Al a 是 C, 的 一 个 特征 根 , 故 


z — mif). 
记 g(x): 一 2, WARE 


gx) — x! d (m — Ph — Pix — Ph. 
利用 (20.1.6), RXS» ' 
EC) = Phx — Pi. 
etx) 的 两 个 根 为 i 
。 Pm Pee C DN [CERE VEE 
i-—1,2. 

到 过 来 ,由 于 6G 3,2) Æ g(x) WAL 

g(x) = (c — £x — Ers 


(20.1.34) 


[a 
(C, 一 BC 一 Bf 一 个。 


* 409 * 


因为 Cel, WM C.— el 和 一 Bf 部 不 是 满 秩 的 , 即 
det( C, — g!) = 0 = det( Cs — £l), 
这 就 是 说 ，gi (i = 1. 2) EPE C, 的 特征 根 . 至 此 即 已 证 明 ， 
矩阵 C, 的 全 部 特征 根 就 是 21,6, 6; 的 适当 次 数 的 重复 ， 
由 474 的 特征 根 与 C. 的 特征 根 之 闻 的 关系 知 ， 74 的 


全 部 特征 根 就 是 
Oy: = r + Am + ate —i—m), (20.1.35) 
8j. =r + à8; — ł{l +e), i01,2 (20.1.36) 
的 适当 次 数 的 重复 . (20.1.35 ya] 5579 
0, = (lom + łn, + Aga) = rk. (20.1.37) 


E (20.1.6) Af pl, — Ph — Ph — Ph 1, | 
(ph — ph! + Ap = (Ph — Ph — 1) + 4? 
= (ph — pay + 2(ph + Ph) + 1— A. 


因此 ， 
一 + > (ph — ph — 1 4+ VAN 
一 i (ph — Pat 1c (IW A38 
一 一 E (4, — AC 8 + (— DA A) 
+4, Àj). 
这 就 证 明了 定理 的 前 半 部 分 . 


余下 的 工作 是 证 明定 理 的 后 半 部 分 。 设 名 是 单 根 , H0. 
的 重 数 分 别 是 m Mo, BA, 
w +t t ieg, | 
ir(47 A) = rk + od + a, 
tr( ATA) = vrs 
这 里 (ATA) 表 ATA 的 迹 . 解 这 些 方程 即 得 (24.4.29)。 证 毕 . 
对 于 一 个 结合 方案 ， 全 部 已- 矩阵 中 的 个 元 并 不 都 是 独 
By. Hm= 2 时 ,有 
定理 20.1.4 ECA Nn, 则 具有 岗 个 结合 类 的 结合 方案 的 
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全 部 PP- 矩阵 的 2 个 元 中 只 有 一 个 是 独立 的 。 Xue Pi sm 
x ni 


7? L 一 1 一 L 
Pmt Pu " Ph), (20.1.28) 
n —l—fpi vw — 25m + pi 
min —1-— Pu) mv — 2n, + Pu) 
e—n, —i s-—n,-—l 
PT (o — 2n + Ph) (m —1— phy} 
Aye ZH 1 nya 771 77 Pn 
on D1 


( 20.1.39) 
WEAR, Hm= 2 tt, (20.1.5 (£28 


Par = Ph, Ph = P 
(20.1.6) 化 为 


Put Pasma l, Pah Pa =m, 
Pi + Ph = om, Pa + Ph = m2 l; 
(20.1.7) (E25 


UP = mphs MPa = fm. 
由 这 些 方程 的 前 七 个 求解 便 得 诸 Pu 经 pa 表 上 出 的 式 子 : 
Ph=m—i— ph, 
Pa =m mtl + Ph, 
Pa = m — (m 1 — Phe), 
", 
Ph mlmt CI (n — 1- ph), 


ny 


Ph Pn —1— Pi}, 


791; 


再 把 证 一 ”一 一品 RA, 便 得 (20.1.387 和 (20.1.39j。 证 毕 . 
HERA TAARA ARMA Ie 
$202 可 分 组 设计 


Ws ERES 上 的 一 个 可 分 组 设计 ( 参 酒 $1L5), H5 有 分 
NA 


eMe 


S=8,US,U---Us., Ss) = 99 G1), 

{Sif = RS =- = |S] =f, 2. 
于 是 , (S| = nh, 很 自然 地 如 下 定义 结合 奖 HES <i SA) 
的 尾 二 相 异 元 都 有 关系 R, 分 属 S 和 SUSAJ) 的 
任 二 元 都 有 关系 Ro BAL, 定义 11.5.1 中 的 nl 0 1， 2) 不 依 
ELT s: ARE, fi G, b= 1, D TRACT. c 6 BS RUE 
选择 。 因 此 ,由 引 理 20.1.4 的 系 可 知 , 可 分 组 设计 确 是 具 两 个 结合 
类 的 PBIB 设计 . 

引 理 28.2.4、 对 可 分 组 设计 P 的 结合 方案 的 诺 参数 ,有 


m=a—t, n; — n(h — 1), (20.2.1) 
n— 4 0 0 m-—1 
nn 0 . ,一 Pef n a an 
(20.2.2) 
证 明 ， 由 可 分 组 设计 的 定义 可 直接 推 得 (20.2.1), 和 
Ph — B — 2, 
E 8IC20.1.38) (20.1.39) (818 (20.2.2), ire. 


RIK, RA 
RIE 20.22. H-PAAA RNB BRA (20.2.1) A0( 20.2.2), 
则 该 结合 方案 的 基 集 5 可 以 分 成 两 两 不 交 的 4 个 组 ,每 组 P70, 
同一 组 的 元 之 闻 有 第 一 类 的 结合 关系 。 不 同 组 的 元 之 闻 有 第 二 类 
结合 关系 ,此 外 无 其 他 结合 关系 . 
证 明 . 设 是 5 中 的 任 一 元 由 (20.2.1), & 
(say DER, ES 
Rego s SRA — A IE tae coco ss. (20.2.2), 8 
(uu, ER. Ona, SE Ri, 5€ S 
的 元 共有 ?一 2 个 , WRC R sao 由 此 推 知 ， 
5 的 子 集 . 
S, = {i Sas ts fiat 
中 任 二 相 异 元 都 有 关系 R, E-TH NS HE- RBA RA 
R, iR sa 是 SNS 中 任 一 元 ,如 上 推理 ,可 得 SMS, 的 子 集 
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M Lf ah oF 


S = {sn > faze TT San} 
其 中 任 二 棚 异 元 都 有 关系 R 任 一 元 与 SNS: 中 任 一 元 都 有 关系 
Ra， 如 此 进行 下 去 ,最 后 ，8 中 的 元 分 成 符合 定理 要 求 的 若干 组 ， 


引 理 20.2.1, 可 以 把 可 分 组 设计 的 下 列 参 数 
5, h, f, rok, A. A 


选 作 该 设计 的 基本 参数 . 
引 理 20.2.3. 设 4 是 本 节 之 首 的 可 分 组 设计 ， B BARI, 
则 :A474 ym 
rh. r — A’ rk — vhs. 0. (20.2.3) 
甚 重 数 分 别 为 
SX, h(n — 1), 2-1, (20.2.4) 
: 证 明 ， 应 用 定理 20.1.3 T s. A 
8-n—l,gB-—n—l, | 
A=(n—1pP Hite — I tle, 
于 是 (20.1,28) 给 出 | m 
6,7 r — LU — à) — (0 — 1) 5) +a c à) 


= fo, 
Or 
e p -+ a(n — 3) — in 
= lte t A.B, 十 dang — And, = L — bag, 
(20.2.3) 得 证 . 
直面 证 明 rk 是 ATA PETE pm 
ATA — rki = r(1 — &)H + utr + m» 
BEES 中 诸 元 排 来 使 得 同 在 一 个 5 中 的 诸 元 在 一 H, ill C, 和 


C, 有 如 下 的 分 块 形 状 : 
了 一 了 0 


0 0 TET 
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0 J 
Cc, = 
J d 0 
于 是 
ÀJ —(4, — 
ü= "J 
J-a 一 wae 
iad r(1— 4) MJ = ATA — rki. 
à J—(4, — 
AJ aa} tT r(1— kK) 


(20.2.5) 


今 用 反 证 法 来 证 明 (20.2.5) 的 最 后 (hn 一 1) 行 是 线性 无 关 的 ， 车 
AE Cos cs crt Can 使 

cyl, d eA, Pi A cu dy E cede ett E cuu m Ô, 

earl — Å) + 64A, or E cad deu Ag b e 

+ Cand me D, 

MW cu r(1— OQ. R> I, r(1-— 40 <0, RRA 
能 有 和 一 rll k), mk-—1XREAEEE, HEE oa 一 
0, RUHR AR, emen me ca, m 0. SX SEIER T (20.2.5) 85 
最 后 Ae— 1 TIRET. 所以， 矩阵 474 一 rt ERY 
kn — 1, 从 而 rk BATA 的 单 特 征 根 . 

二 是 ,由 kz20.1.293 得 > 一 1, 的 重 数 为 


a, PUE P8 et (o — Yos e m) 
2 2n 


aril nmi — n — d) (n — 1G — 1) 


一 
2 2n 
= hin — 1), 
rk — oly 的 重 数 为 


adde 


" Lon ham 2H at (n — dm Ho m) 
Qm SL. 4 


2 2n 
Lo]h cd nc lenh — 1) - (n — DG -- 1) 
2 2a 
=AL 
证 毕 . 
根据 可 分 组 设计 的 特征 根 为 零 的 可 能 情形 ， 可 以 把 该 种 设计 


EX 20.2.1, WRR BH 20.2.3 中 的 特征 根 * — X, 一 0， 则 称 
这 样 的 可 分 组 设计 是 奇异 的 ;如 果 特 征 根 一 vs m 0, rà ss 
(因而 ， 一 4 > 0), 出 称 这 样 的 可 分 组 设计 是 闭 硒 虹 的; 如果 特 
IER £6 — 1,79 0, rk — v3; = 0 CA r — 4 > 0, rk — ei > 
0)， 则 称 这 样 的 可 分 组 设计 是 正则 的 . 

关于 可 分 组 设计 的 参数 ,有 

定理 20.21, 4B 是 一 个 可 分 组 设计 ,其 基本 参数 为 5 上 ， 
Arshin Æ d» 是 奇异 的 , 则 


bum. (20.2.6) 
Ti s 既是 奇异 的 ,又 是 可 分 解 的 , 则 
. beaAtr—-t, (20.2.7) 
Ti B 是 半 奇 异 的 , 则 
b>rv—h+l. (20.2.8) 
S @B RRO, 又 是 可 分 解 的 , 则 
bie—hdar, (20.2.9) 
F se 是 正则 的 , 则 
bz, (20.2.10) 
E S8 既是 正则 的 ,又 是 可 分 解 的 , 则 
. bzvcr—l. (20.2.11) 
证 明 ， 设 4 是 可 分 组 设计 9 的 关联 矩阵 , 则 
rar, ta <min(e, P) <4, - (20.2.12) 


Xo 是 奇异 的 ， 则 1 一 4 一 0 是 474 的 h(n 一 1) 重 特 征 
根 , 故 


qr, 7 hn — 1) — b. (20.2.13, 
结合 (20.2.12) 和 (20.2.13) 便 但 (20.2.6)， % BRST, NI 
HT và m 0 i ATA 的 (4 一 1) 重 特征 根 , 故 

一 二 1. (20.2.14) 
结合 (20.2.2) 和 (20.2.14) 便 得 (20.2.8), AH 是 正则 的 , 则 
ATA PNEHIERS AERE Life 


r 


r 


rit, =, (20.2.15) 
55 (20.2.12) $8(20.2.15) 488085 (20.2.10), 

X; ow 是 可 分 解 的 设计 , 则 E 的 区 组 可 分 和解 为 + 组, 每 一 
组 的 诸 区 组 的 关联 此 阵 之 行 向 有 量 的 和 是 分 量 全 为 工 的 向 量 ， 因 而 
:属于 一 组 的 诸 区 组 的 关联 和 掏 阵 的 行 向 量 与 同属 男 一 组 的 诸 区 组 的 
关联 柴 阵 的 行 向 量 线性 相关 所 以 ， 

ra Se b—(r — 1). (20.2.16) 
结合 (20.2.16) AU (20.2.13), (20.2.14), (20.2.15) 便 分 别 得 到 
(20.2.7),(20.2.9),(20.2.11), SERE. 
定理 20.2.2, i$ A 是 一 个 半 奇 办 的 可 分 组 设计 ， 其 基本 参 
BON bakan, raka Ais aa, W 
Alk. i (20.2.17) 
RH 38 的 基 集 5 的 分 解 方式 汶 
$—5US8U---Us;, 
(Sl — 2, GASS D. E mim P xA, 


由 B ORB GL Ar d — S; 中 恰好 4 个 元 . 


证 明 . 设 Bi={B,, Bi, i, Bs}, id 
r= |S Bil, LiSA lSp<a, 


AS; 中 的 每 一 元 都 恰 在 7 个 区 组 中 出 现 : 故 


一 上 


> Xi (20.2.18) 
XA s 中 每 一 个 二 元 子 集 部 恰好 包含 在 和 个 区 组 中 , 故 
2 (2) = (2) hs 


* 4I5 ^ 


中 


DD rr — 0D) = ale — 1)&. (20.2.19 


i=l 


id z= >> xí» W§pAC20.2.18), 
i=l ! 
z= tte (20.2.20) 
b A 
THE FH (20.2,18)—(20.2.20), 
D à . 
> (x; — Fi) = 5 xi, — Bt xy 
isi i=l 
2 
= alr t G= RE, (20.2.21) 


因为 rk&—v7$—0, r(&—1) — (n — 1) c (e —2), & 
(20.2.2141 


S) Gay RO = alin) — PZA 
— v= 1h) EM 
这 就 证 明了 m 
ti Stream eo kiss, 
网 xy MER (20.217), 而 且 每 一 区 组 包含 每 一 5; 中 的 元 
的 个 数 部 是 A EE, 


下 面 讨论 可 分 组 设计 的 在 在 性 各 构 进 方 洁 ， 
定理 20.2.3。 存 在 参数 为 


Bw (20.2.22) 
的 BIB 设计 的 充 贤 条 件 为 ,存在 参数 为 
ppb, po— yp, r= re*, 
= (20.2.23) 


BU AERA D HH RH. 
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WEBB, HOE EB HG (202.22) BIB 设计 387^, HER 
28 S* tls, tty Shah. u 
Sm SVs... VS, (20.2.24) 


wy, oy 


JÁ B 


Si = {505 Say o's 8j. LEi" (20.2.25) 

是 e* 个 两 两 处 交 的 # 元 集 ， 于 是 [S| 一 vr， 对 B*ce 8", 分 

B:=B(B*}:={si|s*¥€ B*, 1 imn], 

8:-—lIlB(B*)| B*e B*}, 
出 |B| = 4%, Æ| = 5*. XHE— FU <ige*), AFM 
在 到 ”的 所 个 区 组 中 出 现 ， 故 任 一 $i BE £8 dy ort" 个 区 
组 中 出 现 , 且 对 S; 中 的 一 对 相 异 元 su. sa, CORE @  r* 
个 区 组 中 出 现 ， 对 任 二 CLR EA jo). BREF Suo AE 
S6* 的 4* 个 区 组 中 出 现 , 故 对 S; UE GOD s; 和 S; 中 任 一 元 
dois, sv} 部 恰好 包含 在 Æ 的 4* 个 区 组 中 ， 因 此 , S8 是 
S ERJ—' Pn SAR REE S = {au ll<icetsl<ica} 
AY vote (20.2.24 8 53x 2r £8 , BL BRR 29 (20.2.23), 

反 过 来 ,假定 存在 参数 为 (20.2.23) 的 可 分 组 设计 98, ASE 
集 为 S. RRR, Tiks 及 其 分 组 方式 分 别 由 【20.2.24) 和 
{24.2.25) 给 出 。 (A 一 .r* =~, RS 中 有 元 属于 S8 的 一 
个 区 组 , 则 S, 的 全 部 元 都 属于 该 区 组 ， 因 此 ,在 49 的 全 部 区 组 
DE sas sizs ccr. ss 用 一 个 元 ST 来 代替 而 得 到 新 区 组 B*; 则 
{B*} 是 一 个 BIB 设计 ,其 参数 为 {20.2.22)。 证 毕 . 

定理 22.2.3 实际 上 给 出 了 一 个 从 已 知 的 BIB 设计 出 发 构造 
一 个 奇异 可 分 组 设计 的 方 灶 . 

定理 20.2.4， 如 果 存 在 参数 为 

bs vr RT AT | (20.2.26) 
的 BIB 设计 , 则 存在 基本 参数 为 
b= br 
+0 h= l (20.2.27) 
的 可 分 组 设计 ,其 构造 方法 在 下 面 的 证 明 过 程 中 给 出 ， 
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证 明 ， 设 (T 是 基 集 S* 上 参数 为 (20.2.26) 的 一 个 BIB 
it Wk 15*| = ot, ES ENT. 4 SSRs], 
把 8* 中 包含 s* 的 +* 个 区 组 记 为 BIB. Bs 
S= BBA}, 1 SIE 
BA. ISi =l Ki art), AH a*=1 知 ， 5 有 分 
解 式 
S = SUSU Usus, 
| SOS $.l« ise. 
id Bie BiB, Bic, Bel. XE S. AS bE 5. 
EGRE B, By, +++, Bx 中 出 现 一 RK MRE BW r*— 1 
个 区 组 中 出 现 ; 因 5 PRE —EGEN SCF RE B. Bs, ---, Be 
PECHA CREE A 的 任 一 区 组 中 出 现 ， 对 任 二 不 同 的 
5 和 Si, E ose S eS, ME (ns n) RBE Bo Bay oos, 
Be iil KA BW TRAD, ZR LENG, 过 
EERS 上 的 一 个 可 分 组 设计 ,其 基本 参数 为 《22.2.27 小 WERE. 
应 用 混 差 法 或 利用 有 限 几何 也 可 构造 可 分 组 设计 ， 因 篇 幅 限 
制 .这 里 不 拟 介绍 ， 欲 知 其 详 ,请 看 Rao LI}, Bose, Shrikhande 和 
Bhattacharya [1], Raghavaro [4]. 


§ 20.3 三 角形 设计 


第 二 种 具 责 个 结合 类 的 重要 的 PBIB 设计 是 三 角形 设计 . 


Bo AT, sm tie te ota 且 3 的 元 排 成 如 下 
的 直角 三 角形 阵列 : | 
A 4 4 tt Spee Su 


Fa Fett "tT Sia Faq ey 


有 和 


5 00. (20.11) 


:99* 


4 tese (26. 3. i) 按 下 面 的 方式 扩 成 一 个 方形 阵列 : 
Sy Sy Sa ont D Sant 
5 * Sq Snes ee 522-4 Stans . 
Sg Se E Smat Ssnt Sines (20.3.2) 


4 OR oAOm A oVOA Rom aom Roa Rod o P OR 3 a RR 


Juli Sza- 3g s Sanz ttt Se * 


Koh eH Ens g RRS tr, HL(203.2)3 EM RAM, 


对 5 中 任 一 元 ，。 同 * 有 第 一 类 结合 关系 的 元 的 全 体 就 是 与 + 局 
柠 或 同 列 且 非 APER, REE: 的 元 与 ， HBO AR 


系 . 可 证 ， 这 就 产生 一 个 具 两 个 结合 类 的 结合 方案 ， 叫做 三 AE d 
合 方案 ， 


定义 20.3.1 kB 是 具有 如 上 的 两 个 结合 类 的 PBIB 设计 ， 


则 称 B BPS. 
”关于 三 角形 设计 的 诸 参 数 ,有 
IB 20.3.1. 5 D 是 定义 20.3.1 中 的 三 角形 设计 , 则 


t, = l(a 一 2), nr eden, :(20.3.3] 


n2 l 585—353 
P -| e-96-9) (20.3.4) 


l 4 2n — 8 | 
B= c — a5 ^ (20.3.5) 
L. — 8 (n — DG Men) » | 


证 明 ，( 20.3.2) 是 一 个 n x a 阵列 ,其 主 对 角 线 上 无 3 中 元 。 
Wr sc S, DU s 所 在 的 行 中 非 * 的 元 共 = — 2 个 ,* 所 在 的 列 中 非 
s 的 元 也 是 n 一 2 个 , 且 因 :不 在 主 对 角 线 上 , 故 这 2(n 一 2) 个 
元 彼此 不 同 , 因 而 有 (20.3.3) 的 第 -- 式 . 0 

由 于 阵列 (20.3.2) 的 任 二 列 都 恰 有 一 个 元 窒息 同 , 故 当 s 与 
S, 属于 (20,3.2) 的 同一 行 时 , BS s 有 第 一 类 结合 关系 又 与 5 有 
第 一 类 结合 关系 的 元 的 爹 体 就 是 o A y 所 在 的 行 的 其 他 5 一 3 
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人 


个 元 ， 以 及 S 所 在 的 列 和 S, 所 在 的 询 包 会 的 那个 相 司 元 。 A 
此 ， 


fu = a2 — 2, 
由 此 和 定理 20.1.4 便 得 (20.3.3) 的 第 二 式 和 (20.3.4), (20.3.5), E 
&, 
在 同 构 的 意义 下 , n-— 8 时 的 三 角形 结合 方案 的 参数 并 不 唯 
一 确定 具有 这 些 参 数 的 三 角形 结合 方案 .相反 她， 2 8 时 的 三 
角形 结 台 方案 的 参数 唯一 地 确定 了 具有 这 些 参 数 的 三 角形 结合 方 
案 ， 这 一 结果 为 Connor Shrikhande™, ERPE Hoffman! 所 
IER, th By Be Raghavarao [4], 
关于 三 角形 设计 的 关联 矩阵 ,有 
引 理 20.3.2, ib. Rp X 20.3.1 中 的 三 角形 设计 2 的 关联 
ERED) A474 ROS ARE 
rk, rot (n — 4), — (n — 3) r — 24, + ay (20.3.6) 
等 数 的 适当 次 数 的 重复 ,这 里 + RAE SEE DU 4g — B 的 庄 区 组 中 
的 出 现 次 数 , 为 每 一 区 组 的 容量 . 
WEB]. 由 于 引 理 20.3.1, 对 8 应 用 定理 20.1.3, 有 
8 = 2n —8—(n—3) —n— 5, 
E = (20 — 8) + (n — 3) = 34 — 11, 
A = (n — 5) + 23a — 11) +1 =(r—2F, 


Or > (i — a0 — 2 + 5— (a — 2)) 44,42) 
= r + (an —4)4 — (n — 34, 
6 = r = (Ca Yn S2 — 1) bà) 
=r — 2l, + 4 
从 而 《20.3.6) 中 三 数 的 适 尖 次 数 的 重复 是 ATA 的 全 部 特征 根 ， 证 
E, 
同 定理 20.2.2 类 伺 好 ,有 
定理 20.3.1, 3g — 4 ABI Æ, S| 20.3.2 中 ATA 
的 特征 根 
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r+ (n—4)4— (s — 3), — 0, (20.3.7) 
a 
n|2&, (20.3.8) 


县 次 的 每 一 区 组 都 包 省 阵列 (2043.2) 的 任 一 列 的 恰好 z4 个 元 

TER. 这 个 定理 的 证 明 疝 定理 20.2.2 的 证 明美 似 , 简 述 于 下 
ox, 是 (20.3.2) 的 第 i 行 与 BHR PAA B; 的 公共 元 素 
的 个 数 , 划 


b 


2147 (s — l)r, (20.3.9) 
E zalea — 1) = (0 — DG — 24, (20.3.10) 
-15 x4, M 
z => Dr = 24 


于 是 ,由 (20.3.9) 和 (20.3.10)， 
>= (x; — xj — > x5 bY 
i=l 


i=] 


= {n — DGs — 2) + r) — 6 48 
. n 


=F] s(n 2), +7) — rk) 


= (x= 2a 1) Cr + (a 4), — Cn — 3)à4) 


= 0, 

由 此 立 得 定理 的 结论 ， 证 毕 ， 
下 面 讨论 三 角形 设计 的 存在 性 和 构造 方法 ， 
定理 20.3.2 (Shrikhandel), 参数 为 
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Rn 1, haU . (20.3.11) 
的 三 前 形 设计 一 定 存在 ,其 构造 方法 在 下 面 的 证 明 中 给 出 ， 

证 明 . 把 阵列 (20.3.2) 的 第 i 列 的 元 组 成 的 集 记 为 BIA 
i<n), 那么 B: = (B. By. Bay BERS 上 的 一 个 三 角 
形 设计 ,其 参数 为 (20,3.11), 证 毕 . 

定理 20.3.3, 假设 存在 参数 为 


yb ~ 1) +1, 


agaw 
r* = k* = pn, A*t = 2 (20.3.12) 
的 BIB 设计 , 划 存 在 参数 为 
p= (adn 2) p= raat) (20.3.13) 
2 2 


r—g8 —2, k—n, Hl, = 2 
的 三 角形 设计 ,反之 ,由 后 者 的 存在 也 可 导出 询 者 的 存在 . 

TE. 设 B* BRR S* 上 的 一 个 参数 为 (20.3,12) 的 BIB 
Wb. B": — (By, Ba, - ++, Bosh, ARBRE 可 设 Botan 
Bx gay ts Bae 这 4# 个 区 组 含有 公共 元 全， 因而 s" RE A” 
的 其 他 区 组 中 . id 

Si = Byta h, Ein, 
则 |S; | —s.s—1l, Wa*=2 H s* 再 (lisa), 
Sis Say 5, Sn 的 任 二 都 耸 食 一 个 公共 元 , 且 S* hE RT 
的 元 都 在 So Sors S. 中 从 出 现 二 次 . 设 
S, 152; Suis fue 77735 Sin} s 
因 5,0 5. 恰 有 一 个 公共 元 , 故 不 失 一 般 往 ,可 设 
S = {sas fa, fas 07778 Sant 
而 fas xs Sas Stas 8» 71s s BIA. A 5 SS, 5 分 
别 权 有 一 个 公共 元 , 故 不 失 一 般 性 ,可 设 
Sa (5135 Saas fus San} y 
了 而 Saas Saas fas "> Sana Site Sas 7" Sta BN Ba HS EL. a 似 
H, RA MAE, AR 
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Si == [sus Sug ttt dieis Saitis tt J Sinks isin, 
Bik suO <i mds) 两 两 不 同 , 令 Si = Ssh, Bl] 


Be SE:—IB, By, Bs}, xm 
p * ane Dac, n De 


A&B Sis), KU BS 上 的 一 个 设计 ， 对 5 的 任 一 
元 ， 它 在 Sis Sy 0. 5. 中 共 出 现 二 次 ， 改 在 B 中 共 出 现 
DS —21e.a—2 eR. 对 5 的 任 一 对 相 异 元 s 和 :如 果 它 们 在 
同一 5: 中 ， 则 不 可 能 在 其 他 S; (Lenis m o) dy AE 
48 的 一 个 区 组 中 ; 如 果 它 们 分 属 4 和 SES i), 则 它们 怡 在 
£8 的 二 个 区 组 中 。 ALINE, £8 REEFS 上 的 一 个 三 
角形 设计 ,其 参数 为 (20.3.13). 

拒 上 述 过 程 北 过 来 则 得 定理 的 后 半 部 分 .证 毕 .， 

定理 20.3.4 (SKE, MII, 刘 婉 如 外)， 如 果 存 在 参数 为 

é*, oO 1, r*, Fa 1* (20.3.14}- 

的 BIB 设计 , 则 存在 参数 为 


b = nhf, oy = 


nln — 1) — D, = ay? 
2 


R= kř, = 1*, = 0 (20.3.15) 

的 三 角形 设计 . uu EE 
WEB). 155550(20.3.2)8] 28 : JUR BS a — 1 个 元 所 组 成 的 集 
记 为 SOUS Sa), AG EBRH(203.14) BIB 设计 ， 故 可 
WU S; 为 基 集 的 这 样 的 BIB 设计 为 EID ero 把 庄 
B 的 全 体 区 组 所 组 成 的 签 记 为 B. S={sj\1.<Si<i<n}, 


于 是 |Z| = not, 15| 一 D EDO S THEE —-SEAB HE S, 


$i, 777, Sa 的 二 个 中 出 现 ， Kiet 的 2r” 个 区 组 中 出 现 。 对 
S 中 的 一 对 想 异 元 , 若 它 们 同属 某 So 则 它们 不 属 其 他 S; i), 
RENE Z, H9 IU 个 区 组 ,而 不 属 BiG =i) 的 任何 区 组 ; 
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车 它 们 分 属于 不 同 的 S * 5, WENART 4 的 任何 区 组 . 
Ait, @ EEES 上 的 一 个 三 角形 设计 , 参数 为 (20.3.15)}， 证 
E. 
定理 20.3.5， 如 果 存 在 参数 为 
b == (2n — Dn — 3), v = (2n — l)e, 
r= 24g — 3, Rn, 1,20, hl (20.3.16) 
的 三 角形 设计 , 则 存在 参数 为 
b = (2n — 1) (22 — 33, v = (2n — 1)(n — 1), 
r= 2n — 3, R=n—1,4,=0, 4;—1 (20.3.17) 
的 三 角形 设计 . 
MESH. Ut 58 是 参数 为 (20.3.16) 旦 是 阵列 (20.3.18} 上 的 一 个 
三 角形 设计 : 


* 1 2 teen 2g — 1 

* 2m 0 0 e Án — 3 

2 2n 宁 6n — 6 
28 -- dl. 42 — 3, 6n 一 和， * (20.3.18) 


E . 
r + (2n — 4), — (2n — 3)a, — 0, 

故 由 定理 20.3.1 jd, 5€ 的 每 一 区 组 包含 (20.3.18) 的 每 一 行 恰好 
一 个 元 ， 拒 8 的 任 一 区 组 8 中 属于 (20.3.18) 的 第 一 行 的 元 删 
去 后 得 到 的 新 区 组 记 为 B: BB) W |Bi-—k—1-nm 
— 1. id gi s {BB} BEZ}, Bid T... 为 阵列 (20.3.18) 
的 第 一- 行 和 第 一 列 都 被 副 去 后 所 余下 的 部 分 ， 那 么 Z 就 是 以 
Taa 为 其 阵列 且 参 数 为 (20.3.17) 的 一 个 三 角形 设计 ， 证 上 毕 . 


§204 拉丁 方 型 设计 


第 三 种 具有 两 个 结合 类 的 重要 的 PBIB 设计 是 所 谓 拉丁 方 型 
设计 . 


Wwe S 有 m 个 元 ,它们 组 成 一 个 # 阶 方 阵 M, WE Mis Ms 
Mi 是 [1, n] 上 的 i 一 2 个 两 两 正 交 的 拉 ]] 方 , A [1， 
slûs =p, OR Milaka) BRAM L. 对 于 任 一 
s€3，M 中 与 1 同行 或 岗 列 而 异 于 * 的 诸 元 与 * 有 第 一 类 结合 
关系 ;对 任 一 固定 的 M.(1<4<i—-—2),8 M, Bes 的 元 为 
eCe€[l, #1), Ri Ms 中 的 其 他 # 一 1 he MRR hs 
s 有 第 一 类 结合 关系 .5 中 其 他 异 于 * 的 元 都 与 * 有 第 二 类 结合 
X. 可 证 这 就 产生 一 个 具 两 个 结合 类 的 结合 方案 ， 

EX 20.4.1, 设 有 是 具有 如 上 的 两 个 结合 类 的 PBIB 设计 ， 


和 


关于 OL, 型 设计 的 参数 ,有 
引 理 20.4.1, ix 59 是 定义 20.4.1 中 的 L; Mitr, M 
m = iln —1), nm = (n —i-F1)(n —1), (20.4.1) 
(G£—1)(6—2)-5—2 (2—:-k 1) — 10) 
h- ( (asit 1G i) (asitli E (2042) 
ri — 1) i(n — i) 
P, = Con i) (n i)n : 1) MED (20.4.3) 

WEBA. LA mCi, 1) 记 好 的 第 了 行 和 第 上 列 交口 处 的 元 . 那么 ， 
MM 的 第 7 行 和 第 7 UBER mti, 门 外 的 元 的 个 数 为 2(w 一 1), 对 于 集 
[1, n} 上 的 正 次 拉丁 方 组 Mi, Ma 中 的 任 一 个 Mas 
itk (ji, 站 位 置 上 的 元 为 1, 则 :在 Ma 除 第 j 行 和 第 ? 列 以 外 
的 其 他 (a 一 1) "frs EM, A MX. (8 — 1) 个 位 置 上 
的 元 与 + 有 第 一 类 结合 关系 所以， 

4 = 2(n — 1) + (i — 2)(8 — 1) = i(5 — 1); 
这 就 是 (20.4.1) 的 第 一 式 ， 

今 考查 矩阵 对 的 第 j iT LIE mU, A), mO, t), 
47g, YE lsh eA Sit, Mi Gen), (0.5) 位 置 上 
的 元 分 别 为 maU. 5). mG, 6). Me FJ i) C4) 位 置 
上 的 元 分 别 为 yO, 5), mp. 5). Ma 和 My 的 正 交 性 ， 


把 My ABE M, 之 上 即 可 得 到 全 痢 元 人 。) (x'， € Lal) 各 


“426 。 


一 次 . 于 是 ,可 设 
( 7v; ^J, ("rt as 
Noms), n) malis n) 

分 别 是 Mra Ma BY Go 41) 和 Ca. w) 位 置 上 的 元 一 置 起 米 
的 结果 , 且 (s m) 99 (as a), Fed, ie gli, t 1,2), [X 
(m, n), mOh, n))€ Ris 
(mCi, n), mh, m) € R, 

(mG, 4), mh, mE Ri, 

(mCi, n), mC, )) € Ri. 

这 就 是 说， 由 一 对 不 同 的 M; 和 M. 恰好 能 产生 二 个 元 mhs 
m), ma, #2), BTS mG, a) 和 mU, 6) 有 第 一 类 结合 关 
系 ， 由 Mi, Ma Mi 的 正 交 性 知 ,由 不 同 的 拉丁 方 对 〔M。， 
MaD 所 产生 的 这 样 的 元 彼此 不 同 . 因此 ,由 Mi Mase s+, Mi-a Br 

产生 移 这 样 的 元 的 总 数 是 


2. ( 一)- G — 2); — 3), (20.4.4) 


从 Ma 和 Mu 的 拉丁 方 性 知 , 思 (20.4.4) 计 数 的 那些 元 既 不 在 对 
的 第 s 列 上 ,又 不 在 n 列 上 , 且 不 在 对 的 第 了 行 上 . 对 每 一 M， 
(shAsi—2), BALA 

maf, j= malts fa)s 

milhs n) 一 mi, 4), 
从 而 Ch. hoe fae fp) 

(mi, a), mlj, ADDER 

(mln, A), mf, QER, 

(mljn a), mlj, NER, 

(mk js 4). mlj, SER, 
这 就 是 说 ,出 一 个 Mi 恰好 能 产生 两 个 元 mC t0 和 mG 4), 
它们 与 mG. 4) 和 m(j, 1) 都 有 第 一 类 结合 共 系 ， 由 庄 M, 的 
正 交 性 知 ,全 部 Ma 所 产生 的 这 样 的 元 彼此 不 同 , 芍 基 总 数 为 
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2(i — 2), (20.4.5) 
再 者 ， 由 (20.4.5) 计 数 的 这 些 元 在 对 的 第 n 列 或 WL, CES EH 
(20.4.4) 计 数 的 那些 元 都 不 同 。 因此 , (29.4.4 )f0(20.4.5) 01, 53 
mj, n) 和 mG, 6) 有 第 一 类 结合 关系 的 元 的 个 数 为 
ti — 2X: — 3) +20—2) +2 —2 
== (i— 1{i— 2) +n- 2, (20.4.6) 
式 中 的 # — 2 GEM ADEE i TTR IF mG, n) 和 om, n) 以 外 的 
元 的 个 数 . 
对 和 矩阵 M 的 第 + 列 上 的 两 个 相 异 元 wm D I mCi, t) 可 
以 类 似 地 得 到 ， 与 mst) 和 ma, 0. 都 有 第 一 类 结合 关系 的 
元 的 个 数 也 为 (20.4.57》. 
现在 来 考查 矩阵 M 的 二 元 mis n) 和 ms n), 3H 
h i, ate, H (mCi, 6). mlj 4)) € Ri, 六 而 在 Mi, Mas 
set, Mis pE- WE 2n M a. 合 m; alf, 4) = mi ali. 
2). E M, h HA nt; al fs; t3) = m; ah. H) cc mod, 
^) malts n). DB hs hs cos dad fo ctos te JE £1, n] 
的 革 二 全 排列 。 困 此 ' 
mas 5), Mhs n), Mas fa) (20.4.7) 
之 任 一 同 mi, A) 和 mh, 6) 部 有 第 一 类 结合 关系 。 又 
mhs ta), mh, n) (20.4.8) 
MRS mh, 6), X58 mh, n) 有 第 一 类 结合 关系 . 对 任 一 
M,(1<4<i—3), 有 
Wilh. i) mh, 5), P hm 3, (20.4.9) 
HË cay dss C Oe È 
miles, A) = malhs di) = malhs 4), 
malis d.) = males n) = milhs 4), 


(es t) 2c Gh, di. Ch, di) 9e Cen, n). 


这 就 是 说 | 
moa, 4), mh, d), mii, d4), mio, h) (20.4.10) 
E m(h. 5) X53 m(h, n) 有 第 一 类 结合 关系 ， WEN 
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My, My (ibs i3), 估 (20.4.9), B. M, 与 My 是 
H iE fe TH it 
(Tee 4) (te th 9 
malis n) ° malts 4) 
^m. RE My &H Ma 2 CASA RS HAS 
次 ， 访 它们 出 现 的 位 置 分 别 是 【ce， 轴 ) 5) (e. 4). M 
mcis dj), mca, d) (20.4.11) 
BEES mA. 6), X5 m, 65) 有 第 一 类 结合 关系 ， 
由 拉丁 方 型 设计 的 定义 , 凯 与 mOh, 又 与 m. 5) 有 第 
一 类 结合 关系 的 元 只 有 (20.4.7), (20.4.8), 以 及 当 1 A à A ox 
ji — 3 时 的 (20.4.10), (20.4.11), 而 且 所 有 这 些 元 两 两 不 同 , 故 其 
个 数 为 


-fi 一 下 人 -一 2 十 ma 一 2， 
此 即 (20.4.6)。 综 上 所 述 即 得 
Pn = (i — DC —2) + (vn — 2), (20.4.12) 
由 已 证 的 (20.4.1) 的 第 一 式 和 (20.4.12), 应 用 定理 20.1.4, (8 
得 引 理 的 全 部 结论 ， 证 府 ， 
关于 拉丁 方 型 设计 的 关联 矩阵 ,有 
3|3€ 20.4.2， 设 4 是 定义 20.4.1 中 的 拉丁 方 型 设计 A 的 关 
SRE, WW ATA 的 全 部 特征 根 为 
rh. r + (n — i)4, —(n — i IJa 
f — ih tG— 1)4, (20.4.13) 
等 数 的 适当 次 数 的 重复 ,这 里 * RES g—3lus 的 诺 区 组 中 
的 出 现 次 数 , 丰 为 每 一 区 组 的 容量 . 
证 明了 由 于 引 理 20.4.1, 当 对 58 应 用 定理 20.1.3 时 ,有 
8-—idn-—i)—(n—i-4 1) -—1)—5—2i-c1, 
go d(n—i)4(s—i41)Xi— I1) 


= ini — 2ó — n + 2i — 1, 
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A = (n — 2i t L + 2(22i — 2? — nd 2i — 1) +1 


n 


== au^, 

8-2 7 — AY 2b i l e) ob) 
mp t (a — id — (ait lds, 

B= r = (a a= nb 2i dob m) RR A) 


= r — ih + li lyja 

因而 引 理 的 结论 为 真 。 证 毕 - 

下 面 就 i 2 的 情形 作 进一步 的 讨论 ， 此 时 S 中 的 两 个 相 异 
元 有 第 一 关 结 合 关系 的 充 要 条 件 是 它们 在 M 的 同一 行 或 周一 列 
t. 

3382041, 3; 一 2 时 , 若 引 理 20.4.2 中 的 特征 根 

r+(n—2)4—(a—1),~ 0, 
则 
alts 

E CT DE EHI A 个 元 . 


证 明 。 类似 于 定理 20.2.2 和 定理 20.3.1 的 证 明 。 TER. 
定理 20.4.2, Go 是 一 个 素数 的 方 覃 , 则 存在 参数 为 
ben(n —1), v=, r-—n—1l, 
k=n, i=0, 1,=1 (20.4.14) 
的 La 型 设计 . 
证 明 . At ETRE. HER [1，#1 HOES 
丁 方 完备 组 (D,, D. Dnit. WE 
M = (mli, Pann. LSIEN (20.4.15) 
是 SS ICRA. XE (1x n— 1), f uc 
[1, s] Æ D, 中 的 # 个 位 置 记 为 
(1. fads (2, 12,7 t (n, finds (20.4.16) 
这 里 oj. fe 是 [1,2] 的 某 一 全 排列 ， 令 
Bui = (mG, aL Sis}, 
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Bi [= RLE ne l lS asia}, 


S: = {mG DIL sz LIS x}, (20.4.17) 


| 如 和 | =n (LxrEn—li;leusn), 
[8| = s(n— 1), [S| — 7, 
对 5 的 人 尾 一 元 mG, 1) WE :(€[1,5—1], 由 D, 的 拉丁 方 
EE. P 在 ius fan cs Fa 中 办 出现 一 次 , 故 mU, P) dE 
B= [BiS sa) 
BJVEDECZHIB FA IBS — P. Mam fe 98 EKARA” — 13x. 
ATS 的 任 二 元 mU, h) 和 mU, LU 7 5), 8 BL 的 梅 造 
QBN RE A 的 任 一 区 组 中 同时 出 更。 对 5 中 的 任 二 元 
mht) 和 mb, HC 2e 5) , GRUB. 对 5 中 的 任 二 元 
mis A}; mC hrs à), fi ae fis iy = fas EH {D1, Di,* .D,a] 的 正 
次 完 备 福 知 ， 抬 好 存在 一 个 # 和 一 个 1, 使 D, 中 的 (i., 1) 和 
(5, 1 位置 上 的 元 都 为 e, A mhs h) mih. 5) BE Æ 
的 B% 中 出 现 , 综 上 所 述 即 得 , E 是 基 集 5 上 的 参数 为 (20.4.14) 
的 L, 型 设计 ， EE. 
定理 20.4.3. 车 存在 参数 为 
BD (20.4.18) 
BJ BIB 设计 , 则 存在 参数 为 
b= 26%, y =p, r= 2r*, 
k= v*R*. h = r* bat, a, = 22" (20.4.19} 
B) La 型 设计 ， 
证 明 ， 设 对 与 3 是 分 别 在 (20.4.151) 与 120.4.17) rh a v* 
Th fet ES, 绍 *: 一 [B*, BY, +++, Boe} RS IL, 
wv] 上 的 一 个 BIB 设计 ,其 参数 为 (20.4.18)， 令 
Bi: = BIC BF): — (m, 1), mli, 2), +++, mCi, eT) ble BF}, 
Bi: = BPC BY): = {m(1, 2), m2, 2), +--+, m(s*, Ile BF}, 
65: (RP <p xm BS. A 1,2, 
Bi {hillaig eX; 1 SA <2}, 
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HA, 

[Bil = [B] = v*R*, Leys a, 

(B| = 2  ， 
对 5 中 的 枉 一 元 mU, D, CE SP 和 S87 的 诺 区 组 中 各 出 现 
eR, WE SS 的 诸 区 组 中 共 出 现 2*” 次 。 对 5 中 的 相 异 元 
m, AYA mO, 5), he 5. Ait B* 的 庄 区 组 中 出 现 * 
次 ; mU, TO Am) 88 的 诸 区 组 中 共 出 现 +* 次 ,又 
Ala 和 在 * 的 诸 区 组 中 同时 蜡 现 A* 次 , om) 和 
mC, 5) fk £87. 的 诸 区 组 中 出 现 AT 次 。 At, mC, A) 和 
mO, h) 在 £8 的 诸 区 组 中 共 出 现 所 十 入 Fx. OES 中 的 相 异 
ah, i) Mm, 门 有 类 似 的 推理 和 相同 的 结论 ， 对 5 中 的 任 
“HS mhs h) Am 5). h= h, h% h, BA Mh E 
A 的 诸 区 组 中 同时 出 现 4* 次 , Mn 在 SE 的 诸 区 组 同 
时 出 现 4* RH mOh, W 和 mths, 5n) EB 和 Æ 的 诸 区 
组 中 各 同时 出 现 At We. Db. mCi. ph 和 mh.) E Z 的 
诺 区 组 中 共同 时 出 现 24* 次， 综 土 所 证 即 得 定理 的 结论 ， 证 毕 . 

定理 204.4, 若 存在 参数 为 (20.4.18) 的 BIB Rit, 则 存在 参 

BA 


b = lpp, e =p, or = OF, 
k = kř, 一 ie (20.4.20) 
HL, SE. 
WEAR, iM 55S 是 分 别 在 (20.4.15) 与 (20.4.17) rti m og »* 
十 得 出 的 矩阵 与 集 ， 设 S ESKA HERR 引 上 的 
一 个 BIB 设计 ;这 里 Si: 一 (mG.D|isime* 4 S8 是 由 
iB 的 区 组 组 成 的 得 ， 设 28) 是 参数 为 《20.4.18)] HERR 
Sj 上 的 一 个 BIB 设计 ， 这 里 Ss imG, Dilbert). + 
RHE SI TUDUARIBIX(ME. ORS 和 s^ PRA 
MAR. THE, 
[38] = 2v*5*., [5] = v", 
[Bl —-&* (Be Æ), 
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对 3 中 的 任 一 元 mG,D. CE BS HERA B 的 
- 诸 区 组 中 出 现 1* 次 , Be BS 的 诸 区 组 中 愉 而 在 BS 的 诺 区 
组 中 出 现 +* 次 , 故 在 B 的 诸 区 组 中 共 出 现 2r* 次 。 3 引 中 的 
任 二 相 异 元 在 2) 的 诸 区 组 中 从 而 在 2 的 诸 区 组 中 同时 出 现 
i* 次 , 而 osi 中 的 任 二 相 异 元 在 SHARAN hE @ 的 
诸 区 组 中 同时 也 出 更 4* 次 。8 中 的 二 元 mOh, L) 和 mOh) 
C, teh, d 5e L) REE BI 中 也 不 在 任 一 BP 中 出 更 综 上 
PEA, Z 就 是 参数 为 (20.4.20) 的 一 个 L: WR. WERE. 
定理 20.4.5， 存 在 参数 为 
b= p=, p= knl, 
“=n, Ig =2 (20.4.21) 
的 L 型 设计 ,其 构造 方法 在 下 面 的 证 明 中 给 出 . 
XEBA, UEM RIS 分 别 由 (20.4.15) 和 (20.4.17) 给 出 ， 令 
By: = {mh l,m, DjluA«a,beroóe Pn, 
Bs = {Bull <j,l<n}, 


则 
{Bal = 28 — 1, (Æ| — m — 18I, 
设 mG, He 5, M mG, D 所 属 的 全 体 区 组 是 
Bus tts Bi aas Binga tts Bads 
Bis otta Bis, 
Wü or—28 —31. 4E mC, h)amli, 5)€ $, hh, 则 它们 同时 
所 属 的 全 体 区 组 是 
Bas Bn, +++» Bins 
Gm’. Ds mG, D € 5, Asi, WEAN RNShR Be 
Bu, Bory +t-s Bat. 
Aub, aon, Bom h)s mU LESH hsh = h, MWE 
们 同时 所 属 的 全 体 区 组 是 


Bia, Bis. 
内 此 p= 2, REMEN, A 就 是 参数 为 (20.4.21) 的 一 个 工 ,型 
设计 。 证 毕 . 
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定理 20.4.6, 存在 参数 为 
b = nla — 1), v= m, r — 2(8— 1), 
k= in AQ on. 132 (20.4.22) 
的 L, 型 设 计 , 其 构造 方法 在 下 面 的 证 明 中 给 出 . 
TESA. 设 M 和 5 分 别 由 (20.4.15) 和 (20.4.17) 给 出 . 令 
Bii — (mCi, b), mQ, AISA Sa}, 
Bar = Im(h,i),m(h, D] b eA sn], 
Bi = {By Saicisin}, p= 1,2, 
H: = {BBE E! 或 S), 
Wl Bl = 2n = (Ba S 24m. [S| o 2’, |B = n(-— 
D, 2 mG, DES, WAS mG, D 的 58 中 全 部 区 组 是 
Bl. Busts Bl yi, Bhists Bhim, +s Bhs 
Bi, Bi, "tts Bids Bia, Bias, Blas 
Jk 2(o— 1), i r= 2(8— 1), d& mO, h), mG eS, 
L<h, 则 同时 包含 90,4) 和 mU, h) 的 鹃 中 全 部 区 组 


EB 


72 
1. 1, 1 ` np [M 1 
Bis Bus +s Biasis Biias "**s Bras Bits 


JEn. RUE ANAS mhs D) 和 mOr OG eh) H 98 
mee Asiana, Al, An, iE mlh, h), mn, Le S, 
hh Ae fe 县 五 半天 则 同时 包含 mn, A) 和 mf, L} 的 BG 中 
全 部 区 组 是 

Bah A p EB) 或 Bh QS n «cA ND, 

Bin C nd WD OE Bla Chah 时) 
共 二 个 . Alb n2. £i EERE, S8 就 是 参数 为 (20.4.22} 
的 一 个 L， 型 区 组 设计 .证 毕 . 
发 有 两 个 结合 类 的 PBIB 设计 的 专门 介绍 就 拆 色 这 里 为 止 . 
对 于 这 样 的 设计 已 有 表 供 查 ,例如 ,可 参看 Clatworthy [1], 


520.5 利用 有 限 向 量 空 间 构造 结合 方案 
下 节 将 讨论 利用 有 限 域 Fe 上 的 = BARS VCR.) 构造 
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一 些 类 型 的 PBIB 设计 的 有 鞠 问 题 。 那里 介绍 的 方法 和 结果 主格 
RAP EDR [1] ,万 哲 先 [4] ,万 后 先 , 戴 宗 铎 、. 汉 绪 宁 , 阳 本 传 [1， 
再 一 般 地 ,利用 多 种 有 限 几 和 何 来 构造 PBIB 设计 ,已 经 取得 了 丰硕 
的 成 果 , 有 兴趣 的 读者 请 参 凯 太 哲 先 [2 一 5] ,万 哲 先 和 阳 本 傅 [1]， 
Ris PEAS AR TUO] ee ROM [1], PALI, 27, EM 
Lid, PERRI |—5], E BAT Be I. TR ABB 
域 上 的 向 晤 空间 构造 PBIB 设计 , 必须 首先 利用 有 限 域 上 的 向 量 
空间 构造 结合 方案 , 并 计算 其 参数 . 这 就 是 本 节 要 进行 的 工作 . 
有 和 如 517.5, WE VED 是 一 个 有 限 域 Fe 上 的 向 量 空间 ， 
2 (min) 是 VF.) 的 全 体 w 维 子 空间 所 组 成 的 集 台 ， 这 里 
lm<n。 RUE V,CF2) 的 一 个 子 空间 ,其 维 数 记 为 
dim U; 4 U' Æ VF) 的 男 一 个 子 空间 , 则 把 上 和 UV ”的 公共 
部 分 所 组 成 的 于 空间 记 为 UNUV', 把 UU 和 U' 张 成 的 子 空间 记 为 
[U,U'), 
ÆN 20.5.1. i$ U,,U;€ @ (m. n), A U œ Un bui 
dim[U,, U,] = m +i, 
则 说 严 维 子 空 间 U, 和 U. 有 第 i 种 结合 关系 : 
(U, UDE R; 
对 于 这 样 定义 的 结合 关系 ,有 
引 理 20.5.1. X4 ££— Uc av (m, 2), $ 
m= {U U, UeR, U' € arm, nl (29.5.1! 
依赖 于 i, TARR RR ee. 
证 明 . HERE 17.5.1, Uu € Or (m, s) IK, A T € GLC Fe), 
合 U,= UT, hj 
dim[U, U] = m +i, UE (m, a), (20.5.2) 


U 
则 由 短 阵 U, U (BE $175) MARSIE (,.) oon 


m a, 
BB 
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ASERO modos. HF det P759, 在 侣 (20.5.2) 的 全 体 USE 
din[U,, U"] == m + i, U'" c Gf lm, n) 
的 全 体 U" SEU] etme, UU 一 VT， 因此 , 数 (20.5.1) 
ARH U RE. WEBB. 
2138 20.5.2, it U;, UE Z7 (m,n) (1 1,2), B. 
dim[U,, U,] = dim[Ui, U2] = m + i, 
WA TE GLF), & 
Uj— UT, jm, 2, 
证 明 , XE D =U, NU, DUN, BEREAN 
dim[ U,, U,] = dim U, + dim U; 一 dim D 


dim D = m +m — (m ti) =mi, 
dim D' — m — 1, 


办 此 U: U; 可 以 写成 


Us i Dym— si 
MM 
D/m- i AU, i 


y (7 i » CY — i 
IND m=i? 7 Wi ° 


于 是 [Di G1 和 [Uu] 可 以 分 别 写 为 


E 


UM + 
[U,,0,) = n i ER mi i, 1)s 
Ut 
UM: 
iui, 0] = "- ieg imin), 
U; 
HE 175.1, FE TEGL (F), & 


iU U? 
B 一 7| T. 
U, Us 


i 


因此 
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chk 91 Be ara 
Rm. 对 任 一 对 U VE Rm, n), (Wis UE R;, 数 
{V| CU, UE Ri, (Oa, U)€ Ri, UE RB (m,n))| (205.3) 
依赖 于 5.1.1. MARR UL 和 Da ORE. 
证 明 ， 设 性 有 男 一 对 Ui, US Omi n), (Ui, UD) € R;， H 
引 理 20.5.2, 存在 T€ GL,(F4), & 
U,= UT, 1= 1,2, 
HATES 
(Ui, UE Ri, (Ui, U) e Ri, U' e grim, n) 
的 全 体 U' ta 
(ty, UE Ry, (U2, VER, UC QI (m, n) 
的 全 体 U 之 间 是 {1 一 1) 对 应 的 ， 因 此, 数 (20.5.3) 不 依赖 于 UV， 和 
U, 的 具体 选择 . 证 毕 . 
现在 讨论 结合 关系 的 个 数 。 BT Ui, Ue QE (m, n) 时 ， 
有 
dim[U,, U2] < dim U, + dim U; = 2m, 
dimi U,, Ui] & 2, 


dim[U,, U4] — m x; min(z, n — m), 

另 一 方面 ; 当 nze 2m 时, OHS PARP RT ss 
fal, 这 可 取 作 Ui; oa < 2m Bj, U these aye 26 — Am Ht 
子 空 间 , 这 可 以 取 作 U. PIO Uu Ui€ Y (m, n), & 

dim[U,, U,] — m = mia(m, n — m), 
从 而 当 Ui, U, ud V (m,n) Bf, dim[U,, U,] MRA] 
[m, m t min(m, n — m)] 
PA- ERE ARE, ROS 1) 的 个 数 是 
min( m, # — m), 
AT 9 SJ SE 
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a14 20.5.3, 
nj == d Tl (gr To un Id), 


— 1 
peli ist 5 — m), (20.5.4) 
VE. i 
=i 0 2m, (20,5.5) 
. ni HJ — m 
0 I 0 ù ymi ， 
un (, 0 I 0 i * (20.5.6) 


1 nit 上 nm m —iti 
Wü dim[U,, U;] — m +i. MXM U Un $ 

G: —i(TeGL,(UF;)|[U,T = Ui}, 

H: = {Te G|U,T = D}. 
由 引 理 20.5.1, 在 计算 (20.5.1) 的 数值 时 ,可 以 选 (20.5.5) 中 特定 的 
U, 为 U, H5|BR 20.5.2, 24 T RA GHAR, U = UT jA 
历 合 (20.5.2) 的 U'. TEE- AGIS DERA U, U) 重复 
出 现 的 次 数 就 是 6 的 子 群 日 的 阶 , 因而 n; WEH Te G PRR: 


„= il, 
[H| 
设 
A B m 
r-( ) € GL,CF4), 
c D n— m 
m n—m 


HA, TEG 的 充 要 条 件 是 , 乞 阵 
A B 
v( p)7 4 B) 


B 
5 v, 代表 同一 子 空间 ,此 即 { 。) 与 (1 0) 代表 同一 子 空 


间 , 亦 即 B = 0. A 4(€GL,CF4)), DCE GL, ,CF4)) MICH 
任意 的 ， 故 A, D 和 C 的 个 数 分 别 是 [GL CF 4)j 5 IGL, al Fe) | 
和 ge", RT Re 


7438+ 


IGI = IGLACF4) | . [(GL, &,CFa)]g'" "a 
设 rec, FAYE 


Ty To 0 0 \ i 

Poa Ty, Tu 0 a m — i . 
T, Ta Ta Ts | i . 
Ta Ta T, Ta 5" — m 一 i 
H m— i i m — m-i 


WBA, T eH 的 充 要 条 件 是 B ' 
Ta Ta 0 0 ) 
Tau Ta Ta Ta 
与 U: 代表 同一 也 空间 ， 即 《20.5.6) 与 

Tx Ta 0 0 

Ta Ta Ty Ta 


UT -( 


RÆ BE T ARI , RB 
Ta = Ty = Ta = 9, 
WEH T 具有 下 述 形 状 : 


(20.5.7) 


(20.5.8) 


(20,5.9) 


Tu T, 0 0 îi 
T = 0 Ta 0 0 , — t 
0 Ty, Ty 0 
T, Te T« T. I, —m—t 
i m—i i " — m —it 


类 似 于 |G) 的 导出 过 得 ,可 得 
IH| = IGL,C Fa) |? . IGL,_:( Fa) | 


. [GL, mil Fe) | qom Dimas D 


因为 当 ac 8H, 


CACATE 
IGL, af F4) | " 8j a-f-1 
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4 


= gifae--n Il (i —1}, 


ima- Ët] 
所 以 ， 
s = 1G) [GLACE , _| Gls m(Fa)|_ 
IH| GL AFa)| |GL,_» (Fe)! 


1 et i ei teem E) 


"Ince * 


II -d I[ ~n) 
Jo immi] Jwes-n-—-UÓc1l 


=g 一 人 —O——— — ] À——ÁG 


Hg) 


iri 
其 中 
= Lm i1) e o n im i— 1) 


iG — 1) + (8 — m)m — (8 —m— i) (m $2) 
— 2i(m — i) = i*, 
AU 054). TERR. 
现在 来 讨论 站。 由 引 理 20.5.2 的 系 , 在 计算 (20.5.3) 时 。zn 和 
U, 可 以 分 别 选 为 (20.5.5} 和 (20.5.6)。 对 这 样 的 选取 , 设 UU 合 
dim[ U,, U] =m + f, dim[U;, U] = m + i, 
Uc€dgrg(m,n),U—(U, U, U, U, )m. (205.11) 
为 了 计算 和 的， 首先 定 出 人 台 (20.5.11) 的 忌 的 “标准 形 ”, 即 证 
引 理 20.5.4. £ 
A = p, fuio — pda, 


=ptatyr, f=m—(etaetyry, (20.5.1) 


* utu 
则 
etal, ptr&ji, (20.5.13) 


而 且 可 经 日 中 的 变换 把 U (C TRA 2S 
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Uy 0 Ui 0 a 
| o Un 0 0 8 
Uia, 8, Y, 0): = (20.5.14) 
Casg e) E ù Us 0 Y 
ü 0 0 Uy p 
i m—r É a= m-f 
pjm ETER E 
Us=(7 0 Ja, Us~— {1 O )s8, 
a isa B m-i-pg 
Us= {F o Vr, Uau = {I o JP, (20.5.15) 
Y i—r ^ n—m-—i—p 
t= (^ i o y^ . 
ü 0 0 "-—itpctY 
Y $—p-—rT d—?cto 
证 明 . 写 上 为 以 下 分 块 形状 : 
Ry Ro Rp Ru a 
y = Ra Ra Ra Ru A 
Ry Ry Rp Ru T 
Ra Ra Rg Ra e 
i m—i id nomi 
因 ry os BIRGIS ERBU kA 
Rui Ru Ra 0 
R4 R; R, 0 . 
” ; (20.5.16) 
Ra Ry Ra 0 
Ry Ra Rp Ru 
RA 
rR P. (20.5.17) 


RA rut» eta, 改 可 经 行 初等 变换 把 矩阵 420.5.16) 化 为 


Ri Ro Ry 
0 Ry Ry 
0 R$ Ry 
Ry Ra Re 


HA 


0 


, (20.5.18) 
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Fg uU, (20.5.19) 
BA rowo Te tatr, RAB WS RMB (20.5.18) 
化 为 


bi Ru Ri; Q \a 
ü Ry 0 0 
oe yen P (20.5.20) 
a R, Ry ü T 
Ra Ra Re Ra !p 
i mos j aM mae 
县 有 
ray cr. (20.5.21) 


EH(20.5.17), (20.5.19), (20.5.21) LK (20.5.20) B8] 4r 25 0 E 
FEAT ZA OS 26 88 , LL E 3k :i ZA AS ER, Hom — i30 
之 间 的 初等 变换 , 青 次 上 列 之 间 的 初等 变换 ， 最 后 a — m — ip 
之 间 的 初等 变换 ,提现 阵 (20.3.20) 化 为 
Us Un Uy 0 
， 0 Un 0 0 
U = ， ; (20.5.22) 
0 Ua U 0 
Ua Ua Us Uw 
其 中 诸 UO gi) 由 (20.5.15) 给 出 。 由 于 行 初等 变换 不 改 
变 惩 阵 记 代 表 的 子 空 间 ， 上 述 特 殊 类 型 的 列 变 换 所 对 应 的 矩阵 有 
(20.5.10) 的 形式 ， 故 在 互 中 ， 所 以 ， 经 互 中 的 变换 了 可 抬 已 化 为 
U, 
由 于 Us 具有 (20.5.15) 中 的 特殊 形状 , 可 以 经 行 初等 变换 把 
U 4L ou 
Ua uy Un U 
0 Ua D û 
， ， (20.5.23) 
0 Uy, Un 0 
Uy 
RR, Ui ASSERT 
U= (0 UiPde, (20.5.24) 


Y i= Y 
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i moet ‘ 
f (7 di 0 
|/ °° 
| oO i 0 ü 
TT, =! 
— Uy 
Lo ( ) I n 
\ 0 
0 Ò ü Fi 
E nwo t H— H-—t 
T = TiTa 
Al Ti; Ti 


号 有 (20.5.10) 的 形状 ， 且 de 7 3e 0, d TEH. 


Ul SiS 4) 有 (20.5.15) 的 特殊 形状 ， 且 Ui Æ (205.24) 中 


BOTE EROR a H 


— Uy 
Uu + U.( ) 
ü 


一 UA »" 
Uu ( 0 ) + Uy = 0, 
从 而 

Un 0 Ui 
a U 

U"T = 好 0 
0 0 Us 
0 0 0 


0 (1 3), 


(20.5.25) 
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E] diml Va, UT ] = dim[U;, U|-—mdd- i, Bs 


Uy a Uy, a 

0 Un 0 a 

a 0 Ua Y 

0 0 n U,. p 

0 i 0 0 m-i 
0 Q i 0 i 

i m—t: f asm oe 


的 秩 为 ml, ze pai XA dim[U,, U"T] = din[U,, 
Uj—m-i, BN aR 


Un 0 Ui = 

0 Uy 0 0 8 

0 0 Us ü T 

Ü 0 0 Ua e 

i 0 0 0 i 

0 i 0 0 m=i 
i me! i nm: 


的 秩 为 md, 而 Uu (20.53.24) RR rp y reis 
BN rap 一 ij 一 p 一 r+。 于 是 存在 $1€GLs(F4) 81$, € GL, (F4), 


4. 
pun | 
i Üj- a 
SULS = ( y ene s 
0 0 
一 purr 
Auk, SQU"T)S, 就 有 (20.5.14) 的 形状 ,这 里 
S a 
I 
D = f > 
i ¥ 
Tis 
agar és 
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i 1-2 
s, = T m— i ， 
I Y 
$3 i-Y 
I h—m-—; 


ik LEH, S| BIE. 

WP mE” Ula, 8. v. 0) 有 

988 20.5.5. Æ Ula, p, r, p) ^c Ul, 8, Y, p), WARE 
通过 五 中 的 变换 把 Ue, 8,7, e) 所 代表 的 于 空间 变 为 UC’, p, 
rsp) 所 代表 的 子 空间 ， 

EAA, id 


0 Uz 0 0 a 

Ula, PY’, p) = ， . 
> Bos 0 0 Us 0 F 
0 0 0 Uu /ar 


i mai j n= m! 
设 TEH, PATA FHR 
‘Ty Tp 0 0 i 
e | D Te 0 6 m-i 
|o Ty Ta .0 i 
Ta Ty Ta Ta nth i 
i mi į} nomoi 
4 
B [I det Ta 03 此 外 ， 
i=] 
Ula, B Y, eT = 
UunT, UTat Uba UuTa 0 ye 


ü U&sTa ULT. ü Y À 
UT. UT, ULT. UT, p 
‘ most 站 2 — i-i 
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mR Uwe yy pT 与 Ule, 8,7, p) 代表 同一 子 空 间 ， 出 
Ulss RY, pOT BWT Ule, 8,7, 0) WTR, Mit 
UuTu 的 诺 行 与 Un 的 诸 行 祖 岳 ， 再 由 det Tu tr 0 AY, Un 的 
Fe Un 的 秩 根 等 , 即 

p 7p, (20.5.26) 
BASH U(o',8,Y', e)T BER Ule, 8, v. p) ZIT 
kl JU, HP 


Un Ta 0 Ua 0 
0 0 0 0 
Ti 
ü ü 0 4 | 
U,T, Unt ss 0 Uw 


的 秩 相等 。 中 (20.5.26) 得 Ui T, WR Uu 的 秩 相 等 。 再 由 
det Tu 3€ U 4 


E=, (20.3.27) 
ET SE 
UT, Tul 0 
a 0 ù 
0 DT, 0 
Unt, DT Upu 
与 子 阵 
Un Uy, 0 
0 0 0 
0 Oia uu 
0 0 Ua 


有 相同 的 秩 ,， 目 由 (20.5.26) 和 (20.5.27) 郑 Up Ts. 的 秩 与 Us 的 牧 
相等 A det Ta 5€ 0 Bro — v. Ag a= A, Et. 

CET ,.Y,.p)- in,d, Y, p), (20.5.28) 
BRL, WM, 
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2/38 20.5.6. 4 to AHA Ula, ay。p) 所 代表 
的 子 空 间 不 变 的 那些 变换 所 组 成 的 子 群 , 则 


p= M, CA Feared) (20.5.29) 


证 明 ， 引 理 20.5.4 和 引 理 20.5.5 说 明了 ,满足 
(20.5.30) 


net mth (Us) m +i, ry =m 

的 那些 wx n AEBS WIRE oe TESA EES, AN TRE G 
含有 Uta, B.T,. p). ix gud mS C, PY, p 满足 

ocaci, errs Sn ptatset+r=m, (20,5.31) 


而 且 , 对 满足 (20.5.31) 的 任 一 组 参数 a, 2, 7, 0, Ula, 2, Y, o) 
帮 是 某 一 可 迁 集 的 代表 。 BEDA. (20.5.29) fp RD LE I E 
(20.5.11) 的 子 空间 上 的 个 数 , 妈 pu. WERE, 

因为 在 引 理 20.5.3 的 证 明 中 已 经 求 出 了 IHI, 故 一 当 计算 出 
| FR] ; 就 可 求 得 HE Prp) Bits. 


引 理 20.5.7. 
,Fa 一 IH| 
Hi:iFe6ne TID 
I mas n—m—j 
l| @-b) II -D Il w-pn 
=- iatl =r i Pl Incem- i P+ 
i—pP—r P-akY-i 
II a-d Ji e-o Åe- 
i=] "n 
l| @w-b 
HE P (20.5.32) 


die-ofie-» 


Et o p rg (20.5.43) 448 04, 
WER, i T€ H. (20.5.9) 35 IE HR ARNIE, TAS 
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(Ta Ty Tu Ty 0 0 8 ü a 
Ta Ta Ta To 0 0 àü 0 i-a 
0 0 Ta Ta 0 0 O0 0 B 
00 T, T, 0 0 0 ü m-s;-f 
TEI o o T, T, TsT40 0 r . 
0 0 Ta Ta Tos To 0 0 i—tT 
Ta Ta T; Tn T» Ty T, Tye i "m 
Ta Tu Te Ta To Tws Tg Tes ' n-—m-i-e 
@ j—a]Bm—i—gBri—ron—m—i-—P 
( 20.5.33) 
(20.5.14) 8 Hf Uto, 8, T , 0) 可 以 政 写 为 
Ula, B, T, p) = 
I 0 0. ò o Uo 0 a 
0 0 I 0 0 0 0 0 8 (20.5.34) 
uU 0 0 0 i 0 0 0 Y 
0 0 9 0 0 0 I 0 p 
a -æ HB m~i- Y ¢-¥ ô n—m—i—P 
其 中 
‘ I ÜxX;--P-xv 
Up ={ 1 9) . (20.5.35) 
f-Ó—Y 
Tx, 


Ula, "P Tsp yr = 
[Tu Ta Ti +t Ty + UIPT. UiPT, WPT. 0 0 


0 0 Ty Ts 0 ù 0 0 
0 0 T, T. Ts Tx o of 
MS Ta T, T. Ts Te To Tr 
Zr RR 


(Uo 8,7, p} ) (20.5.36) 


U(a, BT, PIT 
经 行 初等 变换 可 以 化 为 


。 448 。 


“0 


o 
Poe Nogo o 
e 


72 


Tu + Up Ta 


Ü 


Ts 
T, 
T; 


o coc co O fF w S 3 


S 


9. 
T, 


0 
Ü 
0 
I 
UT — Tali? 90 
0 
0 
0 


Ts 一 TrUP 


om 
————— À— 


1 


Tua o. 
(20.5.37) 


E25 ET) EA, — PXBERBEESARBU-- zs AK de. dE ARE 
(20.5.37) 和 (20.5.36) 代 表 同 一 子 空间 。 Ab, T € Pet 的 充 
于 条件 是 矩阵 (285.37) 和 (20.5.34) 代 表 同 一 子 空 间 。 由 (20.5.37) 
的 第 二 ,四 ,六 、 八 列 知 ，T E Fehr 的 充 要 条 件 是 

Tu 7 Tn 0, 


Ui Ts Tuli, Ty = 9, 
Tm = 9; 
亦 即 工 具有 下 面 的 形状 ; 
Ta Ts — UBTo 0 
| Ta Ta Ts Ta 0 
. 0 0 Ta i} 0 
pm | 0 9 T. ^ 0 
' o 0 Ta 0 du 
0 0 Ta Tà Ta 
Ta 0 Ty 0 T; 
Ta Ta Ts Ta Tg 


Te = e UP Tors Ta = T4 = Ta = D, 


Tu = 


Tai? 
Te 


(20.5.38) 
(20.5.39) 

Tnu, (20.5.40) 
(20.5.41) 

0 0 

0 0 

0 0 

a ao l 

oo P (20.5.42) 

0 0 

Tr 0 

To Ta 


E Ty 和 du 合 (20.5.40) 的 第 一 式 ， 

这 样 一 来 ，| Fr 的 数 信 就 是 形 如 (20.5.42) 且 合 (20.5.40) 的 

第 一 式 的 矩阵 工 的 个 数 ， 下 面 就 来 计算 它 ， 
iE Ta 和 Ta 写成 下 面 的 分 块 形状 : 
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Ta = ( Tia Tu ) , 


Tis Tin i= ite 
j-0-r jt? 
. Toa Tu j-fr-T 
Te 一 人 : ) os 
Tes Tis O+aty = j 


# 一 太一 YY PD+arr-; 

iC 26.5. DORA FMT 
Tea = Tu 0, Tu = Ta. 

因此 ,满足 (20.3.40) 的 第 _ 式 的 T, 和 Tw 的 个 数 是 

IGLi-, 4(F4)] * IGL; ji: 4(F 42] LIGLora+y -iF a) 
. qi eo DÓpretyioa 
(20.5.42) 中 其 他 Tu. 的 个 数 的 计算 是 直接 的 , 且 有 
l (E A92] = IGL; , ,CF43| . GLi Fa)! 

. {GLa il Fa) | . gi err kip tary tim) 
* (GLi-alFa)| - (GL Fe)| + (Glass Fe) | 
* }GL,CF a) + IGLIGCF4)I] + GL, mip Fe} | 
" Gta . qUI i PEtat rit pia lier) 


(n7 md py)ümtitel 
" q P p . 


由 引 理 20.5.3 的 证 骨 中 疡 得 的 18| 值 ,有 


H: FRY 一 — HI 
| Fe rs ej 


H«e-nfw-v Ir (一 0D 


m—mum-- 


Te- 站 (¢@—-1) Il (e —1) 


t=] pal 
H (qi — E) 
" tot 
-itè P-A8—wv PRrY—Ó 
II @- II (g—1) I -np 
rel 1-1 
EN 1 a 
Ar 
Ueo Jln TII te—0 
i=} t=, rm) 


i m-i ome 


H @w-) H -D ]  «-o 


HIIEII! !xm-—i-É! fxern-m-j-Ptkl. 


i B 
JI e-do H -b-n 


1m] i=l t=] 


(d! — 1) - 4? 


=i- }+e+i . ; 

I[(#—VI 
其 中 ,w 是 H 所 含 9 的 方 罕 与 FI 所 含 4 的 方 宕 之 差 , 即 
a = il — 1) + mim iD 


pom 1) -+ {n— m — ilm tH i} 


4+ itm —i) a Penn er 


2 
_ Git e)i-ite—0) 
2 . 
(oe cheat Y — f) (ed ad Y —i--1) 
" 


一 上 一 pp 一 7]f2p 十 上 十 7 4 i— 21) 
Me ml) peal 


2 2 
_ tanta )m —i$—8 — 1) 
2 
_rv(r—1) __ ele) 
2 2 
(n — m-—i— ol(n — m —:—p— 1) 
2 


-- ag — (i — ala +m — i) — (m — i1 — se 
— yg — (G — Y)Un — i tr) — pa - B +r) 
-(n—m—i—p)(m tite), 

简化 即 得 


2c 45] + 


gum IG — 1 peet p rT 
7 


2 2 2 
+ (m -— B)yK(p-- e-- Y) :i(p—a— r) 
— jle +7) — ga, (20.5.43) 
uu. 
申 上 述 诸 结果 可 知 、 本 节 之 首 所 定义 的 结合 关系 确实 产生 一 
个 结合 方案 , 即 有 | 


定理 20.5.1。 由 定义 20.5.1 ÆR (m, n) 上 引 人 的 结合 
XA Ri(1 SG «min(m,n- m)), RHBRA v, m, pu 的 结 
合 上 方案 ,这 里 


ati : 
s= J 4, (20.5.44) 


n; 由 (20.5.4) 确 定 , ph HH (20.5.29), (20.5.32) 4110 20.5.43 ) 5E, 

WEB], 由 引 理 20.5.1, 8| 8 20.5.3, 8] 88 20.5,6, 引 理 20.5.7 和 
(17.5.4) 艺 知 本 定理 成 立 。 证 毕 . 

这 个 定理 首先 是 由 班 成 中 证 朋 的 ， 后 来 万 帮 先 外 给 出 了 另 一 
证 明 。 这 里 采用 的 是 后 者 ， 为 了 证 明 这 一 结果 , 班 成 中 引进 了 有 
关 长 方 矩阵 的 一 些 有 用 的 入 念 和 结果 。 有 兴趣 的 读者 请 参 蕉 上 面 
所 引 的 文献 . 

当 m — 2 时 ,定理 20.5.1 的 参数 具有 更 简单 明确 的 形式 . 由 
定理 20.2.4, 在 p; 中 只 要 定 出 站 RAT. 

定理 20.5.2. n> 4. AEM 20.5.1 在 集 v (2, n) ESI 
人 的 结合 关系 Ri, Ri 构成 一 个 参数 为 


(4" — D(g^ ^ — I 
= r= Keh, (20.5.45) 
m 一 tat Nga ， (20.5.46) 
= fig? — 1) (77 — 1) 
m (DQ-D ” (20.5.47) 
Ph = 一 二 十 站 一 1 (20.5.48) 
本 
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=A. E 


[. REA 


的 结合 方案 ， 
”证 骨 。 由 定理 20.5.1, REB (20.5.45) — (20.5.48) 成 并 就 
ey. 
C20.5.45) 是 (20.5.44) 当 m — 2 时 的 直接 推论 ， (205.46) 
(20.5.47) Æ (20.5.4) m — 2 时 的 直接 推论 
满足 条 件 
ete=l,ptr=i, etrsel, a,f,7, 029 
的 整数 解 Ce, 8, Y. 0) 只 有 三 个 ; 
(as g, Y, 0) —(9,1,0,1), 
(e, g, Y, 0)-— (1, 1,0, 0), 
(a, 8,Y, p) = C1, 0, 1, 0), 


H1C20.5.32), i 
a aod 
Hi FONG 一 ( =) 
2 一 上 
He Fda = q — 1, 
H:PFOSD ew T, 
H a (20.5.29 98 l 


ph = Hs: F100 + H:pittéo + H Fo. 
= g* 一 2 
zi tgl, 
这 就 是 (20.5.48)。 证 毕 . 
下 节 将 用 定理 20.5.1 中 的 结合 方案 来 构造 PBIB 设计 。 


§ 20.6 ”利用 有 限 向 量 空间 构造 PBIB 设计 


ant, VF.) RARR Fe EM th Bes, I< 
m, m «n, Of Gn, n) 是 Vaa) 的 全 体 严 维 子 空间 所 组 成 的 
BE, (mn) Æ V.CFO 的 全 体 m 维 子 空间 所 组 成 的 集 
合 。 由 定理 20.5.1 中 的 结合 方案 可 以 构造 出 一 系列 PBIB 设计 ， 
它们 由 下 面 的 儿 个 定理 给 出 ， 其 中 的 结合 方案 都 取 定理 20.5.1 中 
者 


— 
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EH 20.6.1. 19 lim <m <n. Æ im, n) BEAU 
构造 PBIB 设计 的 基 集 S. PB Oe (m', s) 取 作 区 组 所 组 成 的 艇 
S. 对 于 UE Os (min), UER (m',n), BETZ ARIK 
联 关 系 如 下 ! 元 也 在 区 组 U PYAR Yn eT SUE m 3E 
子 空间 的 子 空间 ， 这 样 就 得 到 一 个 具 malm, s 一 m) TA 
合 类 的 PBIB iit, HSH e 由 (20.5.44) 给 由 ，n; 由 (20.5.4) 给 
D. Ph 由 (20.5.29) 给 出 ,其 他 参数 分 别 汶 


aè Ln 
b ma £ - =, (20.6.1) 
pag g — 
m-l mr —1| 
k= TI I IT’ (20.6.2) 
m 
Wi 一 网 一 二 n-m-i — 
r= T, (20.6.3) 
fup q" -mi 1 
0, E m «m + Fy 
m'—-m-i—-l i 
a= get (20.6.4) 
| I CIL. sw. 


TEAR, 区 组 的 个 数 18 1 即 1 (m, n), BEA 17.5.2 的 
系 2 知 ,其 值 为 (20.6.1)， 一 个 区 组 包 食 的 元 素 的 个 数 即 
(ukm, m, 8), 
定理 17.5.2 的 系 3 知 ， 它 不 依赖 于 U 的 具体 选择 、 其 值 为 
《20.6.2)。 一 个 元 素 鼠 所 属 的 区 组 的 个 数 即 1g om, m' n), H 
定理 17.5.2 的 系 4 知 , 它 不 依赖 于 已 的 具体 网 择 ,其 值 为 (20.6.3) 
一 对 有 关系 OR. 的 元 素 所 属 的 区 组 的 个 数 就 是 包 舍 由 这 对 元 素 所 
代表 的 二 个 严 维 子 空 间 所 张 戌 的 那个 m 十 i 维 子 空间 在 其 中 的 
m MEPS ARR BR 27 Cm +i, om’, n)|， 由 定理 17.5.2 的 
JR 4， 它 不 依赖 于 这 对 闸 维 子 空间 的 基体 选择 ,其 值 为 
0, Gm’ <m+ti, 


fi 


|a Gm tay m', ZESET 27 —1 其 他 ， 


pret q” — 1 
HEBB(20.6.4), HH Al, 45 确 为 一 个 PBIB 设计 , 其 参数 为 定 
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理 20.5.1 ad v, nj. pu A (20.6.1)—(20.6.4) 中 的 by kara ay. 
WERE, 

定理 20.6.2. 设 Gm «msn. ML gim, n) 取 作 用 以 
构造 PBIB itso S. 40 Aiman) BFR ABTA RR 
B, WUE a (min), U' € gr (m , n), 定义 它们 之 闻 的 关联 关 
系 如 下 : 元 已 在 区 组 U' p, BAM m” 维 子 空间 U mE 
CESIBDU BG-FzxpB). 这 样 就 得 到 一 个 具 min(m,s — m) 个 结合 
类 的 PBIB 设计 ,其 参数 v 由 (20.5.44) 给 出 ,六 由 (20.5.4) 给 出 , pi 
由 (20.5.29) BH, 5 EH(C20.6.) 8H ,. Haoa 


m-—m'-l LN 
E hom TE ... 1 
k= II ——— (20.6.5) 
$9 gP — 1 
ml m-t — 
r= JT EL, (20.6.6) 
iza gq” — 4] 


H q"'*—1 ,其 他 ， (20.6.7) 


n q"^ nM 1 


0, EX m—i-cm, 
u=] ' 


证 明 . 区 组 约 个 数 已 于 定理 20.6.1 的 证 明 中 导出 . 一 个 区 组 
UV” 所 包含 的 元 素 的 个 数 即 1g (m, m, #)|， 由 定理 17.5.2 的 
系 4 知 , 它 不 依赖 于 U WAER, RED 


, ; m-i nt oa] 
larm, m,n)| oe 
此 即 (20.6.5). 一 个 元 素 刀 所 属 的 区 组 的 个 数 即 [A om, m, 


#)|， 由 定理 17.5.2 的 系 3 知 , 它 不 依赖 于 局 的 具体 选择 ， 其 值 为 
(20.6.6), 一 对 具有 关系 Ri 的 元 素 所 属 区 组 的 个 数 就 是 同时 包 
合 在 这 对 元 素 代 表 的 二 个 以 维 子 空间 中 的 m^ 维 子 空间 的 个 数 , 即 
包含 在 这 两 个 m 维 子 空间 的 交 空间 中 的 m 维 子 空间 的 个 数 。 由 
于 这 两 个 m 维 子 空间 的 交 的 维 数量 m bom o— (mobi) m—i, 
故 这 个 数 是 1 (m, m — i, a), WER 17.5.2 的 系 3, 它 不 依 
贺 于 这 两 个 证 维 子 空间 的 具体 进 择 ,其 值 为 


0, dSim—i-m, 

lam — i,n)| = TF og Pot 

| DE (m,m ; | Hi CL xi. 
这 就 是 {20.5.7)， 因 此 定理 成 立 ， 证 毕 ， 

定理 20.6.3. KE Atm, n) 取 作 用 以 构造 PBIB 设计 的 基 

集 5S， 又 把 它 取 作 区 组 所 组 成 的 得 殉 ， 设 mw 是 一 个 夯 定 的 整数 ， 
]wsm. 对 于 5 中 的 元 素 吕 和 £6 中 的 区 组 U"， 定 义 它们 
之 闻 的 关联 关系 如 下 : 元 0 在 区 组 V 中 ， 当 县 仅 当 坟 维 子 空间 
Um U 所 生成 的 子 空间 的 维 煞 是 m tw. 这 样 就 得 一 个 具 
min(m, n — m) 个 结 台 类 的 PBIB 设计 ， 其 参数 n, ph BEH 
20.5.1 给 出 ,其 他 参数 分 别 为 


mol ane — 
b 一 了 一 II 2 一 ， (20.6.8) 
=o q^ — 1 
全 一 了 
1 mr o 1g" n7 — 1) 
Å = y = fy = g" (4 + > (20.6.9) 
I (qt — 1y 
u = Pow = 2, IAL JL Frey, (20.6.10) 


A, |[HI/| Fee) 由 (20.5.32) 给 出 ， 

证 明 . 因 5 和 9 是 同一 集 , 故 区 组 的 个 数 和 元 素 的 个 数 都 
是 |X Cm, #2)|， 即 C20.6.8)。 一 个 区 组 VU” 中 所 合 的 元 素 的 个 
数 就 是 能 与 澡 维 子 空间 U” 张 成 一 个 m 十 ww 维 子 空间 的 那 种 吉 维 
子 空间 的 个 数 , 这 也 就 是 一 个 元 素 U 所 属 的 区 组 的 个 数 , 即 nw, 它 
不 依赖 于 U 或 口 的 具体 选择 ,县 由 (20.6.9) 给 出 ， 一 对 具有 关系 
R: 的 元 素 ,所属 的 区 组 的 个 数 就 是 既 能 与 维 子 空间 U, 张 
成 如 十 由 维 子 空间 ， 又 能 与 严 维 于 空间 U. 张 成 mw 十 ww 维 子 空间 
的 那 种 名 维 子 空间 的 个 数 ， 即 pho, ERR V 和 OU. 的 具 
体 选 择 , 用 由 {20.6.10) 给 四 .因此 ,定理 成 立 ， 证 毕 . 

在 定理 20.6.1 PG m Bene 2, 把 m! o6 m BD 

定理 20.6.4. 1p m 2. HO, n) 取 作用 以 构造 PBIB 
VET AUR S, 把 X (m, n) PRAT 45. TUE 
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4 (2, n), UER (m, #4)， 定 义 它们 之 间 的 关联 关系 如 下 : 元 
如 在 区 组 V 中， 当 且 仪 当 2 维 子 空间 U 是 mw 维 子 空间 U AF 
空间 .这 样 就 得 到 一 个 具 二 个 结合 类 的 PBIB 设计 , 其 参数 vz, n, 
81, Ph 分 别 由 (20.5.45) ,C20.5.46) ,C20,5,47) 和 {20.5.48) 给 出 ， 其 
他 参数 为 


pe DUT) 
(P —1)4—1) ’ 


在 定理 20.6.2 HR m'- 1, m 一 2 即 得 

定理 20.6.5. 把 (2, n) 取 作 用 以 构造 PBIB 设计 的 基 集 
S, dB A (1,5) 取 作 区 组 所 组 成 的 集 Bo 对 Ue 27 (2, n), 
U'c 4 (1, »), ZLENSAMKKXRME: 元 U 在 区 组 
U' 中 , 当 且 仅 当 1 维 子 空间 U E 2 维 子 空间 书 的 子 空间 ,这样 
就 得 到 一 个 具 二 个 结合 类 的 PRIB 设计 , 其 参数 r, mm, pL 分 
别 由 (20.5.45),(20.5.46),(20.5.47) 和 (20.5.48) 给 出， 其 他 参数 为 


b= EL 
4—1’ 

r= gti, 
g’ 1 

& "E 


4l, =Ù, 

在 定理 20.6.5 中 取 m — 2, w 一 1， 即 得 

定理 20.6.6. KE (2 , n) 取 作 用 以 构造 PBIB 设计 的 基 
4 5， 义 把 它 取 作 区 组 所 组 成 的 繁 eS. 对 于 5 RTR UN 46 


14524 


让 的 区 组 U', ERZAR: 元 品 在 区 组 UV 中 ， 
当 且 仅 当 2 维 子 空间 和 VU” 所 生成 的 子 空间 的 维 数 是 3。 这样 
就 得 到 一 个 具 二 个 结合 类 的 PBIB Bit, 其 参数 ,nz 和 ph 分 
35 (20.5.46) ,(20.5.47) 0481(20.5.48) & HH , RAER 


= Q7—1GG71—1) 
p= = ， 20.6.11 
(¥—1)(¢— 1) ( ) 
+ k= UDN, 
q—1 


nmi |. 
A m pho Pd, 


am PR — (a 十 上 六 (20.6.12) 
XB]. 除了 最 后 一 式 外 ， 定 理 的 其 他 结论 都 是 定理 20.6.3 的 
直接 推论 。 现 在 来 证 明 (20.6.12)。 由 (20.6.10) 和 定理 20.2.4 知 


h m p= (m — 1 — ph). (20.6.13) 


"84 

FHC 20.5.46) ,(20.5.47380(20,5.48) PH Aim, mA ph AEA (20.6.13) 
FEC TBD (20.6.12), WERE, 

在 定理 20.6.3 AR m = w —2, BIG 

定理 20.6.7. Bei 27 (2, 2) 取 作 用 以 构造 PRIB 设计 的 基 
MIE RFRA RR S8. 对 于 3 中 的 元 素 刀 和 B 中 
的 区 组 站， 定 尽 它们 之 间 的 关联 美 系 如 下 ， 元 已 在 区 组 U' 中 ， 
当 且 仅 当 2 维 子 空间 乙 和 Z ”所 生成 的 子 空间 的 维 数 是 4。 这样 
就 得 到 一 个 其 二 个 结合 类 的 PBIB Ri, HER m,m M Ph 分 
Mil H1 (20.5.46) ,(20.5.47) 81 (20.5.48) BH, v A b p (20.6.11) 给 
出 ,其 他 参数 为 

DC 

(P — DG — 10) 


.q2(4277 — 1) ( q(q7?7—1) — 
u —1 ( — » (20.6.14) 
n TU 1X. —1) 
(4 — l)la — 1) 


一 Wee +ig+lyp—1, (20.6.15) 


证 明 ， 除 了 最 后 二 式 外 ， 定 理 的 其 他 结论 都 是 定理 20.6.3 的 
直接 推论 ， 现 在 来 证 上 明 (20.6.147 和 {20.6.15)。 
mos. 6. M 20.2.4, 有 
à —phm—m 1+ ph. (20.6.16) 
把 (24. 5.46) HAY m, (20.5.47) 中 的 四， 以 及 【20.5.48) dH ph 代 
A(20.6.16) , (E95 IR (20.6.14), 
Mn (20.6.10) 和 定理 20.2.4, 有 
l = PhS m laea t C (20.6.17) 
#A(20.5.46) PR) m, (20.5.47) 9h a, 和 (20.6.12) 中 的 Ph 代入 
(20.6.17) , BH £$ (20.6.15), TERR, 
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一 的 阶 817.1 
一 公理 517.1 
有 限 一 817.1 
"m $9.1 
试验 的 分 析 tt 
ba 


815.3 
$15.3 

§ 15.3 
$15.3 


Lah~ 


Ramsey = 


52.5 
$4.5 
$2.5 
第 二 类 Stirling 一 
第 一 类 Süning- 
第 一 类 Stirling 性 一 
分 加 一 815.4 
FXAÁABA $15.5 
MAREM $181 


Stirling 

52,5 

$2.5 
$6.2 


KA, i-o 
CA, ti. eK 
FE 

ER~ 
MRH HH =~ 
KARTHA ~ 
Ap- §ll.4 
H- & 11.4 

自 一 正则 群 $148 


&11.7 
811.7 


814.1 
§ 11.4 
8 11.4 


问题 
Kirkman 女生 一 


ménage $3.2 


$11. I 


*482* 


n Biot EA $9.2 


(Pay faa tty Tn) OR ALE Al ~ 


$3.3 
和 更 列 一 $3.2 
婚 化 的 ménage 43.2 
可 重 圆 形 排列 的 个 数 一 
Ka hit —- $9.4 
三 十 大名 军官 一 $11.1 
mai~ 512.2 
x 
$8 45.3 
RR 95.3 
TR 
对 称 姬 阵 的 一 13.3 
二 次 型 的 一 513.3 
SE §13.3 
FA SPAR ee $5.1 
AFAR RA $5.1 
相遇 数 (11.3 
| WR $5.3 
形式 
-FRR §2.1 
-BA §2.2 
-HAR $2.2 
Y 
HE = BÉ $1.3 
BR ay E I E § 10.2 
有 理 相仿 定理 $13.3 
原理 
FUERO 5885.3 
HE $3.1 
容 尺 一 $3.1 
逐步 测 汰 一 $3.1 
z 
ERR SIBG 
5 fIM)m Bee § 18.3 
stim Fl~ — S183 
EZE § 18.3 
AM 
对 称 阵 的 一 813.3 
LWH §13.3 


83.4 


GFCp) 5 GF(a') 的 ~ — $15.6 | 组 合 gr? 


直线 $1. Q-— 412 
mds o 519.2 可 重 一 $1.2 
子 空间 $153 X*X- $812 
BIB XUL Rida EAFA $3.5 

规范 的 ~ 51441 最 小 上 界 — 535 
fai $ 13.3 | 


43s 


